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CAPÍTULO 


I 
NÚMEROS REALES 


§ 1. Números naturales 


Serie de números naturales. El concepto de números naturales 
surgió debido a la necesidad de contar. Los números naturales pueden 
compararse entre sí y en este caso está claro cuál de los dos números 
es mayor. Todos los números naturales dispuestos en el orden de 
crecimiento forman una serie de números naturales: el primer número 
es el uno; el segundo, el dos; el tercero, el tres, etc, A todo número 
natural le corresponde su lugar en dicha serie. En lo sucesivo Ja 
serie de números naturales se designará con la Jetra N, 

Para señalar que el número m es mayor que n se utiliza la nota- 
ción m > n. Para designar que el número m es menor que el número n, 
se usa la notación m < n. Dichas notaciones se llaman desigualdades 
de los números naturalos. Para mostrar que el número m y el n 
representan un mismo número se emplea la notación m = n, Hamada 
igualdad de los números naturales, 

La adición de los números naturales se puede definir con ayuda 
de la serie de números naturales de la manera siguiente. 

Adicionar dos números naturales m y n significa hallar en la serie 
de números naturales un número p (p > m) dispuesto en el n-ésimo 
lugar a partir del número m, empezando la cuenta con el número 
m +1. El número mencionado p se denomina suma de los números 
m y n; se denota con m + n, mientras que los números m y n se 
llaman sumandos. Por ejemplo, m + 3 es un número que ocupa, 
tras el número m, el tercer lugar. Para sumar varios números natu- 
rales, es necesario adicionar al principio los dos primeros, luego 
añadir a la suma obtenida el siguiente número natural, etc. 

Multiplicar un número natural m por otro número natural n 
significa encontrar un número natural g igual: a) a n, si m = 1; 
b) a la suma de m números, cada uno de los cuales es n, siempre que 
mœ 1. El número citado g se denomina producto de los números m 
y n; se denota con mn, y los números m y n se llaman factores. Por 
ejemplo, multiplicar el número natural 2 por el número n significa 
hallar un número natural 7 igual a la suma de dos números, cada uno 


y 


de los cuales es el número n. Este número se designa 2n, es decir, 
= 2n, Para multiplicar varios números naturales, se debe multi- 

plicar al principio los dos primeros números, luego multiplicar el 
número natural obtenido por el siguiente número natural, etc, 

Demos a conocer las leyes principales de adición y multiplica- 
ción de los números naturales: 

a) m + n = n -+ m (conmutatividad de la adición); 

b) (+m) +n =l + (m +n) (asociatividad de la adición); 

c) mn = nm (conmutatividad de la multiplicación); 

d) (Im) n = l (mn) (asociatividad de la multiplicación); 

e) (l -+ m) n = In + mn (distributividad de la adición respecto 
a la multiplicación). 

Si el número m figura en calidad de factor k veces (% es un número 
natural superior a la unidad), entonces el producto 


h veces 


se denomina k-ésima potencia del número m y se designa m*, es decir, 
por definición, 


mi=mm ...m 
rs 
h veces 


Además, de acuerdo con la definición, 
m =m, 


Son válidas las siguientes propiedades de las potencias: 


a) mtm" pa mir; 
b) (my — mòn; 
c) mk = (mi)! 


Dichas propiedades se demuestran con ayuda de las leyes princi- 
pales de adición y multiplicación de los números naturales. 

Definamos ahora las operaciones inversas a la adición y multi- 
Plicación de los números naturales, a saber, las operaciones de sustrac- 
ción y división para los números naturales. 

Sustraer de un número natural n otro número natural m significa 
encontrar un número natural p tal, que sea justo 


m+p=n (1) 


No siempre existe tal número natural p que se cumpla la igualdad 
(1) para cualesquiera números naturales n y m. Si n > m, tal número 
existe y es único. Este se denomina diferencia o resto entre los núme- 
ros n y m, y se designa n — m; el número n se llama minuendo, y m, 
sustraendo, 

Dividir un número natural n por otro número natural m significa 
hallar un número natural g tal que se verifique la igualdad 


mg = n. 2) 
e 


No siempre existe tal número natural g que se verifique la igualdad 

(2) para cualesquiera números naturales y m. Si dicho número 

existe, entonces m y q se denominan divisores del número n y se de- 
signan 

I=n:m m=n:g. 

Apoyándose en las leyes principales de ad: 


sión y multiplicación 


de los números naturales y en las definiciones de las operaciones de 


sustracción y división, se pueden demostrar las sigmentes afirmacio- 
nes o, dicho de otro modo, los teoremas. 

Teorema 1. Si el número m es un divisor de los números n, Y np 
entonces m será el divisor de la suma n, -|- ny. 

Demostración. Por cuanto m es el divisor del número »,, entonces 
m = mqy. Por analogía, n, = mga. Aplicando la ley de distributivi- 
dad de la adición respecto a Ja multiplicación de los números natu- 
rales, tenemos que m, + na == mg, + mg, == m (q; el qa). Por con- 
siguiente, el número n) + n se divide por el número m. 

Teorema 2. Sim es un divisor de los números n, y ny. siendo n) > ny, 
entonces el número m será el divisor de la diferencia Mi — Ma. 

La validez de esta afirmación se demuestra de manera análoga. 

Indiquemos, además, algunas otras propiedades evidentes de las 
igualdades de números naturales: 

a) si m = n, entonces m -- de 
natural k; 

b) si m = n, entonces m — l = n — L para cualquier número 
natural 1 tal, que sea m > l; 

c) sim = n, entonces mp — np para cualquier número natural Pi 

d) sim = n, entonces m : g = n : g para cualquier número natu- 
ral g que es el divisor del número m. 

Serie ampliada de números naturales. Veamos un número nuevo, 
a saber, el número cero. Para designarlo se emplea el símbolo 0, 
El cero no es un número natural y se considera un número precedente 
a todos los números naturales. La serie de números naturales junto 


n +k para cualquier número 


con el número cero lleva el nombre de serie natural ampliada. La serie 


natural ampliada se desiguará con la letra Z. 

En la serio ampliada de números naturales se pueden definir 
las operaciones de adición y multiplicación; con este objeto es 
suficiente añadir a las definiciones de la adición y multiplicación 
de los números naturales las definiciones correspondientes de la 
adición y multiplicación, en las cuales interviene el número cero: 

a) 04n =n +0 = n; 


b) 0+0 = 0; 
c) O-n = n-0 = 0; 
d) 0-0 = 0. 


serie 


Para poder operar con los números que forman parte de un 
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natural ampliada es necesario saber escribirlos. La escritura de un 
mismo número natural depende del sistema de numeración. 

Todo sistema de numeración se basa en el siguiente principio: 
cierta cantidad de unidades constituye una nueva unidad del orden 
superior siguiente. Dicho número recibe el nombre de base del sistema 
.de numeración, Si por base del sistema se toma el número dos, el 
sistema de numeración se denomina binario; si como base se ha 
elegido el número doce, el sistema de numeración será de base 12, 
eto. 

En adelante se tratará sólo el sistema decimal de numeración. 
En este sistema se introducen diez signos llamados cifras; para desig- 
nar los primeros nueve números naturales se introducen los signos 
4, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, y para el número cero, el signo 0. En este 
sistema de numeración el número diez se denota por el símbolo 10, 
y cada número natural p se representa en la forma 


Pp = ap 10% + dp 07H 4... + aa 10° 4 01:10 + 4, 6) 


donde n es un número perteneciente a la serie natural ampliada; an 
es uno de los números 1, 2, 3, . . ., 9; cualquiera de los signos ao, 41, 
Aa» » » -» Anı Tepresenta uno de los números 0, 1, 2,3, .. ., 9. Note- 
mos quo si el número z es mayor que el número nueve, entonces él 
mismo debe ser escrito en la forma (3). 

Para eseribir el número p se emplea corriontemente otra forma de 
notación que se basa en el principio del valor de posición de las cifras. 
La esencia de dicho principio consiste en que cada cifra recibe, ado- 
más de su valor en función de su escritura, el así llamado valor de 
posición, Por ejemplo. la cifra 5 puede tener los siguientes valores: 
cinco unidades, si en la representación del número p ocupa el primer 
lugar a la derecha; cinco decenas, si en la representación para el 
número p ocupa el segundo lugar a la derecha, ete. En este principio 
se basa precisamente la escritura habitual de los números naturales. 
La escritura 2705 significa que el número consta de dos miles, siete 
centenas, cero decenas y cinco unidades, es decir, 


2705 = 2:10% + 7-10? + 0-10 + 5. 
Si tomamos el número p representado en la forma (3), su escritura 
basada en el principio de posición será: 
P=Unln=s +»: l,o 
(la raya por encima se traza para distinguir este número del producto 


ünan; +» - 430,20). En adelante se emplearán dos formas de escritu- 
ra del número natural p: 


A) P= anün-t E 

b) p = ap lÒ a, 1014... H 47:10? + a110 + aos 
es decir, se harà uso de la igualdad 
A NS AS A a a a a 


+a107 0. (4) 


Criterios de divisibilidad. Ya se ha indicado más arriba que 
no siempre un número natural se divide por otro. Por esta razón 
representa interés destacar Jos casos en que la división resulta posi- 
ble. Los así llamados criterios de divisibilidad ayudan a distinguir 
los casos aducidos, He aquí algunos de ellos. Observemos proviamen- 
te que de lo expuesto anteriormente se deduce: 

a) que el cero se divide por cualquier número natural, 

b) que todo número natural se divide por la unidad. 

Teorema 3. Para que un número natural p = a, Anar ~ + Cgdjdo 
se divida por dos, es necesario y suficiente que la ultima cifra ay del 
número citado se divida entre 2 

Demostración. Demostremos que si el número a, se divido por 2, 
entonces el número p también se divide por 2. Escribamos el número 
p en la forma 


p=2a>f, 6 
donde 
Q = (Ay 10M a 0020 + 9:10 09:10, 
B = ap 


Cualquier sumando en el segundo miembro de la igualdad (5) se 
divide entre 2, por consiguiente, toda la suma se divide por 2, es 
decir, p se divide por 2 
Demostremos la afirmación inversa. Si el número r se divido por 
2, entonces el número ay también se divide por 2 
De la igualdad (5) se desprende. conforme a la propiedad b) de las 
igualdades, que 


ao = p — (Uns 10° da 1002. — 10) -- 0,):10. 
Cada término de la diferencia en el segundo miembro de la igualdad 
so divido por 2, por consiguiente, toda la diferencia se divide por 2, 
es decir, el número a se divide por 2. El teorema queda demostrado, 

Los números naturales que se dividen por dos v el número cero 
llevan el nombre de números pares. Todos los demás números natur: 
les son impares. El teorema 3 puede enunciarso de utra manera as 
para que un número natural p = 2,4, -.- Allg Sea par, 0% necesa- 
rio y suficiente que la última cifra ay de este número sea un número 
par. 
Analicemos los rasgos característicos de la demostración del 
teorema 3. En el propio teorema fueron enunciadas y. a continuación, 
demostradas dos afirmaciones: a) de la divisibildad del número ag 
por 2 proviene la divisibilidad por 2 del número p (la condición 
suficiente de divisibilidad del número p por 2): b) de fa divisibilidad 
del número p por 2 se deduce la divisibilidad por 2 del número ny 
(la condición necesaria de divisibilidad del número p por 2). Si desig- 
namos con la letra 4 la propiedad de divisibilidad del número A 
por 2, y con la Jetra B, la misma propiedad del número p, entonces 
la primera afirmación puede enunciarse brevemente así: de A se 
deduce B (A = B). y la segunda afirmación enseña que de A se deduce 


ti 


A (4 < B). Con ayuda de los símbolos introducidos el teorema puede 
ser escrito así: A <> B. 

La nolación A <> B quiere decir también que la propiedad A, 
(más sencilla y fácilmente verificable) es la condición necesaria y 
suliciente para que se cumpla la propiedad más compleja B. 

Como la propiedad 4 es la condición suficiente para que se cum- 
pla la propiedad B (A => B), en la práctica, habiéndose convencido 
de que la última cifra es par, se puede estar seguro de que todo el 
número también se divide por 2. Como la propiedad A es la con- 
dición necesaria para la propiedad B (4 <= B), entonces, al estable- 
cer que el número ay no se divide por 2. podemos afirmar que el 
número p tampoco se divide por 2, es decir, el teorema 3 puedo ser 
formulado así: si la última cifra del número p se divide por 2, entonces 
el número p se divide entre 2; si no se divide por 2, el número p tam- 
poco se divide por 

Observemos que ierta propiedad C es la condición suficiente 
para la propiedad D, esto no significa ni mucho menos que no hay 
números quo posean la propiedad D. pero no posean la propiedad C. 
Por ejemplo, la condición suficiente de divisibilidad del número p 
por 4 es la condición a, - ay = 0. La validez de la última afirmación 
se deduce de la representación del número p en la forma 


Ear 1008 ago 10 + a)-102 


y, además, de la divisibilidad del número 100 por 4. Al mismo tiem- 
po, por ejemplo, el número 252 se divide por 4, aunque sus dos últimas 
cifras no son ceros. 

Si queda demostrado que cierta propiedad £ es la condición neco- 
saria para que se cumpla la propiedad D, esto no significa aún que 
no hay números que poseen la propiedad Æ sin poseer la propiedad D). 
Por ejemplo, la condición necesaria de divisibilidad del número p 
por 4 es la paridad del número p. La validez de la última afirmación 
es evidento, puesto que si el númoro p se divide por 4, con mayor 
razón se divide por 2. Al mismo tiempo, por ejemplo, el número 1222 
no se divide por 4, aunque es par. 

Si, en cambio, queda demostrado que la propiedad S es la con- 
dición necesaria y suficiente para que se cumpla la propiedad Q 
y si la propiedad $ se comprueba con facilidad para cualquier núme- 
ro p, entonces, al hallar todos los números que poseen la propiedad $, 
se puede decir que están determinados todos los números que poscen 
la propiedad más compleja Q. 

En lo sucesivo, para abreviar, los símbolos =>, =,e>se utiliza- 
rán con frecuencia en el siguiente sentido: la notación M =L signi- 
ficará que de Ja afirmación 17 que se encuentra a la izquierda dol 
símbolo=> se desprende la afirmación L que se encuentra a la derecha. 
La notación Q <= $ significará que de la afirmación $ que está a la 
derecha del símbolo < sigue la afirmación Q que está a la izquierda. 
La notación £ <>F significará que las alirmaciones que se encuen- 
tran a Ja izquierda y a la derecha del símbolo <= son equivalentes, 


p = (tu 10" 


es decir, de la afirmación F que está a la derecha del simbolo =>, 
se deduce la afirmación £ que está a la izquierda y de la afirmación Æ 
que está a la izquierda del símbolo => se deduce la alirmación F 
gue se dispone a la derecha. 

Enunciemos y demostremos, además, los criterios de divisibili- 
dad de los números naturales por 4 y por Y. 

Teorema 4. Para que un número natural p = 4,4, META 
se divida por 4, es necesario y suficiente que el número ayay se divida 
por 4. 

Demostración. Suficiencia. Supongamos que el número Aty se 
divide por 4. Escribamos el número p en la forma 


p= h (6) 


donde 


G = (41072 Lay 1003 +... ag 10 > 0): 10%, 


+=. 
Cada sumando en el segundo miembro de la igualdad (6) se divide 
por 4, por consiguiente, toda la suma se divide por 4. es decir, el nú- 
mero p se divide por 4. 
Necesidad. Sea p un número divisible por 4. De la igualdad (6) 
se desprende, conforme a la propiedad b} de las igualdades, que 


Ato = P — (Ap 1072 4 y 1008 +... — 3910 ++ ag) +102. 


Cada término de la diferencia en el segundo miembro de la igualdad 
se divide por 4, por consiguiente, toda la diferencia se divide por 4, 
es decir, el número ayay se divide por 4. El leotema está demostrado. 

Por ejemplo, el número 1232 se divide por 4, puesto que el núme- 
ro 32 es múltiplo de 4, mientras que el número 15126 no se divide 
por 4, puesto que el número 26 no es múltiplo de 4. 

Teorema 5. Para que un número natural p = Gp0,_1 +... 49614 
se divida por 9, es necesario y suficiente que la suma de todas las cifras 
del número dado se divida por 9. 

Demostración. Suficiencia. Supongamos que la suma de las 
cifras del número dado se divide por 9. Escribamos el número p 
en la forma 


P = ap 10" + a) 0 A + 9: 10% + 01:10 + q. 


Es fácil ver que cs válida Ja igualdad 


04. 
h vecos 
Haciendo uso de esta igualdad, escribamos p en la forma 
por+h c) 
13 


donde 


=la Y 


O+ An: ... 94 + 9-994 4,9). 
cumpa 


n veces (n—1) veces 
T a a E 


Cada sumando en el segundo miembro de la igualdad (7) se divide 
por 9, por consiguiente, toda la suma también se divide por 9, es 
decir, el número 9 es divisor de p. 

Necesidad. Supongamos que el número p se divido por Y. De 
b igualdad (7) se deduce, conforme a la propiedad b) de Jas igualda- 
des, que 


(00444... Hn) S 
=p ian DY... 9+ an9... 94... H aD H a9). 
— — 


n veces (n= 1) veces 


Cada término de la diferencia en el segundo miembro de la igualdad 
se divide por 9, por consiguiente, toda la diferencia se divide por 9, 
es decir, el número (ay -+ 41 +... + an) se divide por 9, El teorema 
está demostrado. 

Por ejemplo, el número 1215 se divide por 9, puesto que 1 + 2 + 
+1+5-=0, mientras que el número 4232 no se divide por 9, 
dado que 4 -+ 2 +- 3 + 2 = 11, y no se divide por 9. 

Números primos y compuestos. El conjunto de números naturales 
se compone de la unidad y de números primos y compuestos. Un 
número natural superior a la unidad se denomina primo, si es divi- 
sible solamente por sí mismo y por la unidad. Un número natural 
superior a la unidad se llama compuesto, sí tiene por lo menos un 
divisor distinto de la unidad y de sí mismo. 

Aprovechando esta definición, se puede mostrar que cualquier 
número compuesto tiene por lo menos un divisor, el cual es un 
número primo. 

Teorema 6. Existe una infinidad de números primos. 

Demostración. Supongamos que existe solamente un número 
finito de números primos pı, Pe, - + -» Pn- En este caso cualquier 
número natural superior a la unidad y que no coincide con ninguno 
de estos números será compuesto. El número p = Py’ Pa'Pa -+ 
«++ Pa + £ no coincide ni con cualquiera de los números pi, Pes 
Pss - + +) Pas Puesto que es mayor que cada uno de ellos. De acuerdo 
con nuestra suposición, además de Py, Pa» . - «» Pn Do existen otros 
números primos. Por consiguiente, el número p es compuesto y por 
esta razón es divisible al menos por uno de los números py, Pr, - + - 


css Pia 

Por otro lado, el número p no se divide por ninguno de los números 
Pi» Das - - -+ Pns Puesto que el producto P,-Pa . - -*Pn Se divide por 
cada uno de estos números, mientras que el número 1 no se divide 
por ninguno de ellos. 
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Así pues, al suponer que existe sólo un número finito de números 
primos, llegamos a una contradicción. Por consiguiente, el conjunto 
de números primos es infinito. 

El teorema 6 está demostrado por reducción al absurdo. Este mé- 
todo consiste en lo siguiente: se construye una negación de la afirma- 
ción enunciada en el teorema. Luego, a base de Ja negación construi- 
da, llegamos a una deducción que es o bien errónea o bien contradice 
la negación construida. De este modo, de las dos situaciones lógica- 
mente posibles (o bien es cierta la afirmación dada o bien se confirma 
la negación de ésta) queda sólo una, a saber, es cierta la afirmación 
dada. 

Todo número compuesto p puede ser escrito en forma de un 
producto de números primos: así por ejemplo, 221 = 13-17. En 
este caso suele decirse que el número p está descómpuesto en factores 
primos. 

Cuando un número se descompone en factores primos, algunos 
de estos últimos pueden encontrarse en la descomposición varias 
veces. Tal factor primo se escribe, por costumbre, elevado a una 
potencia que muestra cuántas veces el interviene como factor, por 
ejemplo, 360 = 23.32.51, 

Cualquier número natural puede ser escrito en la forma 


PPP... por (8) 
donde Py, Pz, + + -» Pr Son diferentes divisores primos del número 
P, Y Uy, Qa, - - «, 2) Señalan cuántas veces dichos divisores se repiten 


en la descomposición del número p. La descomposición (8) de un 
número natural p en factores primos es única, es decir, no existen 
otros números primos que sean divisores del número p, y las poten- 
cias Ay, Aa, - . ., Qa nO pueden sustituirse por otras potencias, Así 
pues, resulta válido el siguiente teorema que se acepta aquí sin 
demostración. 

Teorema 7 (teorema fundamental de la Aritmética). Para todo 
número natural p > 1 existe la única descomposición de éste en factores 
primos. 

Si los números naturales p y pa son divisibles por un mismo 
número natural p, este último se denomina divisor común de los 
números p, y pz. El número natural máximo por el que se dividen 
Pi y Pa leva el nombre de máximo común divisor de dichos números 
(MCD). Por ejemplo, el máximo común divisor de los números p, = 
= 132 = 223.11 y pa = 90 = 2-3?-5 es igual a 2-3 = 6, 

Si el MCD de dos números es igual a la unidad, se llaman recípro- 
camente primos. Son recíprocamente primos, por ejemplo, los números 
33 =3-11 y 35 = 5-7. 

Teorema 8. Si los números naturales p, y p, son reciprocamente 
primos y el número natural p es divisible tanto por p, como por pa, 
entonces p se divide por el producto p,p,. 

Omitiremos aquí la demostración de este teorema. 
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Observemos que si los números py Y Pz NO Son recíprocamente 
primos, la afirmación dol teorema no es siempre cierta. Por ejemplo, 
el número nalural 180 se divide por 4 y por 6, no obstante, no es 
divisor de su producto 24. 

Se llama mínimo común múltiplo (MCM) de dos números naturales 
Pi Y Pz un número nalural mínimo que es divisible por pı y Por P». 
Por ejemplo, el MCM de los números 132 y 90 es el número 2.3.5 X 
x11 = 1980. 

Divisi entera (inexacta). Si, como resultado de la división 
de un número natural p por otro número natural m, se obtiene el 
número natural y” tal que p = mq, se dice que p se divide por m. 
Como so deduce de lo expuesto más arriba, el resultado de la división 
no siempre da tul número q. Sin embargo, es siempre realizable la 
división entera (inexacta). 

Dividir enteramente un número natural p por otro número natural m 
significa encontrar tales dos números g y f, pertenocientos a la serio 
natural ampliada, que se verifique la igualdad p = mg + r, con 
la particularidad de que r satisfaga la condición 0 <r<m. El 
número g se denomina cociente y el número r, resto de la división. 
Si r = O, se dice que el número natural p se divide por el número 
natural m exactamente. 

Teorema Y. Sean p y m dos números naturales cualesquiera. En 
este caso existe el único par de números q y r, pertenecientes a la serie 
natural ampliada, que satisface las condiciones: p =mq+ry0S 
<r<m. 

Demostración. Si p < m, entonces el par de números q = 0, 
r= p satisface las condiciones del teorema. 

Si p = m, entonces el par de números q = 1, r =0 satisface las 
condiciones del teorema. 

Si p > m y p se divido por m, entonces existe un número natural 
q, tal que p = mq,, en este caso el par de números q = q, yr = 0 
satisface las condicionos del teorema. 

Si p >m y p no es divisible por m, entonces el par de números 
q=1lyr=p-m satisfará las condiciones 


p=m4A +". 1>0 


Por cuanto p no se divide por m, entonces r, % m. Por lo tanto, 
bien r, < m, bien r, > m. Sir, <m, el par de números q = Í y 
r = r, satisface las condiciones del teorema, 

Si r, >m, el número r =r, — m es tal que r, = m +r y 
0<r,<rj,, razón por la cual resulta válida la igualdad 


p=m-2 try 
Por cuanto p no se divide por m, entonces Fa + m. Quiere decir, o 
bien rẹ < m, o bien r, > m. Si rẹ < m, el par de números q = 2 y 
r= r, satisface las condiciones del teorema. 
Si, en cambio, r, > m, repetimos este procedimiento hasta que 
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resulte en algún k-ésimo paso que 
p=mk+Tp 0<r,<m. 

Esto precisamente significa que el par de números q = k y r = rx 
satisface las condiciones del teorema. La existencia del k-ésimo 
paso mencionado se desprende del siguiente axioma para los números 
naturales: para cualesquiera números naturales p y m tales que p > m, 
se encontrará un número natural l tal, que p < ml. 

Así, pues, hemos demostrado la existencia de un par de números 
q y r que satisfacen las condiciones del teorema. 

Ahora demostremos la unicidad de tal par de números. Suponga- 
mos que existen dos pares de números, g, r Y go, Yo, que satisfacen las 
condiciones del teorema, es decir, tales que 

=m+r y 0<r<m. 
P=Mp+Yy y 0Ó<r¿<m. 
Por consiguiente, mg + r = mga + ro. 

Admitamos, para concretar, que ro > r, entonces Ô < ry — r < 
<m, Y g — qo > 0, mientras que m (q — go) = Te — r. Entonces, 
en el segundo miembro de la última igualdad figura un número natu- 
ral inferior a m, mientras que en el primer miembro, un número 
superior a m o igual a éste y, por consiguiente, la igualdad 
m (q — 40) = To — r no es cierta. Análogamente, analizando el caso 
en que rọ <r, llegamos a una contradicción. Por lo tanto, r = rọ. 
Entonces, de la igualdad m (g7 — go) = ra — r = 0 se desprende que 
g = qo, es decir, el par de números q y r, que satisface las condiciones 
del teorema, es único. El teorema queda demostrado. 

He aquí un ejemplo de aplicación del teorema 9. 

Demostremos que si p es un número primo mayor que tres, uno 
de los números, sea (p — 1) ó (p + 1), se divide por tres. Efectiva- 
mente, el número p no se divide por tres exactamente (sin resto), 
pues es primo y mayor que tres. Por consiguiente, el resto, al dividir 
por 3, puede ser 1 ó 2. Si el resto es igual a la unidad, es decir, sì 
P = 3q, + 1, está claro que el número p — 1 se divide por 3. Si 
el resto es igual a dos, es decir, si p = 3q, + 2, está claro que el 
número p + 1 se divide por 3. 

El teorema demostrado presta la posibilidad de hallar el máximo 
común divisor (MCD) de dos números. Tomemos dos números, p y m, 
pertenecientes a una serie natural ampliada y supongamos, para 
concretar, que p >m. Si m = 0, entonces el MCD (p; 0) = p. Si 
m 55 0, entonces p = mg + r, con la particularidad de que o bien p 
se divide por m exactamente (es decir, r = 0), o bien p se divide por m 
enteramente con resto r, donde 0< r< m. En el primer caso el 
MCD (p; m) = m, pero el MCD (m; 0) = m, es decir es válida la 
igualdad MCD (p; m) = MCD (m; r). Resulta que la igualdad análoga 


MCD (p; m) = MCD (m; r) (9) 
tiene lugar también en el caso en que 0 < r < m. 


20382 17 


En efecto, sea 1 el divisor común de los números p y m, es decir, 
supongamos que p = lk y m = ln, donde k, l y n son números natu- 
rales. Por cuanto p = mg +r y r>0, entonces Ik — Ing > 0, 
es decir, 1 (k — ng) > 0. Pero, en este caso, k — ng >0 y r = ls, 
donde s = k — ng es un número natural, es decir, l será divisor del 
número r. 

Quiere decir, cualquier divisor común de los números p y m lo 
es también para los números m y r. Razonando análogamente, ob- 
tendremos la afirmación inversa: cualquier divisor común de los 
números m y r lo es para los números p y m. De aquí se deduce que 
coinciden también los máximos comunes divisores de los pares cita- 
dos, es decir. que es válida la igualdad (9). Puesto que m < p y 
r< m, el problema de hallar el MCD (m; r) es más simple que el de 
hallar el MCD (p; m). 

Veamos el siguiente ojemplo. Hállese el MCD (1428; 420). 


Como 1428 = 420-3 — 168, entonces MCD (1428; 420) = 
= MCD (420; 168). 
Como 420 = 168:2 + 84, entonces MCD (420; 168) = 
= MCD (168; 84). 


Como 168 = 84:2, entonces MCD (168; 84) = MCD (84; 0) = 

= 84, es decir, MCD (1428; 420) = 84. 

De este modo, el método de determinación del MCD (p; m) consiste 
en la aplicación de la igualdad (9). 

Una vez determinado el MCD (p; m), resulta posible hallar tam- 
bién el mínimo común múltiplo de estos números: MCM (p; m). Con 
este fin se debe aprovechar el teorema 10, cuya demostración se 
omite en esta obra. 

Teorema 10. MCD (p; m)-MCM (p; m) = pm. 

Por ejemplo, determinemos el MCM (1428; 420). Del ejemplo 
anterior se deduce que el MCD (1428; 420) = 84. Por consiguiente, 


el MCM (1428; 420) = “22 — 7140. 


§ 2. Fracciones 


Más arriba se ha señalado que la división no es siempre realizable 
dentro del conjunto de números naturales. Por ejemplo, en el con- 
junto de números naturales no se puede dividir 5 por 4. Para que la 
división sea siempre realizable, hay que considerar números nuevos, 
a saber, las partes de los números naturales o fracciones. 

Fracciones ordinarias. Un número igual a la k-ésima parte del 
número uno (« es un número natural mayor que la unidad) se desig- 


E ar > A 
na go Si Ja parte aducida se toma m veces (m es un número natural), 


entonces la designación del nuevo número obtenido será A . Un 
número que se determina según esta regla con ayuda de dos números 
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naturales p y g (q > 1) y que se anota en forma de F , se llama frac- 


ción o cociente de los números naturales p y q, y en este caso p se deno- 
mina numerador de esta fracción y el número q, denominador. 

Todo número natural puede ser considerado como una fracción 
cuyo denominador es la unidad, es decir, cualquier número natural n 
puede escribirse en forma de una fracción i - Por eso, en lo sucesivo 
se suprime la restricción g > 1, que se impone sobre el denominador 
de una fracción, y se dice que el cociente de dos números naturales 


cualesquiera p y q es una fracción $ > y en este caso el conjunto de 


todas las fracciones contiene en sí el conjunto de todos los números 
naturales. 


Dos fracciones E y -E se consideran iguales, si el producto 


del numerador de la primera fracción por el denominador de la 
segunda es igual al producto del numerador de la segunda fracción 


m 


por el denominador de la primera, es decir, 5 = yS pk =qm. 


Por analogía, t>+ y si pk> mg; E < + , si pk < mg. 


Se denomina suma de dos fracciones una fracción cuyo numerador 
es igual a la suma de los productos del numerador de la primera 
fracción por el denominador de la segunda y del numerador de la 
segunda fracción por el denominador de la primera, mientras que el 
denominador es igual al producto de los denominadores do dichas 
fracciones, es decir, 
pk+gm 
B ai 


pym 
er A 
Se llama producto de dos fracciones una fracción cuyo numerador 
es igual al producto de los numeradores de estas fracciones y el 
denominador, al producto de los denominadores, es decir, 


e. 
q ESG > 


Son válidas las siguientes leyes de adición y multiplicación de 
las fracciones: 


a) HS a +E (conmutatividad do la adición); 


=2 (24) (asociatividad de la adición); 


(conmutatividad de la multiplicación); 


2-2) (asociatividad do la multiplica- 
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e) (2 +) LL 4 m.t (distributividad de la adición 


respecto a la multiplicación). 
Dividir una fracción T por otra fracción z significa hallar 


tal fracción + que se verifique 


E E E 


EA Y 


A diferencia do los números naturales, la división para las frac- 
ciones es siempre realizable. Aplicando la definición de igualdad de 
dos fracciones, es fácil mostrar que 


Sustraer de una fracción he otra fracción — significa hallar 


tal fracción L que se cumpla la igualdad 
Li E 


Al igual que en el caso de los números naturales, la sustracción 
de las fracciones no es siempre realizable. Si E o bien 


lat, no existe fracción que, siendo adicionada a la fracción 


de la fracción =. Si, en cambio, >, entonces la sus- 
tracción es realizable y se ve con facilidad que on este caso 

ERES tn 

CE i 


Do la definición de igualdad de dos fracciones se deduce la pro- 
piedad fundamental de las fracciones: si el numerador y el denominador 
de una fracción dada se multiplican o se dividen por un mismo número 
natural k, se obtendrá una fracción igual a la dada: 


pp 


qoogk” 
La fracción T se denomina irreducible, si los números p y q son 
vecíprocamente primos. 
Teorema 1. Si L es una fracción irreducible, la fracción Z 


será igual a ella cuando. y sólo cuando, m=pk y n= gk, donde k 
es un número natural. 
Demostración. Suficiencia. Sea m = pk y n= gk. Entonces, 


las fracciones È y z son iguales en virtud de la propiedad funda- 


q 
m 
T? 


mental de las fracciones. 
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Necesidad. Supongamos que th. De acuerdo con la defini- 
ción de igualdad de fracciones, pn = mg. El primer miembro de esta 
igualdad se divide por el número p, y, por tanto, de acuerdo con el 
teorema fundamental de la Aritmética (véase el $ 1, teorema 7), se 
divide por p también el segundo miembro. Por cuanto los números p 
y q son recíprocamente primos y el producto mg se divide por p, 
entonces m también se divide por p (es decir, existe un número natu- 
ral k tal, que m = pk). Al sustituir el valor de m en la igualdad 
pn = mq, obtenemos: np = pky, de donde n = gk. El teorema está 
demostrado. 

Fracciones decimales finitas. Examinemos aquellas fracciones 


E, cuyo denominador q = 10*, donde k es un número natural. Para 


cada fracción de esto tipo se ha adoptado una forma especial de 
anotación, a saber: se escribe el numerador de la fracción y, al contar, 
por el lado derecho, k cifras, se separan éstas con una coma; si en el 
numerador hay menos cifras que k, por ejemplo, n cifras (n << k), en- 
tonces so escribe el numerador y delante de la primera cifra de éste 
se ponen k — n ceros, luego se pone la coma y delante de ésta se 
pone un cero más; en cambio, si en el numerador hay k cifras, enton- 
ces se escribe el numerador, delante de la primera cifra de éste se 
marca wna coma y se pone un cero delante de la coma. 

Así, por ejemplo, las fracciones SBE, 21 -34 pueden ser 

A oo eps $ 100 * 10000 > 1000 P ü 
escritas así: 37,21; 0,0021; 0,131. 

Una fracción escrita de esta forma se llama fracción decimal 
finita. 

Quiere decir, las fracciones 37,21; 0,0024; 0,131 pueden servir 
de ejemplo de fracciones decimales finitas. En general, cada fracción 
decimal finita se designará, en adelante, del modo siguiente: 

üy, QUA + - Ap, w 
donde k es un número natural, a, es un número perteneciente a la 
serie natural ampliada, cualquiera de a, dz, +. ., an, uno de los 
números 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8. 9. La fracción decimal finita se deno- 
mina con frecuencia simplemente fracción decimal, omitiendo la 
palabra «finita». 

Toda fracción decimal finita se transforma fácilmente en una 
ordinaria. Con este fin se dehe escribir en el numerador un número 
entero qué se obtiene, si se elimina la coma de la fracción decimal, 
y se escribe en el denominador el número 10 a una potencia que sea 
igual a la cantidad de cifras que se tienen en la fracción decimal tras 
la coma, después de lo cual la fracción puede ser simplificada por un 
factor común, si existe, por ejemplo, 0,34 = 5 = I- 

Escribir una fracción ordinaria en forma de fracción decimal 
finita significa hallar una fracción decimal finita que sea igual a la 
dada. Surge naturalmente la pregunta: ¿se puede escribir en forma 
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de fracción decimal finita cualquier fracción ordinaria? Resulta que 
este caso es mucho más complicado en comparación con la transtor- 
mación de una fracción decimal finita en otra ordinaria. 


Teorema 2. Toda fracción È, en la que el número natural q no 


tiene divisores primos distintos de 2 y 5, puede ser escrita en forma de 
una fracción decimal finita. 


Demostración. Sea dada la fracción”, donde q=2".5%, De 


acuerdo con la propiedad fundamental de una fracción, cualquier 
fracción ordinaria no cambia, si su numerador y denominador se 
multiplican por un mismo número. Multiplicando ol numerador y el 


denominador de la fracción i por 2"5”, obtendremos 


r p____25m.p 2ngm.p MM 
q MT Di qm gm TO 


Ya que el producto 2"-5™p es un número natural, entonces, designán- 


dolo con Z, escribamos la fracción en la forma T = pan de donde 


se ve que la fracción £ puede ser escrita como una fracción decima 
finita. El teorema queda demostrado. 
Teorema 3. Si la fracción irreducible dada £ puede ser escrita en 


forma de una fracción decimal finita, su denominador no contiene 
factores primos distintos de 2 y 5. 
Demostración. Si g = 1, el teorema es evidente. Examinemos 


el caso en que q 41. La fracción 2 está representada, por condi- 
ción, en forma de una fracción decimal finita, por Jo cual es válida 
la igualdad E = T donde 1 y k son números naturales. Puesto 


que P. os una fracción irreducible, del teorema 1 se deduce que 


= pm y 10" = qm. El número 10* contiene solamente los factores 
primos 2 y 5. Por consiguiente, el número gm tampoco tiene otros 
factores primos, salvo 2 y 5, lo que se desprende de la unicidad de la 
descomposición de un número en factores primos. Por consiguiente, 
el número q no contiene otros factores primos, a excepción de 2 y 5. 
El teorema queda demostrado. 


Teorema 4. Para que una fracción irreducible Z pueda escribirse 


en forma de una fracción decimal finita, es necesario y suficiente que 
su denominador no contenga factores primos, a excepción de 2 y 5. 
La validez del teorema 4 se desprende de los teoremas 2 y 3. 


Veamos ahora una fracción t en la que p y q son números recí- 


procamente primos y q contiene factores primos distintos de 2 y 5. 
Según se deduco del teorema 4, esta fracción no puede ser escrita 
en forma de una fracción decimal finita. No obstante, las fracciones 


a$ 


de este tipo pueden ser escritas con ayuda de las así llamadas frac- 
ciones decimales periódicas infinitas. 

Fracciones decimales periódicas infinitas. Más arriba hemos 
atribuido el nombre de fracción decimal finita a una fracción escrita 
en la forma (t), donde a la coma le sigue un número finito de cifras. 
Será natural llamar fracción decimal periódica infinita aquella en la 
cual después de la coma viene una infinidad de cifras, con la parti- 
cularidad de que una cifra o un conjunto ordenado de cifras se repi- 
ten a partir de cierto lugar tras la coma. Esto puede expresarse con 
mayor exactitud así: se denomina fracción decimal periódica infinita 
una fracción que puede ser escrita en la forma 


E sn rs (2 
donde 

1. ay es un número perteneciente a la serie natural ampliada; 

2. en la anotación (2), para cualquier número natural m, en el 
m-ésimo lugar tras la coma figura uno de los números 0, 1, 2,..., 9, 
cón la particularidad de que o bien a, es distinto de cero, o bien, si 
a, es igual a cero, existe al menos un número natural q tal, que en 
el g-ésimo lugar tras la coma figure uno de los números 1, 2, . . ., 9; 

3. existen tales números naturales l y p que para cualquier nú- 
mero natural n > l es válida la igualdad &n+p = 2,, y en este caso 
el conjunto ordenado de cifras (0,4, . . . 444+p_1) se llama período 
de la fracción decimal periódica infinita (2). 

Por regla general, al escribir una fracción decimal periódica 
infinita, los puntos suspensivos se ponen después del período que se 
repitió varias veces, es decir, cuando se hace claro cuál número es 
el período de esta fracción. 

Por ejemplo, es obvio que la fracción 


4,27131313 ... (3) 


es una fracción decimal periódica infinita de período (13). 

En lugar de escribir el período varias voces y poner luego puntos 
suspensivos, se ha aceptado escribir el período una sola vez encerrán- 
dolo entre paréntesis: 


4,27131313 ... = 4,27 (13). 
0,454545 .. . == 0,(45). 
Es vigente el siguiente teorema cuya demostración aquí se omite. 
Teorema 5. Toda fracción D , donde p y q son reciprocamente pri- 


mos y q contiene al menos un solo factor primo distinto de 2 y 5, puede 
ser escrita del modo único en forma de una fracción decimal periódica 
infinita. 

Reuniendo los teoremas 4 y 5, obtenemos que cualquier fracción 
ordinaria puede ser escrita en forma de fracción decimal finita o de 
fracción decimal periódica infinita. Expongamos sin demostración 
la regla que se usa para couvertir una fracción decimal periódica 


23 


infinita en una fracción ordinaria (la regla se demostrará en el capí- 
tulo 1X). 

Con el fin de convertir una fracción decimal periódica infinita en 
una fracción ordinaria, se debe sustraer del número que precede al se- 
gundo período otro número, que precede al primer período, y representar 
dicha dijerencia como el numerador, poniendo en el denominador la 
cifra 9 tantas veces, cuantas cifras hay en el período, y escribir después 
de los nueves tantos ceros, cuantas cifras se encuentran entre la coma y el 
primer período. Por ejemplo: 

m 11 720—1172 10548 4472-9 293.4 293, 

0,1172 (0) 20000 


— 90.000 9-10000 ~ 4-2500 2500 > 
45—0 5:9 5 


42 713—427 42 288 2-241443 _ 21143 
$900 — 9900 2-4950 4950 


Haciendo uso de esta regla, podemos demostrar que cualquier 
fracción decimal finita se representa en forma de una fracción deci- 
mal periódica infinita y, además, por dos procedimientos. 


Por ejemplo, 
0,172=0,112(0) = 129172 — 1548 — 120 0,179; 


0,472=0,171 (9) = 1 M5 — 1 =0,172. 


4,27(13)= 


Para que no haya dos representaciones diferentes de una]misma 
fracción decimal finita, se ha convenido en no tener en el período 
el número 9. Entonces, cada iracción decimal finita puede ser escrita 
de modo único en forma de una fracción decimal periódica infinita de 
período O, y, viceversa, cada fracción de esta índole es una fracción 
decimal finita. Así pues, tiene lugar el 


Teorema 6. Cualquier fracción ordinaria È puede ser representada 


de modo único en forma de una fracción decimal periódica infinita y, 
viceversa, toda fracción decimal periódica infinita puede ser representada 


de modo único en forma de una fracción ordinaria A 7 


De este modo, se puede constatar que cualquier fracción decimal 
periódica infinita es otra forma de anotación de cierta fracción ordi- 
naria bien determinada. 


$ 3. Números enteros 


Ya se ha señalado anteriormente que Ja sustracción no es siempre 
realizable dentro del conjunto de números naturales. Por ejemplo, 
en el conjunto de números naturales no se puede restar 5 del número 3. 
Por esta razón surge la necesidad de ampliar el conjunto de números 
naturales. 
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Introduzcamos en el análisis nuevos números, a saber, números 
naturales de signo menos, es decir, los números del tipo (—m), 
donde m es un número natural, y los Jlamaremos números enteros 
negativos. A veces se llama número entero negativo (—m) el número 
opuesto del número natural m. 

Diremos que dos números enteros negativos (—m) y (—n) son 
iguales, si son iguales los números m y n. Examinemos ahora un 
conjunto de números, que incluye todos los números naturales, el 
cero y todos los números negativos. Convengamos en considerar 
que dos números de dicho conjunto son iguales, si ambos son números 
naturales iguales, si ambos son números enteros negativos iguales, o 
si cada uno de ellos es cero. Definamos ahora las operaciones de 
adición y multiplicación para los números de este conjunto. Si 
embos números que han de ser adicionados o multiplicados perte- 
necen a una serie natural ampliada, entonces, las operaciones de 
adición y multiplicación para dichos dos números se determinan igual 
que en el $ 1. Si, en cambio, uno de los números o ambos números, 
que deben sumarse o multiplicarse, son enteros negativos, las opera- 
ciones de adición y multiplicación para estos dos númoros se realizan 
del modo siguiente: 

a) (—m) + (—n) = —(m + n); 

b) (—m) + 0 = 0 + (—m) = —m; 

—(m — n), siempre que m > 1; 
ce) (m) +n = ( n— m, cuando m < n; 
0, si m = n; 

d) (—m) n = m (—n) = —(ma); 

e) (—m) (—n) = mn; 

1) (~m) -0 = 0-(—m) = 0. 


Un conjunto de números que incluye todos los números naturales, 
el cero y todos los números enteros negativos con las definiciones de 
igualdad y de operaciones de adición y multiplicación, que acaba- 
mos de introducir, se denomina conjunto de números enteros y se denota 
con la letra Z, mientras que los números mencionados llevan el 
nombre de números enteros. Los números naturales se denominan a 
veces números positivos enteros. 

Las leyes principales de adición y multiplicación de los números 
enteros son análogas a aquellas que se usan para adicionar y multi- 
plicar los números naturales y por esta razón no se aducen aquí. 

Para las operaciones de adición y multiplicación de los números 
enteros se introducen operaciones inversas, las de sustracción y 
división (a excepción de la división por cero). La operación de 
sustracción es en esle caso es siempre realizable, y la operación de 
división, no siempre. Sin embargo, al igual que para los números 
naturales, los números enteros siempre admiten la división entera 
(inexacta). Más abajo se estudia detalladamente sólo la división 
inexacta de un número entero por un número natural. 
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án entera (inexacta). Dividir un número entero a por un 
número natural m con resto significa hallar dos números enteros q y r 
tales, que sea válida la igualdad a = mg + r, con la particularidad 
de que r salisface la condición 0 < r < m. 

Si r = 0, suele decirse que el número entero a se divide exacta- 
mente por el número natural m. 

Teorema t. Sea a un número entero cualquiera y sea m, cualquier 
número natural. Entonces, existe el único par de números enteros q y r 
que satisface las condiciones: a = mg +ry0<r<m. 
analizado on el $ 1. 

Demostración. El caso cuando e es un número natural se ha analiza- 
do on el $4. 

Si a = 0, el par de números g = 0 y r = 0 satisface las condi- 
ciones del teorema. 

Supongamos que a = —n es un número entero negativo. Enton- 
ces n es un número natural y, de acuerdo con lo demostrado, llegamos 
a la conclusión de que existe un par de números q, y 7, tal que n = 
= mg + 1,y0<r, <m. Para el caso en que r, = 0, de la igualdad 
n= mq, +r, proviene otra igualdad a = mg, donde q = (—q1), 
es decir, el par de números g = —q, y r = 0 satisface las condiciones 
«el teorema, Cuando Ò <r, <m, de la igualdad n = mg, + r, 
se desprende otra igualdad a = (—g, — 1) m -+ (m — r,), y, enton- 
cès, el par de números q =—q, — 1 y r= m — r, satisface las 
condiciones del teorema. 

Así pues, para cualquier número entero a y para todo número 
natural m existe un par de números enteros g y r tales que a = mg + r 
y0Sr<m. 

La unicidad del par de números enteros g y r se demuestra igual 
«ue en el teorema 9 del $ 1. Lo mismo que en el $ 1, un número entero 
divisible por 2 exactamente se llamará número par, y divisible por 2 
«con resto r= 1, número impar. 

He aquí algunos corolarios del teorema 1. 

a) Todo número par a puede escribirse en la forma a = 2q, donde q 
«es cierto número entero. 

b) Todo número impar a puede escribirse en la forma a = 29, + 1, 
donde q, es cierto número entero. 

c) Cualquier número entero a que es divisible por tres exactamente 
puede escribirse en la forma a = 3g, donde q es un número entero. 

d) Cualquier número entero a, que no se divide por tres exactamente, 
puede ser escrito en una de las siguientes formas: a = 31 + 1, o bien 
a = 3n + 2, donde l y n son ciertos números enteros. 

e) Cualquier número entero a, que se divide exactamente por cierto 
número natural k, puede ser escrito en la forma a = kq, donde q es un 
número entero. 

1) Cualquier número entero a, que no se divide exactamente por cierto 
número natural k, puede escribirse en la forma a = kg + r, donde r es 
uno de los números 1, 2 ., (k — 1), y q. un número entero. 

En función de la divisibilidad de los números enteros por un 
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número natural dado k el conjunto de números enteros puede ser 
partido en k clases. Por ejemplo, si k = 2, el conjunto de todos los 
números enteros se parte en dos clases: números pares e impares. 

El conjunto de todos los números enteros puede ser partido asimis- 
mo en tres clases: 

a) números múltiplos del número tres, es decir. los del Lipo 34, 
donde y es un número entero cualquiera; 

b) números que, siendo divididos por tres. tienen como resto la 
unidad, es decir, los números del tipo 31 + t, donde les un número 
entero cualquiera; 

c) números que, siendo divididos por tres, tienen como resto un 
dos, es decir, los números del tipo 3n + 2, donde n es un número 
entero cualquiera. 

Los ejemplos aducidos muestran cómo se parte el conjunto de 
números enteros en 4 clases, 5 clases, etc. 

Expongamos algunos ejemplos que muestran cómo ayuda la par- 
tición de los números enteros en clases a resolver una serie de pro- 
blemas. 

1. Demuéstrese que para cualquier b entero el número b (2b + 1) x 
X (7b + 1) se divide por tres. 

Demostración. Partiremos el conjunto de todos los números 
enteros en tres clases: a) 3g; b) 3g + 1; c) 3g + 2, donde g es un 
número entero cualquiera. 

Sea b un número cualquiera de la clase a). Entonces, b (2b + 1) X 
X (7b + 1) = 3g (6g + 1) (21g + 1), de donde se vo que, para todo 
q oritero, este número es divisible por 3. 

Sea b un número cualquiera de la clase b). Entonces, b (2b + 1) x 
X (7b + 1) = (34 + 1)-3-(29 + 1) (21g + 8), de donde se ve que 
para todo g entero este número se divide por 3. 

Sea b un número cualquiera de la clase c). Entonces, b (2b + 1) X 
X (Tb + 1) = (3g + 2) (6g + 5)-3-(7g + 5), de donde se ve que 
para todo b entero este número se divide por 3. 

2. Demuéstroso que entre cualesquiera k números enteros con- 
secutivos hay un número que se divide por k exactamente. 

Demostración. Todos los números enteros pueden sor partidos 
en las siguientes Æ clases: 


kg, 
ka 1, 
kq +2, 


kg + (k — 1), 


donde q es un número entero cualquiera. 

Sean dados k números enteros consecutivos y supongamos que cier- 
to número b es el primero de ellos, es decir, k números, b, (b + 1), 
(b + 2), -.., [b + (k — 1)l: supongamos también que el número b 


está contenido en la clase kg + i para cierto ¿ [i = 0, 1, 2, .... 
a e. (Æ — 1)), es decir, sea b = kg + i, donde g es un número entero. 
Por cuanto entre k números consecutivos hay un número 


lb + (k — D = lkg + i+ (k — ii = k (q +i), 


el cual se divide por k exactamente, la afirmación 2 queda demo- 
strada. 


§ 4. Números racionales e irracionales 


Números racionales. De acuerdo con lo observado anteriormente, 
en el conjunto de números naturales no son siempre realizables las 
operaciones de sustracción y división. En el § 2 el conjunto de núme- 
ros naturales ha sido ampliado hasta obtener un conjunto de fraccio- 
nes ordinarias y en este último conjunto la operación de división ya 
es siempre realizable; no obstante la de sustracción se realiza no en 
todos los casos. is por eso que surge la necesidad de introducir núme- 
ros nuevos. 

Introduzcamos en el análisis números nuevos: fracciones con signo 
menos, es decir, números del tipo ( = z) , donde m y n son números 


naturales. La fracción ( — =) se denomina a veces número opuesto 
n 


de la fracción z, 


Examinemos ahora un conjunto de números que incluye todas las 
fracciones, el número cero y todas las fracciones con signo menos. 
Podemos considerar que cada número de este conjunto es la razón 
entre un número entero y un número natural. Consideraremos por 


eso que el conjunto dado se compone de los números del tipo + > 


donde g es un número natural y p, un número entero. 
Convengamos en considerar que dos números de dicho conjunto 


Ly z son iguales, si se cumple la igualdad pn = qm, Además, la 


adición y la multiplicación de los números de este conjunto se con- 
sideran realizables según las siguientes reglas: 


p m pn-qm pom pm 
ITE a nam" 


Un conjunto de números compuesto por todos los números del 


tipo È , donde q es un número natural y p, un número entero, con 


las definiciones de igualdad y de operaciones de adición y multiplica- 
ción, que acabamos de introducir, recibe el nombre de conjunto de 
números racionales y se designa con la letra Q; los propios números 
se denominan racionales. 


Si p es un número natural Fentonces e se llama número racional 


positivo o fracción positiva. 
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Si, en cambio, p es un número negativo, el número 2 se denomi- 


nará número racional negativo o fracción negativa. Está claro que el 
conjunto de números enteros es una parte del conjunto de números 
racionales. 

Para las operaciones de adición y multiplicación de números 
racionales se introducen operaciones inversas, a saber, las de sustrac- 
ción y división, y en este caso, ambas operaciones, a excepción de la 
división ilegítima por cero, son siempre realizables 

Las leyes principales de adición y multiplicación de números 
racionales son análogas a las leyes correspondientes de adición 
y multiplicación de números entoros y por esta razón no se dan aquí. 

Si un número racional r figura como factor /: veces (k > 1), enton- 
ces el producto rr ... r se llama k-ésima potencia del número r y 

Sa 


k veces 
se denota r*. Además, por definición, r! = r. 

Al igual que en el caso de números naturales, son válidas 
las siguientes propiedades de las potencias de los números raciona- 
les. 

a) rr a path, 

= (nr)"; 
(ra) 


h 

m, si ra+0; 

ra 

rim si k>m, r0, 


Por definición, r° = 1 para cualquier número racional r, salvo el 
número cero. 

En relación con el concepto de potencia de un número racional 
surge a menudo un problema en el que se pide hallar, para un número 
natural dado k y para un número racional positivo dado r,, otro 
número racional positivo r, tal, que tenga lugar r} = r,. 

Este problema no siempre tiene solución. 

Teorema 1. No existe un número racional cuyo cuadrado sea igual a 2. 


Demostración. Supongamos que existe un número racional ra 


2 
tal que (4) =2. Sin restringir la generalidad de razonamientos 


consideraremos que p y q son recíprocamente primos (si el numerador 
y el denominador del número racional dado tienen factores comunes, 


entonces el número L obtenido como resultado de la simplificación 


es igual al número dado). Haciendo uso de la propiedad d) de las 
potencias de los números racionales, escribamos nuestra suposición 


en la forma a 
De la definición de igualdad entre los números racionales se 
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deduce que pè = 2g?. Por cuanto el segundo miembro de esta igualdad 
es divisible por 2, el primer miembro también debe dividirse por 2. 
Pero, el número p? se divide por 2 sólo cuando el número p se divide 
por 2 (si p no se divide por 2, entonces p? tampoco se divide por 2). 
Puesto que p se divide por 2, existe, pues, un número entero k tal, 
que p = 2k, Al sustituir este valor de p en la igualdad p? = 24°, 
obtenemos g? ~- 24%, Por cuanto el segundo miembro de esta igualdad 
es divisible por 2, se dividirá por 2 también el primer miembro; 
quiere decir, el número g se divide por 2, es decir, q = 2m. 

Así pues, hemos llegado a que los números p y g poseen un factor 
común, que es el dos, mientras que, por hipótesis, los números p y g 
en la igualdad (2y = 2 son recíprocamente primos. Esta contra- 
dicción significa precisamente que la suposición admitida no es 
lícita y es cierta la afirmación del teorema. 

De este modo, surge la necesidad de introducir números nuevos, 
distintos de los racionales, como, por ejemplo, un número cuyo 
cuadrado sea igual a 2. 

Números irracionales. En el $ 2 se han examinado fracciones 
decimales periódicas infinitas. Hagamos más amplia esta noción 
introduciendo en el análisis números nuevos que se llamarán frac- 
ciones decimales infinitas. 

Llamemos fracción decimal infinita un número que puede ser 
escrito o bien en la forma 


Goy Aig o po y (1) 
o bien en la forma 
—üg, Gp oo o (2) 


donde a, es un número perteneciente a una serie natural ampliada; 
ly, Lay +. «1 y, - - - SON números del conjunto de números 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9. Los puntos suspensivos significan que en el m-ésimo 
lugar tras la coma se dispone el número 4,,, cualquiera que sea el 
número natural m. 

Si entre los númoros äg, 1, Ag, « » -s 0) - . . al menos uno de ellos 
es distinto de cero, entonces el número escrito en la forma (1) se 
denominará fracción decimal infinita positiva, y el número escrito 
en la forma (2), fracción decimal infinita negativa. Si entre los números 
ys Ay; gs + + -y Ups + > + NO hay números distintos de cero, entonces al 
número escrito en la forma (1) se considerará igual al número escrito 
en la forma (2) y se llamará fracción decimal periódica infinita nula, 
y se designará con el símbolo 0, (0). Es obvio que el conjunto de todas 
las fracciones decimales infinitas incluye: 

1) el conjunto de todas las fracciones decimales periódicas infini- 
tas positivas; 

2) el conjunto de todas Jas fracciones decimales periódicas infi- 
nitas negalivas; 

3) la fracción decimal periódica infinita nula. 
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Mostremos ahora que con las fracciones decimales periódicas infi- 
nitas (que acabamos de mencionar) no se agota el conjunto de todas 
las fracciones decimales infinitas. 

Teorema 2. Una fracción decimal infinita 


0,1010010001000010000010000001 ..., 


formada según la regla: tras cada unidad sigue un grupo de ceros que 
contiene un cero más que el grupo anterior, no es fracción decimal perió~ 
dica, 

Demostración. Supongamos que ésta es una fracción periódica 
y su período consta de n cifras, con la particularidad de que el primer 
período ocupa el k-ésimo lugar. Está claro que en la fracción que se 
analiza cada unidad irá precedida, a partir de cierto m-ésimo lugar, 
de (2n + 1) o más ceros seguidos. Examinemos cada uno de estos 
grupos de ceros, que empieza con cualquier p-ésimo lugar, donde 
P> ky pœ m. Tomemos ahora el cero que está en el centro de tal 
grupo. Se dispone o bien al principio o bien al final, o bien en el 
interior de cierto período de longitud n, pero en todos los casos cita- 
dos dicho período se halla enteramente dentro del segmento tomado 
que está constituido por (2n + 1) o más ceros. Quiere decir, el período 
consta solamente de ceros y, por consiguiente, en la escritura de la 
fracción a partir del k-ésimo lugar deben haber solamente ceros, lo 
que no es cierto. El teorema está demostrado. 

De lo expuesto anteriormente se deduce que cada número racional 
puede ser escrito en forma de una fracción decimal periódica infinita. 
Resulta natural, por esta razón, llamar mímero +1racional aquel que 
poode ser escrito en forma de una fracción decimal aperiódica in- 
inita, 

En adelante consideraremos que cualquier fracción decimal perió- 
dica infinita es un número racional bien determinado, y cualquier 
fracción decimal aperiódica infinita, un número irracional bien 
determinado. Ha de notarse que en virtud de las definiciones citadas 
una fracción periódica infinita nula es el número cero. 


$ 5. Números reales 


El conjunto de todas las fracciones decimales infinitas (con las 
definiciones, que se introducen más abajo, de la igualdad, de la 
suma y del producto de estos números) se denomina conjunto de 
números naturales y se designa con la letra R, mientras que toda 
fracción decimal infinita lleva el nombre de número real. La fracción 
decimal infinita positiva se llamará número real positivo y la fracción 
decimal infinita negativa, número real negativo; la fracción decima) 
periódica infinita nula (de período cero), número cero. Por cuanto las 
fracciones decimales infinitas pueden ser tanto periódicas como aperió- 
dicas, todo número real es o bien racional o bien irracional. 
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Dos números reales positivos 


Ag, Mtg . 
bar biba ao Dr... 
son iguales, si ba = a, para todos los números k pertenecientes a 
una seríe natural ampliada. 
De dos números reales positivos 
Agr Glas Ap sany 
¿E A 
el primero es mayor que el segundo, siempre que o bien ag > bor 
o bien, si & = bp, pero a, >b,, o bien, si ay = bp 4, = by s». 
saai = ), (para cierto número natural n), pero an+; > Daz: 
Dos números reales 


Bos Gig o. «Gro. Y —Do biba oso Dr eso 


se llaman opuestos, si b, = ap para todos los númerosk pertenecientes 
auna serie natural ampliada. Dos números reales negativos son iguales, 
si son iguales los números opuestos de ellos. De dos números negativos 
el mayor es aquel cuyo número opuesto (positivo) es menor. Un número 
positivo es mayor que al cero y que cualquier número negativo, El 
número cero es mayor que cualquier número negativo. 

Examinemos los valores aprozimados de las fracciones infinitas, 
Rompemos en algún lugar la fracción decimal positiva infinita que 
expresa el número real positivo dado. Obtendremos una fracción 
decimal finita (la cual puede escribirse en forma de una fracción 
infinita de período cero). La fracción obtenida será menor que el 
número dado (o igual a él). Tal fracción se denomina valor aproximado 
del número real positivo por defecto. 

Si una fracción decimal infinita positiva se rompe en algún 
k-ésimo lugar y a la fracción obtenida se le adiciona la fracción q” 


se obtendrá una fracción decimal finita que será mayor que el número 
real dado. Tal fracción se denomina valor aprozimado del número 
real positivo dado por exceso. 

Si rompemos en algún lugar una fracción infinita negativa, 
obtendremos una fracción decimal finita, la cual será mayor que el 
número real dado (o igual a él). Tal fracción se denomina valor apro- 
ximado del número real negativo dado por exceso. 

Si una fracción infinita negativa se rompe en cierto k-ésimo 


lugar y a la fracción obtenida se adiciona la fracción ( - 1") 


tendremos una fracción decimal finita, la cual es mayor que el 
número real dado. Tal fracción se llama valor aprozimado del número 
negativo dado por defecto. 

Ejemplos. 1. El valor aproximado del número 0,4(31) por defecto 
se representará por las siguientes fracciones finitas: 0,4; 0,43; 0,431; 
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0,4313; 0,43131; ... El valor aproximado dol mismo número por 
exceso lo expresarán las fracciones 0,5; 0,44; 0,432; 0,4314; 0,43132; 


2. El valor aproximado del número —3,2 (17) por defecto lo 
expresan las siguientes fracciones finitas: —3,8; —3.22; —3,218; 
—3,2172; —3,21718; . . . El valor aproximado de este mismo número 
Por exceso se representa por las fracciones —3,2; —3,21; —3,217; 
3,2474; —3,24747; ... 

Determinemos ahora las operaciones de adición y multiplicación 
para los números reales. 

Se denomina suma de dos números reales ua númoro que es mayor 
(o igual) que la suma de sus dos valores aproximados cualesquiera 
por defecto, pero menor (o igual) a la suma de sus dos valores aproxi- 
mados cualesquiera por exceso. 

Admitamos sin demostración que tal número siempre existe 
y es, además, el único. 

Indiquemos un caso particular: la suma de un número real a con 
el número opuesto (que se designará con (—a)) es el número coro. 

Se denomina producto de dos números reales positivos ag, 0% + - + 
~. Gpo... Y bor bida... br... un número mayor (o igual) que el 
producto de sus dos valores aproximados cualesquiera por defecto, 
pero menor (o igual) que el producto de sus dos valores aproximados 
por exceso. 

Admitamos sin demostración que tal número siempro existe y es, 
además, el único. 

El producto de dos números reales negativos (—4p, Mūs +... 
ts. Gp...) Y (~bo biba ... dr...) es igual al producto de los 
números positivos, opuestos de los primeros, ag, Q/%y -.. Gp... 
y Do, bibe - . . bp... El producto do dos números reales de signos 
diferentes, ao, Ay. - Ay. . «Y (—bo, biba» .. bn». -) Ó (—4p: 4103 -~ 
«Gr» .»)Y bos bybz.. dy. . .,0sigual al númoro negativo opuesto 
del producto de los números ao, 4103 . .- Ag... Y bo, biba- og o 

El producto de dos números, uno de los cuales es cero, os igual 
a cero. 

Son vigentes las siguientes leyes principales de adición y multi- 
plicación de los números reales: 

a) a + b= b 4+ a (conmutatividad de la adición); 

b) (a + b) +c =a + (b + c) (asociativid: 

c) ab = ba (conmutatividad de la multiplii 

d) (ab)c = a (bc) (asociatividad de la adi 3 

e) (a -+ b) c = ac + be (distributividad de la adición respecto a 
la multiplicación). 

Para las operaciones de adición y multiplicación de los números 
reales se introducen operaciones inversas: las de sustracción y divi- 
sión. 

Sustraer de un número real a otro número real b significa hallar 
un número real ec tal que b + c = a. 
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Dividir un número real a por otro número real b, distinto de cero, 
significa hallar un número real d tal, que bd = 

En el conjunto de números reales las operaciones de sustracción 
y división son siempre realizables, a excepción de la división ¡Jegíti- 
ma por cero. 

Si un núnicro real a figura en calidad de factor n veces (n es un 
número natural, v > 1), entonces el producto aa ... a recibe el 

a 


n veces 
nombre de n-ésima potencia del número a y se designa a”. Además, 


por definición al ~ «. Las propiedades de la potencia de Jos Números 
reales son análogas a las de la potencia de Jos números racionales y 
por esta razón no se exponen agni. En relación con el concepto de 
potencia de los números reales surge a menudo un problema en el 
que se pide hallar, para el número natural dado n y para el número 
real dado no negativo a, otro número real no negativo b tal, que 
tenga lugar la igualdad b" = a. 

Un número no negativo b tal, que la n-ésima potencia suya es el 
número dado u, es decir, b” = a, se denomina raíz aritmética do 
n-ósimo grado del número no negativo a y se designa b = Va 

Teorema. Para cualquier número nalural n y para todo número no 
negativo a existe una raíz aritmética de n-ésimo grado del número a y 
esla raíz es la única en el conjunto de números no negativos. 

La demostración del teorema se omite. 

Cuando n = 2, en la designación de la raíz no se pone la cifra 2; 
cuando n — 1, la raíz del primer grado del número a es el propio 
número u. Las raíces aritméticas pueden ser números racionales e 
irracionales. 


* 
Pi 5 . 2 5 A 
Por ejemplo, V 5 es ol número racional Fi y2 es un nú- 


mero irracioual (esto se desprende del teorema 1, § 4). 

Señalemos que, por definición, la raíz aritmética del número 0 
es cero. 

Se llama valor absoluto (módulo) de un número natural a: oste 
mismo número, si a es positivo; cero, si a es cero; el número opuesto 
de a, si a es negativo. El valor absoluto de un número real a se designa 
| a |. La definición recién enunciada puede escribirse en forma breve 
del modo siguiente: 


a, si a>0; 
la|= O, si a=0; 
—a, sia<0, 


Las propiedades fundamentales de los valores absolutos de los 
números reales se darán en el capítulo L. 

Observemos que en virtud de la definición de raíz aritmética de 
un número no negalivo es válida, para cualquier número real, la 
igualdad V & = |a |. 


Planteemos un problema más general: hallar, para cualquier núme- 
ro rca] a y para cualquier número natural z, los números reales b 
tales, que se revilique b” = a. Si los números mencionados existen, 
se denominan raíces algebraicas reales de n-ésimo grado del número 
real a. Si a es un número no negativo, entonces, según lo expuesto 
más arriba, existe un número no negativo b tal, que b” = a, os decir, 
para cualquier número no negativo e siempre existe al menos una 
raíz algebraica b, para cuya designación se emplea un símbolo especial 
Va (raíz aritmética). Si existen otras raíces algebraicas, además de 
la raíz aritmética, para su designación no se emplean ningunos sim- 
bolos especiales. 

Examinemos la cuestión referente a la existencia de la raíz al- 
gebraica de un número real. Señalemos que en esto párrafo las alir- 
maciones sobre la cantidad de raíces reales para e] númoro real dado 
so aceptan sin demostración alguna. La validez do ellas se desprende 
del teorema general sobre la cantidad de raíces do un número complejo 
(capítulo X1). 

Sca a = 0, entonces para todo número natural » existe una, y 
sólo una raíz algebraica de r-ésimo grado, que es el número b, igual 
a cero. 

Supongamos que a es un número positivo y n, un número natural 
impar (n = 2k + 1). En este caso existe una, y sólo una, raíz arit- 
mética, b, = +%/2, de este número y no hay otras raíces algebraicas 
reales de él. De este modo, existo una sola raíz algebraica de grado 
impar de un número positivo, a sabor, la raíz aritmética. 

Supongamos que a es un número positivo y z, un número natural 
par (n = 2k). En este caso existe y, además, una sola raíz aritmética, 


b,=/2, y una raíz algebraica real, b, == —%a: del número 
citado. De este modo, existen dos raíces algebraicas reales de grado 
par del número positivo a: b, = Ya y b, = —Ya 


Sean, ahora. a un número negativo y z, un número natural par 
(n = 2k). Por cuanto cualquier número real distinto de cero a la 
potencia par es un número positivo, y el número 0 a toda potencia 
natural es cero, no existe ningún número real b tal. que b*% sea un 
número negativo. Esto quiere decir que no existe r: Igebraica real 
de grado par de un número negativo. 

Supongamos ahora que a es un número negativo y n, un número 
natural impar (n = 2k + 1). Mostremos que existe un número real 
negativo b tal. que b?” = a. Denotemos c = —a. Entonces, c> 0, 
razón por la cual existe la única raíz aritmética d de grado (2k + 1) 
del númeroc: dY+1 -= e,o bien d= ®t VT = YT = 
Hagamos ahora b= —d. En este caso b?*+1 
= (—1) e = (—1) (—a) = a. Quiere decir, b = —? V Ta] es un 
número negativo tal, que +! = a, es decir, (Y Ta J} es la 
raíz algebraica real del número negativo a. 

Ejemplos. 4. Sea a = —7, n = 5, entonces la raíz algebraica 
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real ds quinto grado del número (—7) es el número b = -yY = 
= YT.: 


2. Sea a = —8, n = 3, entonces la raíz algebraica real de tercer 
grado del número (—8) es el número b=—Y]=8] = —Y3 = 
= —2. 


Observación. A veces la raíz de grado impar de un número nega- 
tivo a se escribe en la forma b = ?**/z, sobreentendiéndose que b= 
= —+YTa [. Por ejemplo, en lugar de b = — V7 se escribe b = 


= ý% =T. Pero, esta forma de escritura no se usará en adelante. 
Pasemos ahora a la interpretación geométrica de los números reales. 

Sea dada una recta horizontal (fig. 1). Esta tiene dos direcciones 

mutuamente opuestas. Llamemos positiva una de estas. direcciones 


7 N 
7 TH TT 7 
Fig. 1 


y negativa, la otra. Para concretar, por dirección positiva elegimos 
la dirección a la derecha (véase la figura). Fijemos en la recta cierto 
punto O y llamémoslo punto de referencia. El punto O divide la recta 
en dos partes denominadas rayos. El rayo dirigido a la derecha se 
llamará positivo y el rayo dirigido a la izquierda, negativo. Sea dado un 
segmento, tomado por unidad de longitud; en estos casos se dice 
que se ha introducido una escala, 

Se llama recta numérica aquella en la que se han elegido el punto 
de referencia, la dirección positiva y se ha introducido la escala. 

A todo punto de la recta numérica se le puede poner en corresponden- 
cia un número real, rigiéndose por la regla siguiente: 

— al punto elegido O le pondremos en correspondencia el número 
cero; 

-- a todo punto N en el rayo positivo le pondremos en correspon- 
dencia el número positivo a, donde a es la longitud del segmento ON; 

— a todo punto M en el rayo negativo le pondremos en correspon- 
TO el número negativo b, donde |b | es la longitud del segmen- 
to OM. 

De este modo, a cualquiér punto de la recta numérica (con la 
escala elegida) se le ha puesto en correspondencia un único número 
real. 

Mostremos que este proceso abarca todos los números reales. 
Supongamos lo contrario, es decir, admilamos que cierto número 
real c no se ha puesto en correspondencia con cierto punto en la recta 
numérica. Si el número c es positivo, se encontrará un segmento 
cuya longitud sea igual a c. Al marcar este segmento a la derecha del 
punto O en la recta numérica, obtendremos un punto, al cual debe 
corresponder ol número c, es decir, llegaremos a una contradicción. 
-En cambio; si c es un número negativo, se encontrará un segmento, 
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cuya longitud sea igual a Je |; al marcar este último a la izquierda 
del punto O en la recta numérica, obtendremos un punto, al cual 
ha de corresponder el número c, es decir, otra vez llegaremos a una 
contradicción. 

Así pues: 

1. A todo punto en la recla numérica se le ha puesto en correspon- 
dencia un número real y este número es único; 

2. A distintos puntos de la recta numérica se les han puesto en 
correspondencia números diferentes; 

3. No existe un número real que no corresponda a cierto punto 
de la recta numérica. 

En estos casos suele decirse que entre ol conjunto de todos los 
puntos de la recta numérica y el de todos los números reales so ha 
establecido una correspondencia biunívoca. 

Ha de señalarse que los puntos de Ja recta numérica se identifican 
a menudo con los números que se les han puesto en correspondencia. 
Aprovechando esta circunstancia resulta fácil formular cuál de dos 
números reales es mayor: el mayor es aquel que en la recta numérica 
se ubica más a la derecha que el otro. 

Sistema de coordenadas en una recta. Si en una recta se han 
elegido el punto de referencia, la dirección positiva y la escala, se 
dice también que en Ja recta está dado un sistema de coordenadas. 
La propia recta se denomina eje de coordenadas y el punto O, origen 
de coordenadas. A todo punto M de esta recta se le pone en correspon- 
dencia un número llamado coordenada del punto M en el sistema de 
coordenadas dado. Dicho número se determina según la regla: si el 
punto M se dispone en el rayo positivo, este número es igual al núme- 
ro positivo expresado por la longitud del segmento OM; si el punto M 
se dispone en el rayo negativo, este númoro os igual al número nega- 
tivo expresado por la longitud del segmento OM que se toma con el 
signo menos; si el punto M coincide con el origen de coordenadas, el 
número es igual a cero. 

Supongamos que el eje de coordenadas dado se dispone horizon- 
talmente de modo tal, que el rayo positivo esté orientado a la derecha. 
Entonces, cualquier punto dispuesto a la derecha respecto del origen 
de coordenadas O tendrá coordenadas positiva y cualquier punto 
dispuesto a la izquierda del origen de coordenadas O, coordenada 
negativa. La coordenada del punto O, es decir, del origen de coorde- 
nadas, es igual a cero. Es fácil ver que la coordenada de cualquier 
punto M del ejo de coordenadas es igual al número real puesto en 
correspondencia al punto en la recta numérica. 

Al examinar varios puntos distintos fijos del eje £, se designan 
frecuentemente con cierta letra mayúscula que tienen diferentes 


subíndices, por ejemplo, M,, My, My, ..., Mas +. „i las coordena- 
das de estos puntos se denotan por la letra del cjo con los correspon- 
dientes subíndices, es decir, t, fa, Ez, + +., tas - - » Con el fin de 


indicar que el punto dado tiene una coordenada dada, ésta se escribe 
entre paréntosis al lado de la designación del propio punto, por 
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ejemplo M, (t), Ma (ta), Ma (ta), « « -, Mn (tn), - . .. Cuando se dice 
que está dado un punto, se entiende que está prefijada su coordena- 
da; al decir que se debe encontrar un punto, se busca la coordenada 
de este punto. 

Teorema 1. Cualquiera que sea la disposición de dos puntos distintos 
M, (t) y Ma (tı) en el eje de coordenadas la distancia d entre estos 
puntos es igual al módulo de la diferencia de sus coordenadas, es decir, 


d= ji~ hl 
Demostración. Si los puntos M, y M, coinciden, la afirmación 


del teorema es evidento. Supongamos ahora que los puntos M, y Ms 
no coinciden y que, para concretar, el punto Mg (t+) se dispono más 


daiira) 
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a la derecha dol punto M, (t) (si el punto M, (t,) se ubica más a la 
derecha que el punto M (t,), entonces la demostración se repite 
sustituyendo t, por t,, y t, por ta). 

Sean M, (t,) y Ma (fa) unos puntos cualesquiera no coincidentes 
situados a la derecha del origen de coordenadas O (fig. 2). Entonces 


E altri 
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la longitud del segmento M,M, es igual a la del segmento OM y, 
que es igual a t¿, menos la longitud del segmento OM,, que es igual 
a t, es decir, 


=4=|1t4-4l 


Supongamos que M, (t,) coincide con el origen de coordenadas 
O (0), es decir, que t, = 0, mientras que Ms (ta) es cualquier punto 
dispuosto a la derecha del origen de coordenadas O (fig. 3). En este 
caso la longitud d del segmento MM, será igual a la del segmento 
OM., que, a su vez, es igual a ,, es decir, 


d=t,=1t¿—0|=]|t—4 l 
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Sea M, (t) un punto cualquiera dispuesto a ta izquierda del 
origen de coordenadas y sea M, (£,). un punto cualquiera dispuesto 
a la derecha del origen de coordenadas (fig. 4). Entonces, la longitud 
d dol segmento M,M, os ignal a la del segmento OM,. igual a ta 
más la longitud del segmento OM,, que es igual a (—1,), os decir, 


ds t, + (~i) =t h= h 


Sea ahora M, (t) un punto cnalquiera situado a la izquierda 
respecto del origon de coordenadas y supongamos que el punto Mo (to) 
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coincide con el origen de coordenadas O (0), es decir, t, = 0 (fig. 5). 
Entonces la longitud d del segmento M,M, coincide con la del seg- 
mento M,0, que es igual a {(—ż,), es decir, 


d=—=|0-4l=|4-41 


Ahora, supongamos que 17, (4) y M, (ta) son cualesquiera puntos 
no coincidentes, dispuestos a la izquierda del origen de coordonadas O 
(fig. 6). En este caso la longitud d del segmento M,M, os igual a la 
del segmento OM,, que es igual a (—t,), menos la longitud del seg- 
mento OM, que es igual a (—fa), es decir, 


d = (=h) (lp) = t — h = |h — h |- 


Así pues, en todo caso d = | ig — 4 |. El teorema queda demos- 
trado, 
Ejemplos. 1. Ulállese la distancia entre los puntos 1 (3) y P (—2) 


d= 3-(-2|=/134+2|=5,0biend=|-2-3]|= 


-|-5|= 
2. Hátlese la distancia entre los puntos M (—4) y P (40). 
d = | —4 — (40) | = H6 | = 6, o bien d = | (10) — (4) | = 
=|-6]| =6. 
De este modo podemos decir que el módulo de cualquier númoro 
real a, es decir, |a | es la distancia del punto M (a) al origen de 
coordenadas. 
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$ 6. Igualdades y desigualdades numéricas 


En el $ 5 hemos tocado la cuestión sobre la comparación de los 
números y hemos dado ciertas definiciones, de acuerdo con las cuales 
se puede aclarar, si son iguales dos números reales dados, o bien 
uno do ellos es mayor que el otro. Todas las definiciones mencionadas 
se pueden escribir de otra forma, haciendo uso de la comparación de 
los números reales con el número cero, a saber: dos números reales, 
a y b, son iguales, si, y sólo si, la diferencia entre ellos es nula, es 
decir, a = b a — b = 0; el número a es mayor que el número b, 
si, y sólo si, la diferencia (a — b) es positiva, os decir, a > b:> 
<>a — b>0; ol número a es inforior al número b, si, y sólo si, la 
diferencia (b — a) es positiva, o si la diferencia (a — b) es negativa, 
es decir, a< b <>a — b <0 cb —a >O. 

Si dos números están unidos entre sí mediante el signo de igualdad 
se dice que se ha dado una igualdad numérica. Sin embargo, dicha 
igualdad puede ser cierta y puede ser incierta. Por ejemplo, 2 = 


8 ps = YB 


son igualdades ciertas, mientras que las iqual- 
dades 3=5-—1, 6 = + son inciertas. 

Análogamente, si dos números están unidos mediante cualquier 
signo de desigualdad, suele decirse que viene dada una desigualdad 
numérica, la cual puede ser cierta o incierta. Por ejemplo, 110,1 < 


<11%, VTO > 3 son desigualdades ciertas, y —5 > 2, {> 3, 


inciertas. 

La cuestión de si es cierta o incierta tal o cual igualdad numérica 
(desigualdad numérica) no es siempre obvia. Por ejemplo, la validez 
de la desigualdad 


(100) < 1 2-3-.. 99.100 


no es evidente. En tales casos las igualdades y desigualdades numé- 
ricas han de ser demostradas. Desempeñan un papel de gran impor- 
tancia las propiedades principales de las igualdades y desigualdades, 
que se exponen más abajo. 

4. Si los números a, b y c son tales, que a = b y b = c, entonces 
a= c (propiedad de transitividad de las igualdades). 

2. Si los números a, h, c, d son tales, que a = b y c = d, entonces 
a+c=b+d. 

3. Si los múmeros a, b, c, d son tales, que a = b, c = d, entonces 
ac = bd. 

4. Para cualesquiera números reales a, b y c las igualdades a = b 
ya+c=b-+cson equivalenles, es decir, la validez de la igualdad 
a= b predetermina la validez de la igualdad a + c = b+c, y, 
viceversa, de la validez de la igualdad a + c = b + c sigue la validez 
de la igualdad a = b, es decir, a = b œ> a + c = b + c. 

5. Para cualesquiera números reales a y b para todo número real c, 
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distinto de cero, las igualdades a = b y ac = be son equivalentes, es 
decir, si c 0, entonces a = b <= ac = be. 

Expongamos las propiedades análogas para las desigualdades 
numéricas. 

1. Si los números a, b y c son tales, que a > b y b œc, entonces 
aœ c (propiedad de transitividad de las desigualdades). 

Demostración. a—c=(a—c)+(b—b)=(a—b) + (b — c). Porcuan- 
to a > b, tenemos a — b > 0; por cuanto b > c, tenemos b — e > 
> 0, pero la suma de dos números positivos es positiva, por lo cual 
a-—c>0, es decir a >c. 

2. Si los números a, b, c, d son tales, quea > b,c >d, entonces 
alc>b+d. 

Demostración. (a + c) — (b + d) = (a — b) + (e — d). Por 
cuanto aœ b, el número (a — b) es positivo; por cuanto c > d, 
ontonces (c — d) es también un número positivo; la suma de dos 
números positivos es positiva. por lo cual (a + c) — (b + d) > 0, 
es decir, a+ ec >b+d 

2a. Si los números a, b, c, d son tales, que a > Ùb y ¢ < d, entonces: 
a—-co>b=d. 

Demostración. (a — c) — (b — d) = (a — b) + (d — c). Por 
cuanto aœ b, el número (a — b) es positivo; por cuanto c < d, 
entonces (d — c} es también un número positivo; la suma de dos 
números positivos es positiva, por lo cual (a — c) — (b — d) > 0, 
es decir, a — c > b — d. 

3. Si a, b, c, d son números positivos y, además, a > b y c >d, 
entonces ac > bd. 

Demostración. ac — bd = (ac — bd) + (be — bc) = (ac — be) + 
+ (be — bd) = c (a — b) + b (e — d). Puesto que a > b, entonces 
(a — b) es un número positivo; por cuanto c es un número positivo 
y como el producto de números positivos es positivo, entonces 
c (a — b) es un número positivo; de modo análogo se demuestra que 
b (c — d) es también un número positivo; la suma de dos números 
positivos es positiva, por lo cual ac — bd > 0, es decir, ac > bd. 

4. Para cualesquiera números reales a, b y c, las desigualdades 
a>bya+c>b+c son equivalentes, es decir, la validez de la 
desigualdad a > b predetermina que es válida la desigualdad a + c > 
> b + c, y, viceversa, de la validez de la desigualdad a+ c >b + c 
se desprende la validez de la desigualdad a > b, es decir, a > b <> 
=S>e+c>b4c 

Demostración. Sea aœ b. Entonces (a + c) — (b + c) = 
= (a — b) + (e — c) = (a — b) > 0, es decir, a + c >b + c. Sea 
la +c) > (b + c). Entonces a—b = (a—b) + (c—c) = 
= (a + c) — (b + c) > 0, es decir, a >b. 

5. Para cualesquiera números reales a y b y para todo número positi- 
vo ¢, las desigualdades a > b y ac > be son equivalentes, es decir, si 
c>0, entonces a > b<=-ac > be. 

Demostración. Sea a > b, entonces ac — be = (a — b) e. Por 
cuanto c y (a — b) son números positivos, el producto de ellos es un 
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número positivo, es decir, ac — be > 0, o bien ac > be. Sea ac > be, 
entonces (a — b) c = ae — be >0. 

Si el producto de dos números es positivo y uno de ellos es tam- 
bién positivo, entonces será posilivo el otro número, es decir, por 
cuanto c>0, tenemos a —b>0, o sea, a >b. 

5a. Para cualesquiera números reales a y b y para todo número nega- 
tivo c, las desigualdades a > b y ac < be son equivalentes, es decir, 
si c<0, entonces a >b <> ac < be. 

La demostración de esla afirmación es análoga a la de la pro- 
piedad 5. 

De oste modo, tienen lugar Jas siguientes propiedades principales 
de las igualdades y desigualdades: 


ta=b,b =>4=C; 1) a>b,b>c>a>cC; 
d>a+co= 2) a>b.c>d>a+c> 
>b+d 


2a) a>b,c<d>a—c>b—d; 
3) a = b, c =d=>ac = bd; 3) a>b>0, c>d>0 < 
-=> ac > bd; 
A4) a = bea +e=b++He 4) a>b=>a+c>b+c; 
5) a «= hbe> ac = be para c #0; 5) a > be>ac > be para c > 0; 
5) a > beac < be para c < 0. 


Más arriba se han usado los signos de igualdad (=) y de desigual- 
«lad rigurosa (< o bien >). A veces estos signos son insuficientes. 
Hay problemas, donde se necesitan desigualdades no rigurosas. 

Ejemplo. Hoy día en Moscú la temperatura es de 0”, y en Lenin- 
grado, no es superior a la de Moscú. 

Si la temperatura en Leningrado se designa con la lotra 7, en- 
tonces o bien 7 == 0”, o bien 7 < 0°. En estos casos suele escribirse 
TEGO. 

Domos a conocer las definiciones de desigualdades no rigurosas 
a> by a< b. Una desigualdad numérica a < b se considora cierta 
para a < b y para a == b, y os incierta sólo en ol caso en que a > b. 
Por ejemplo, las desigualdades 6 < 9 y 3 < 2 + 1 son ambas ciertas, 
y la desigualdad 7 < 6 es incierta. (La escritura a < b se lee o bien 
como «a no es mayor que b», o bien como «a es menor o igual a b»). 

Una desigualdad numérica a > b so considera cierta tanto para 
a> b como para a = b; se considera incierta sólo en el caso cuando 
a< h. (La anotación a > b se lee o bien como «2 no es menor que b» 
© bien como sa cs mayor o igual a b»). 

Para las desigualdades no rigurosas son válidas las propiedades 
1—5a, si sustituimos en ellas el signo de desigualdad rigurosa por 
ol signo de desigualdad no rigurosa. 

Diremos que 

se verifica la desigualdad doble a < b < c, siempre que sean 
válidas a la vez dos desigualdades a < b y b<c; 

se verifica la desigualdad doble a < b < c, si son válidas a la 
wez dos desigualdades: a< by b < c; 
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se verifica la desigualdad doble a < b < c, cuando son válidas 
a la vez dos desigualdades: a < b y b <c; 

se verifica la desigualdad a < ò <S c, sil penya gue sean válidas 
a la vez dos desigualdades: a < b y b< 


Āe 


§ 7. Conjuntos de números 


Los conceptos de conjunto y de elemento do un conjunto se con- 
sideran fundamentales, es decir, ellos no se definen. 

En este párrafo se analizan los conjuntos de números cuyos ele- 
mentos son números reales. 

Si un número a pertenece al conjunto M, se escribo a € M; si a 
no pertenece al conjunto M, se escribe a € M. 

Por ejemplo: 2 EN, OEN. 

Más arriba fueron introducidos los siguientes conjuntos de núme- 
ros: 

N, el conjunto de todos los números naturales (serie de números 
naturales); 

Z, el conjunto de todos los números enteros: 

Zo, el conjunto de todos los números enteros no negalivos (serie 
ampliada de números naturales); 

Q, el conjunto de todos los números racionales; 

R, el conjunto de todos los números reales. 

Expongamos ahora ejemplos de otros conjuntos de números y 
convengamos cómo se denotarán éstos en lo que sigue. 

Un conjunto que no contiene elementos se denomina vacío y se 
designa con el símbolo Ø. 

Si un conjunto se compone de una cantidad finita de elementos, 
tal conjunto se escribo del modo siguiente: entre llaves se ponen todos 
los elementos del conjunto (on cualquier orden) separándolos uno 
de otro con punto y coma. Por ejemplo, un conjuuto M compuesto 
por los primoros seis números de la serie natural puede escribirse así: 
6), y el conjunto Z, que so compone de un número 


ibi 23 
==, se escribirá así: L = ra, 


Si un conjunto se compone de una infinidad de clementos o de 
elementos que son, a su vez, conjuntos, entonces las llaves introdu- 
cidas se conservan y entro ollas se da una breve descripción del con- 
junto. Por ejemplo, el conjunto de todos los pares de números a y b, 
de los cuales a es un número entero cualquiera y b, un número real 
cualquiera, se escribe así: 


M|=((a; b) |a €Z, BER). 
Si cada elemento del conjunto A portoncce al conjunto 4, el con- 
junto A se denomina subconjunto del conjunto B. En este caso suele 
escribirse A C B o bien B > A. 
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Por ejemplo: N cœ Z; ((a; b) la €N; bEZ) c {la b)10€Z; 
DER). 

El conjunto de todos los números reales t, para cada uno de los 
cuales so verifica la desigualdad doble —1 < t< 2, se denota 
(—1; 2) y se llama intervalo (—1; 2). Debido a la correspondencia 
biunívoca que existe entre el conjunto de todos los números realos y 
el conjunto do todos los puntos de la recta numérica, suele decirse, 


> + 1 2 t 2 01 4 $ 


Fig. 7 Fig. 8 


refiriéndose al intervalo (—4; 2), que es éste un conjunto de todos 
los puntos de la recta numérica dispuestos entre los puntos (1) y 
(2), siendo excluidos estos últimos (fig. 7). 

El conjunto de todos los números reales t, para cada uno de los 
cuales se verifica la desigualdad doble —2<t<4, se denota 


Fur o Fig. 10 


[-2; 4) y se denomina semiintercalo [—2; 4). Suele decirse también 
que el semiintervalo [—2; 4) es el conjunto de todos los puntos de la 
recta numérica dispuestos entre los puntos (—2) y (4), incluido el 
punto (—2) (fig. 8). 

El conjunto de todos los números reales t, para cada uno de los 
cuales se verifica la desigualdad doble 0 < t < 3, se denota (0; 3] 
y se llama semiintervalo (0; 3]. Suele decirse en este caso que el semi- 
intervalo (0; 3] es el conjunto de todos los puntos de la recta numé- 
rica dispuestos entro los puntos (0) y (3), incluido el punto (3) (fig. 9). 

El conjunto de todos Jos números reales t, para cada uno de los 
cuales se verifica la desigualdad doble —2<1< 1, se denota 
[—2; 1] y se denomina segmento [—2; 1]. Se dice que el segmento 
[-2; 1] es el conjunto de todos los puntos de la recta numérica, 
dispuestos entre los puntos (—2) y (1), siendo incluidos estos dos 
puntos (fig. 10). 

En el caso general, si a < b, 

se denomina segmento la; b) el conjunto de todos los números 
reales t, para cada uno de los cuales se cumple la desigualdad doble 
aX<t<b; 

se denomina semiintervalo la; b) el conjunto de todos los números 
reales £, para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad doble 
a<t<b; E 

se denomina somiintervalo (a; b] el conjunto de todos los números 
reales t, para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad doble 
a<tSb; 
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se llama intervalo (a; b) al conjunto de todos los números reales t, 
para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad doblo a < t < b; 

se denomina rayo la; +00) el conjunto de todos los números reales 
£, para cada uno de los cuales es válida la desigualdad t > a; 

se denomina rayo (a; 4-00) el conjunto de todos los números reales 
t, para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad t > a; 

se denomina rayo (—oo; a] el conjunto de todos los números reales 
£, para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad t < a; 

se denomina rayo (—oo; a) el conjunto de todos los números reales 
t, para cada uno de los cualos se verifica la desigualdad ¿< a. 

Señalemos que, a veces, cuando se dice «intervalo», se entiende 
un rayo, un segmento, el propio intervalo o un somiintervalo. En fín, 
algunas veces el conjunto R de todos los números reales so denota 
así: (—00; 400). 

nión e intersección de los conjuntos. 

Se llama unión de los conjuntos A y B al conjunto C compuesto 
de todos los elementos tales, que cada uno de ellos está contenido 
siquiera en uno de los conjuntos dados A y B. Para la unión de los 
conjuntos se emplea el símbolo Y): C = A UB. 

Ejemplos. 1. = (11 2; 3; 4} y B = (2; 3; 4; 5), entonces 
A UB ={1; 2; 3; 4; 5). 

2. NUZo UO z Za 3. e a U(0; 31 = (—1; 3l; 

4. (121 U 2); 5. 1—2; 1) y (0; 31 = [—2; 3); 

6. ciae 4) A (0: 1) U(—1; +00) = 
= (4; +00). 

Se llama intersección de los conjuntos Á y B al conjunto L, cuyos 
elementos serán aquellos, y sólo aquellos, que pertenecen a la ‘voz 
tanto al conjunto Á como al conjunto B, es decir, la intersección de 
dos conjuntos es la parte común de estos conjuntos. Para la inter- 
sección de los conjuntos se emplea el signo f: L A NB. 

Ejemplos. 1. Si A = (0; 1; 2; 3} y B = (2: 3: 4; 5; 6}, enton- 
ces A NB ={2; 3); 

2. N 2.=N;3.NNZ=N; 

$ (6 2; aa an ne; a =(2 3 4); 


e 00; 2 n (0; 3) = (0; Es 

7. (4,3) N È; +00) = 

Conjuntos ordenados. o STAA y variaciones. Al estudiar 
un conjunto de números, se puede disponer los números perlenecien- 
tes a dicho conjunto en cierto orden. En esto caso tiene sentido hablar 
de un conjunto ordenado. Uno de los ejemplos del conjunto ordenado 
es la serie de números naturales, Si dos conjuntos ordenados contie- 
uen los mismos elementos, pero dispuestos en diferente orden, dire- 
mos que estos conjuntos ordenados se distinguon por el orden de 
disposición de los elementos. Por ejemplo, operando con tres númo- 
ros 4, 7, 1, se puede componer seis diferentes conjuntos ordenados: 
1147, (474, (470, 46517), (1714), (14 0D. 
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Esta cuestión la analizaremos más detalladamente para los con- 
juntos finitos, es decir, para aquellos que se componen de un número 
finito de elementos, por ojemplo, de números. 

Definición. El orden establecido en un conjunto finito recibe el 
nombre de permutación de los elementos del conjunto citado. El número 
de permutaciones es precisamente el número de diferentes conjuntos 
ordenados compuestos de Jos mismos elementos. El número de 
permutaciones de n elementos se denota con P,. Para dar la respuesta 
a la pregunta, ¿a qué es igual el número de permutaciones de z 
eJementos?, examinemos el problema general. Sea dado un conjunto 
compuesto de z clementos. Escojamos m elementos {m < n) en este 
conjunto y dispongámoslos en cierto orden. Llamemos variación 
al conjunto ordenado finito obtenido. El problema general puede 
enunciarse así: «¿Cuántas son las variaciones de z elementos tomados 
en grupos de 22». Bespondamos primeramente a la pregunta ¿cuán- 
tas son las variaciones de n elementos tomados a dos? En el primer 
Jugar de tal variación puede estar cualquier elemento de n elementos, 
en el segundo lugar puedo estar cualquiera de (n — 1) elementos 
restantes, Supongamos gue el primer lugar lo ocupa el elemento ay, 
entonces en e) segundo lugar puede estar cualquiera de los elementos 
las gs +... Ay. Obtenemos (z — 1) variaciones. Si el primer lugar 
está ocupado por el elemento a,, en el segundo lugar puede estar 
cualquiera de los elementos dj. dz, Gys » + ., Gp, es decir, tendromos 
(n — 1) variaciones más. Al agotar todos los elementos t, ly, Az, +. . 
+. Ay, Obtendremos z grupos, en cada uno do los cuales so con- 
tienen {n — 1) variaciones. Por consiguiente, el número de todas las 
variacionos de n elementos tomados a dos sorá n (n — 1). 

Si se requiere determinar el número de variaciones de n elementos 
tomados a tres, se debe añadir, por turno, a toda variación de n ele- 
mentos tomados a dos un elemento de (z — 2) restantes. Entonces 
obtendremos z (n — 1) grupos, en cada uno de los cuales se con- 
tendrán (z — 2) variaciones. Por consiguiente, el número de varia- 
ciones de n elementos tomados a tres será en Lotal n (n — 1) (n — 2). 
Si ol número de variaciones de z elementos tomados a m lo designamos 
con 47%, podemos escribir las fórmulas siguientes: 


AL =n(m—A) AL=n(n—1)(n— 2). a) 


Escribamos las fórmulas (1) en otra forma: 
A o nlrn— (2—1), A= n(n i)i (3-4). (2) 


En las fórmulas (2) se observa cierta regularidad, a saber, el número 
de variaciones es igual al producto de números naturales sucesivos, 
empezando con z y acabando con {n — {k — 1)), donde k = 2, 3. 
Razonando análogamente a lo anterior, obtendremos 


A? = n in — 1) (n — 2) . . . In — (m — i), 1<m<e. (3) 
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Ejemplo. En el 1% grado de una escuela hay 6 asignaluras 4% 
y 4 lecciones diarias. ¿Cuántos métodos pueden aplicarse para hacer 
el horario de un día de estudios (no se admite que a una asignatura 
se le asigne más de una Jección por día)? 

Para resolver este problema se debe delorminar el número de 
variaciones de 6 elementos tomados a 4: A$ - 6-5-4-3 = 360. Así 
pues, son posibles 360 métodos para hacer el horario de un día. E 
dentemente, la permutación es una variación de n olementos tomados 
a n. De acuerdo con la fórmula (3) tenemos 


P, =n (i—i) (M2)... 24. (4 


Si aprovechamos el símbolo n! (se lee: «factorial de no), el cual 
significa el producto de z primeros números de la serio natural 
(n 1-2-3 ....n), entonces la fórmula (4) puede oscribirse del 
modo siguiente 


P, =n. (5) 


La fórmula (3) larbién puede reducir: 
este mismo simbolo: 


e a otra forma, aprovechando 


nt 
tn= m! * 


AP 
n 


(6) 


Para que Ja fórmula 6 coincida con la (5) cuando m = n, suele con= 
siderarse que 0l= 4. 

Combinaciones y sus propiedades. Tropezamos frecuentemente con 
Jos problemas en que se pide formar, a partir de un conjunto finito de 
n elementos, otro conjunto de m elementos (m <, 1). con la parti- 
cularidad de que en el conjunto nuevo tiene importancia sólo la 
presencia de los elementos y no el orden que ellos siguon. 

Por ejemplo, se pregunta cuántos son los todos u emplear para 
Ja elección de tres alumnos, entre los diez, que realicen la limpieza 
de la clase. En este caso la ordenación del grupo compuesto por Lres 
alumnos no es obligatoria. Tales conjuntos compuestos de n elementos 
tomados a m, que se diferencian uno del otro sólo por los elementos 
y no por el orden de disposición, se denominan combinaciones; el 
número de combinaciones se denota con CP. Es evidente que el 
número de combinaciones de n elementos tomados a n es igual a la 
unidad: Cp == 4. Examinemos el caso general en que 1 << m <n. 

Sean formadas todas las combinaciones C7 de n elementos Loma- 
dos a m. Elijamos cualquiera de estas combinaciones y reordenemos 
en ella los elementos empleando con tal fín Lodos los medios posibles. 
Entonces, el número de toda clase de conjuntos ordenados obtenidos 
de n elementos tomados a m es igual a CR P,,. Demostremos que este 
número coincide con el número de todas las variaciones de z elemen- 
los tomados a m. Efectivamente, tomemos todas las variaciones 
Posibles y escribámoslas reunidas en grupos. En cada grupo incluya- 
mos variaciones compuestas de elementos iguales. que se diferencian 
por el orden de su disposición. De este modo, en cada grupo entrarán 
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tantas variaciones cuántas permutaciones puedan formarse de m 
elementos dados, es decir, m variaciones. Todas las variaciones que 
se disponen en un grupo y que se consideran como combinaciones, 
son iguales, puesto que conlienen elementos iguales. Por consi- 
guiente, el número de grupos no es otra cosa que el número de dife- 
rentes combinaciones de n elementos tomados a m, es decir, 


AR = Cim! m 


A partir de la igualdad (7) obtendremos la fórmula para calcular el 
número de combinaciones 

E. 
Swa 


Cr 


o bien, haciendo uso de la fórmula (6): 


E (8) 


Timi mI 


Observemos que en virtud del acuerdo aceptado 0! = 1, la 
fórmula (8) es válida también para m = 0, a saber, Ch = 1. 

Resolvamos ahora el problema enunciado más arriba sobro la 
elección de tres alumnos. El número de métodos posibles para escoger 
los alumnos será igual a 


a __1:2-3:4:-5-6:7:-8-9-10___ 
Ca 31307 42:5 =a 
Si calculamos C?,, obtendremos el mismo resultado: 
2 _4-2:3-4-5.6-7:8-9410 49 
C= OTI =120. 
Mostremos en el caso goneral que C% = Cy” O <m <n). En 
efecto, 


r ni o m 
e paea aa 9 


La fórmula (9) permite calcular con facilidad el númoro de combina- 
ciones de n elementos tomados a m, cuando m es próximo a n. Por 
ejemplo, 


a 
G=CO=3r 


He aquí una propiedad más que es propia para el número de combi- 
naciones: 


CR +OP = Char (10) 
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Efectivamente, haciendo uso de la fórmula (8), tenemos 


" e nt nl 
A OS Is y SA Tete 


nt ES al 
m (mti) mI mmnm 


al 


4 1 
=a (p t= 


al (n41) (0 
mad mF F FT + 


Empleando una vez más la fórmula (8), obtenemos que la fórmula 
(10) es cierta. 


Ejerctotos 
Calcúlense (£ ... 10): 


1.3 Al +: (6-5-14) a 


2 {5 t A e Y les, 
a. ([(6 Gta 7)-058]: 015) :02 
E (ot 3) Jeta) 


AO EX 
IG RR 


445,440,20) 
5. 
_ 
Adi 0(3)+0,4 


: [(081-24) : (a 7 ©) ) 3 


1. 1712728: 128,57—5,08]] Zya : ((5:(02- 15)] $ [2 7 $ 


x/02+4)]). 


e [ER] 


T E in E 13 20087. 2 
a (200 :25)+[185 +): e)s 
$ z3. > 7 
[ (108) + 0.6571 428) | : [(60-37)-27] 
Demuéstrense las afirmaciones siguientes (íl ... 33): y 
11. Para que el número natural pap- .. - 452, sea divisible por 5, es ne- 


cesario y suficiente que ay = 0, o que ay A 
id 12. Ti que un número natural sea divisible por 6, es necesario que so di- 
vida por 3. 
13, Para que un número natural sea divisible por 3, es suficiente que se 
divida por 6. 


14, Para que el número natural apap=1 . + > 40, n >1, sea divisible por 
4, es necesario y suficiente que el número aa se divida por 4. 

15. Para que el número natural 2,4, 1 - - + 2129, ” > 2, sea divisible por 8, 
es necesario y suficiente que so divida por 8 el número 448o. 

46. Un número natural es divisible por 11, si, y sólo si, la diferencia entre 
la suma de sus cifras, que ocupan los lugares impares, y la suma de sus cifras, 
quo so disponen en los lugares pares, es divisible por 41, 


17. Para cualquier número natural n el número FU +DO+2 os natural. 


48. El producto do dos números naturales sucesivos dividido por tres da en 
el resto cero o dos. 

19. El número quo es el cuadrado de un número natural, o bien se divide 
por tres, o bien, siendo dividido por tres, da en el resto la unidad. 

20. El número que es ol cubo de un número natural, al dividirlo por 9, da 
en el resto 0, 1, o bien 8. 

24. Para cualquer z natural, el número » (n? + 5) es divisible por 6. 

22. La suma de los cubos de tres números naturales sucesivos es divisible 


por 3. 


El producto de tres números naturales sucesivos, entre los cuales el 
del medio es el cuadrado de un número natural, es divisible por 60. 

24. Para cualesquiera n y m enteros el número [nm (n — m)] es par. 

25. El producto de dos números pares sucesivos es divisible por ocho. 
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26. La diferencia entre el cubo de un número impor y el propio número es 
divisible por 24. 

27. El cuadrado de todo uúmero impar, disminuido en la unidad, es divi- 
sible por 8. 

28. La suma de dos números impares sucesivos us divisible por 4. 

Dos números impares sucesivos sun recíprocamente primos. 

. Para cualquier número natural » los números x, n +- 1 y 2» +1 son 
reciprocamento primos de dos en dos. 

34. La suma do cuatro mimeros naturales sucesivos no priedo ser un nú- 
mero primo, 


tán43 


Hdi, es srreduciblo 


32. Cada una de dos fracciones, 


cualquiera que sea » natural, 

33. Si una fracción dada es irreduciblo, será irreducible también la frac- 
uyo numerador es igual a la suma del nunicrador y denominador de la 
ción dada y cuyo denominador es igual al producto del wumorador por el 
denominador de la fracción dada, 

34. ¿Cuántas veces el número 2 figura como factor en la descomposición 
del número 100! en factores primos? 

35. ¿Cuántas veces el número 5 entra como factor en la descomposición 
del número 1980! en factores primos? 

36. Hállose el resto que queda al dividir el número; 

8) 2190 por 5; b) 75100 por 3, 
. ¿Cuál es la última cifra del número que se nbtieue como resultado de la 
siguiente elevación a potencia: a) 24959; þ) 719807 

38. ¿Se podrá representar el número 101 010 on forma de la diferencia entre 
los cuadrados de dos números enteros? 

39, ¿Será divisible por 81 el número 14... 41? 

—— 
81 vien 

40. Hállese el MOD (247, 221), MCD (323; 13 

41. Mállonse los números a y b, si: el MCD ( 
= 1384, 

42. l 

4, 


13, el MCM (a; b) = 


ra que cifras x e y el número 3475y se divido por 36? 
3. La diferencia do dos úmeros es igual a 5, y la suma Je los cuadrados 
es igual a 157. Mállonse dichos mimeros. 

44. Hállonso todos los números de tros cifras, cada mu de los cuales sea 
12 vecos mayor que la suma de sus cifras. 


45, Hállese una fracción propia, superior a =p , si so subo que al aumentar 


su numerador en cierto número entero y al multiplicar su denominador por el 
mismo número, la magnitud de la fracción no varía 


46. La fracción <> es irreducible. Acláreso si es reduriblo o no la suma 
1 


a7 
47. Mállense todos los números naturales n tales que pami cada uno 


de dos [raecionos 1 


3n 


de ellos el número sea natural. 


5 


48, ¿Es cierta la afirmación de que la suma de dos números naturales, cada 
uno de los cuales no se divide por 7, tampoco es divisible por 7? 

49. Hállese el número natural mínimo, el cual, siendo dividido por 7, da 
en el resto 6, y, dividido por 9, da en el resto 8. 

50. Hálleso el número máximo de tres cifras, el cual, siendo dividido por 6, 
da en ol resto 5, y al dividirlo por 4, da el resto igual a 3. 

51. Hállense todos los números naturales, superiores a 200 o inferiores a 
1500, cada wno de los cuales, siendo dividido tanto por 7, como por 21, da en 
el resto 2. 


en 5t 


52, Málleusc lodos los números naturales, inferioros a 150, cada uno de los 
cuales, siendo dividido tanto por 6, como por 8, da en el resto 5, 

53. Sea p (p > 5) un número primo. Demuéstrese que el numero (p* — 1) 
es divisible por 24. 

54. Sea p (p > 7) un número primo. Demuéstreso que el númoro (p? — 13) 
no se divide por 2 
állense los números primos p y 

56. ¿Será primo ol numero fip + 1, 
sou primos y p 

'57. Iälleso el número p. si se sabe que p. (P -| 2) y W = 4) son números 
primos. 
58. Demuéstrese que la suma (la diferencia, el producto, el cociente» de dvs 
múmeros irracionales puede ser un número racional, 
59. Demuéstreso la irracionalidad de los números Y 5; $ 


tales, que z E sarde 
sabe que los números p y (2p+1) 


(V24 V3); 


+? 
60. Demuéstroso que ma Fracción decimal infinita 0,4234567891011 . 
donde tras La coma vienen seguidamente todos los números naturales, es aperió- 
dica, 


z, b 
Gl. Sea a>b> 0 0>d > Demuéstrose que >- 


62, Demuestrese que |a | = | —a |; |a | >a; Jal > — 
Hállese ol conjunto de todos los números, para cada unu io los cuales es 
válida la igualdad (63 . 73): 


Gl 64. papa ea 6, a—jal|=0 
67.a + |a| = 2a. 68. a |a | = —a?. 69. E 


70. TT" -4 N, Vm a. 72. a Y 2=—Y 247.13.) 
74. ¿Cuáles de las siguientes desigualdades son válidas: 


Vig% sV y 38< y 12? 

SÍ dos números reales a y b son tales que a => b, ¿será válida la 
desigualdad (75, 76): 75, a? >0% 76, — 

Hállese ol conjunto de todos los las, para cada uno de los cuales se 
vorifica la desigrialdad (07... 88): 

17. | —a | < a. 78. | a | S —a. 79. | a | < | —a |. 80. a | a | 0. 

Bl St 8 >t 8 VES a 84 a y5 < VER 

85. } Tap 7. 86. Jal—a<0. 87. [al +2<2a. 88. lalt 


0. 
ha In intersocción de los siguientes dos conjuntos (89 . . 
PR V5 
a. [20 4] y 62.00. [12 EE y (2; 
Vè+y 27 
e le 


92 (15 4] y á; YT. 


5i 
s (EE 2) - 9. (o 2 y (5 101. 


A ito). 
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w. (VT; y5 y (a. 5]. 


Mállese lo unión de los sigujentes des conjuntos (97 
97. 14,5; á} y [—2; 4). 98. 11: 5) y (0; 6). 99. 12; 
100. (—1; 4) y (0; 3L i 


101. (— oœ; 2] y 1—3; 5). 102, (0; 11 y {gi Ho) 


D (0,2; 2}. 
el eje numéri 
cen la condición (106... 113 
106. | x | = t. 107. | z | < 3. 108. | z | > 2. 109. [<< 4.410. —3 S 
— t) = 2) = 0. 142. (1 — 1 (04 H O. 113. (2 — 22 X 


1 conjunto de todos los númoros que satisfa- 


X (z? + 4) < Ô. 

114. ¿Cuántos números diferentes de cuatro cifras se pueden formar emplean- 
do las cifras 1, 2, 3, 4, 5, si en la anotación de cada Lal númoro ninguna de 
las cifras se repite? 

115, ¿Cuántos números diferentes del teléfono, compuestos de siete cifras, 
pueden marcarse con ayuda del disco dotado de diez orificios que tienen los 
números 4, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9, 02 

116. ¿Cuántos son los métodos con cuya ayuda se pueden elegir en un grupo 
de 25 hombres un responsable sindical. nn responsable del deporte y un funcio- 
nario de la sección de cultura? 

117. ¿Cuántos son los métodos que puoden emplearse pora seleccionar unos 
cuantos libros (no menos de un libro) entro 5 manuales iguales de Algobra y 
4 manuales iguales dle Geometria? 

118, Una compañía se compone de 3 oficiales, ( sargentos y 60 soldados. 
¿Cuántos son los métodos que pueden emplearse para formar la guardia de servi- 
cio que sea compuesta por un oficial, 2 sargentos y 20 soldados? 

119, ¿Cuántos son los métodos que pueden emplearse para poner 20 libros 
en un armario de 3 anaqueles, si en cada anaquel caben todos los 20 libros? 

120. Un hombre tiene 7 libros y otro, Y, ¿Cuántos son los métodos con ayu- 
da de Jos cuales ellos pueden cambiar de a dos libros wmo eon el otro? 


CAPÍTULO 


Lii 


EXPRESIONES ALGEBRAICAS 


§ 1. Definiciones y propiedades principales 


Expresiones matemáticas y algebraicas. En el capítulo anterior 
se han examinado números reales y algunas operaciones con éstos. 
Con ayuda de los números, los signos de operaciones y del paréntesis 
se componían diferentes expresiones numéricas. Aduzcamos ejemplos 
de ciertas expresiones numéricas: 


(27:9; V8+1. 


(Cal 
( E E y 
1 


EXE 


2.109 + 7.402 + 10 — 5. 


Si en una expresión numérica se pueden realizar todas las opera- 
ciones indicadas on ella, el número real, oblenido como resultado de 
las operaciones eomplidas, se denomina valor numérico de la expresión 
numérica dada y, refiriéndose a la propia expresión, se dice que tiene 
sentido. En los ejemplos citados cada una de las primeras tres expre- 
siones numéricas tiene un valor numérico igual a 3, y la cuarta. 
a 2705. 

Si una expresión numérica cousta de un solo número real. su valor 
numérico será el propio número. 

A veces la expresión numérica no tiene valor numérico, puesto 
que no son realizables todas las operaciones indicadas en ella; refi- 
riéndose a tal expresión numérica. se dico que ella no tiene sentido 
(está privada de sentido). Por ejemplo. las expresiones numéricas 


sa: VOB y (2 — 2) están privadas de sontido. 


De este modo, cualquier expresión numérica o bien tiene valor 
numérico o bien está privada de sontido. 

La expresión numérica se usa frecuentemente para describir tal 
o cual propiedad de un número que representa el valor numérico de 
dicha expresión. Así, por ejemplo, la propiedad dol número (—17) 
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de dar, al dividirlo por 2, un resto igual a la unidad se escribe median- 
te una expresión numérica 2 (—9) + 1. Para describir la pro- 
piedad de todo número impar encerrado dentro del segmento [—2; 14] 
de dar, al dividirlo por 2, un resto igual a 1, se debe escribir la expre- 
sión numérica correspondiente para cada uno de los números —1, 1, 

3,5, 7, 9, 11 y 13, es decir, las siguientes ocho expresiones: 


MAR 2044 2444; 2244; 
23+4 2444 2544 2641 


La misma propiedad se puede escribir, aplicando el simbolismo 
literal, de la manera siguiente: 21 + 1, donde 1€f(—1, 0, 1, 2, 3, 

El ejemplo aducido muestra que en lugar de las expresiones numé- 
ricas resulta, a menudo, más cómodo analizar las expresiones, en las 
cuales en algunos lugares figuran letras en vez de números. Toda 
expresión de esta índole se llama expresión matemática. Los ejemplos 
de expresiones matemáticas son: 


+ 20*3 gon Ira ; V88F arctg $; log. R ý 


Observemos que el concepto «expresión matemática» es el más simple, 
por lo cual no se define, sino sólo se describe, lo que so ha hecho. más 
arriba. La expresión matemática en la cual con los números y las 
letras (que figuran on dicha expresión) se realizan operaciones de 
adición, sustracción, multiplicación, división, elevación a potencia 
natural y extracción de una raíz aritmética, recibe el nombre de 
expresión algebraica. 

Más abajo vienen los ejemplos de exprosionos algebraicas: 

E. ya a. Ve 
abs 2 5 V2B—1; 0/7 +abe 


Una expresión algebraica se llama racional, si participan on ella 
(respecto de las letras que figuran en la expresión) sólo las operaciones 
de adición, multiplicación, sustracción, división y elevación a poten- 
cia natural (la expresión algebraica racional puede contonor cuales- 
quiera números, incluídos los irracionales). Los ejemplos de expre- 
siones algebraicas racionales son: 


a zo ab btm P, 
wta E Vat 2z — nab. 


Una expresión racional se llama entera respecto de la letra dada, si no 
contiene la operación de división por la letra dada o por una exprosión 
en que figura esta letra. 

La expresión racional fraccionaria respecto de una letra dada es 
una oxpresión racional que contiene la operación de división por 
cierta expresión on la que figura esta letra, o por Ja propia letra. 
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Por ejemplo, la expresión racional E es entera respecto 


de la letra c, y fraccionaria respecto de las letras a y b; la expre- 


sión racional + y3 es entera respecto de a, pero fraccionaria 
respecto de b. 

Una expresión algebraica se denomina irracional, si en ella se 
prevé la operación de extracción de una raíz aritmética respecto de 
las letras que la integran. 

Los ejemplos de expresiones algebraicas irracionales son: 


Va+Vb+20b; Vert; 2/314Y 3—1. 


Operaciones con expresiones algebraicas. Sean dadas dos expre- 
siónes algebraicas que se denotan con las letras A y B. Definamos 
para ellas las operaciones aritméticas. 

Adicionar dos expresiones algebraicas A y B significa escribir 
formalmente la expresión algebraica A -+ B, denominada suma 
de las expresiones A y B. 

Por ejemplo, la suma de las expresiones algebraicas — E 


será la expresión algebraica si ta 


Multiplicar dos expresiones algebraicas A y B significa escribir 
formalmente la expresión algebraica AB denominada producto de las 
expresiones A y B. ' 

Por ejemplo, el producto de las expresiones algebraicas Y 

2+y 
y (a? — b?) lo representará la expresión algebraica E (a — b). 
z+ 


Si hay necesidad de adicionar varias expresiones algebraicas, se 
suman primeramente las dos primeras expresiones y luego a la suma 
obtenida se le adiciona la tercera expresión, etc. Por ejemplo, la 
suma de cinco expresiones algebraicas es como sigue: (I(4 + B) -+ C)+ 
+ D} + E. De modo análogo se define también el producto de varias 
expresiones algebraicas. 

Si en un producto una misma expresión algebraica A interviene 
como factor n veces (n > 1, n € N), se escribe A” en lugar del pro- 
ducto AA... A. 


n veces 
Por ejemplo, en lugar del producto (a + b) (a + b) (a + b) se 
escribe (a + b)?, En vez de A? se escribe, de ordinario, A. 
Sustraer de una expresión algebraica A otra expresión algebraica 
B significa escribir formalmente la expresión algebraica A — B, 
llamada diferencia de las expresiones A y B. 


Por ejemplo, la diferencia entre las expresiones algebraicas abc? 
omn 
y tendrá por expresión algebraica: abc — E", 
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Dividir una expresión algebraica A por otra expresión algebraica B 
significa escribir formalmente la expresión algebraica A : B, deno- 
minada cociente de la división de la expresión A por la expresión B. 

Por ejemplo, el cociente de la división de la expresión algebraica 

P 


(a — b?) por la expresión algebraica 3 será la expresión algebraica 


(a — b%): $- Indiquemos que el cociente de la división de la 
expresión algebraica A por la B se denota frecuentemente en la 


A 
forma 5- 


Campo de valores admisibles de una expresión algebraica. listá 
claro que por campo de valores admisibles de una expresión algebraica 
se debe entender el dominio en que dicha expresión algebraica tiene 
sentido. Sin embargo, este concepto requiere una precisión. 

Sea dada una expresión algebraica. El conjunto de todas las letras 
que integran dicha expresión se denomina colección literal de la 
expresión algebraica dada. 

Si en una expresión algebraica entran n letras a,, ag, .. ., Un, 
la colección literal de dicha expresión algebraica se escribe en la 
forma (4,, 03, . . ., Gn). Cualquier letra, independientemente de la 
frecuencia con la que se encuentra en la expresión algebraica, se 
escribe en la colección literal sólo una vez. A) componer la colección 
literal de la expresión algebraica dada, el orden en que siguen las 
letras puede mantenerse cualquiera, pero fijo de una vez y para 
siempre. 


Por ejemplo, para la expresión algebraica a , de colección 
e 

literal puede servir la (a, b, c); para la expresión algebraica 
Vita, la colección (k, Œ, a, b). 

Si en la colección literal (a, B, y) tomamos en lugar de la letra 
Q un número, por ejemplo, -5) , en lugar de f, el número 
VŽ, y en lugar de y, el número 0,3, entonces la colección de nú- 

Ty 3 dsd i s 

meros (l-5) + V2 y 0,3 se denominará colección nnmórica corres- 
pondiente a la colección literal dada (a, f, y) y se escribirá 


en la forma (+ s FA 0,3). En este caso se dice que la colec- 


ción numérica -+ y2, 0,3) corresponde a la colección literal 
7 


(a, P, y) para a=—=37, PB=/2 y=0,3, 
De modo análogo se determina la colección numérica correspon- 
diente a la colección literal (uy, ag, . . ., an) y para cualquier colec- 


ción de z letras (z es un número natural cualquiera). 
A una misma colección literal se le puede poner en corresponden- 
cia una infinidad de diferentes colecciones numéricas. 
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Dos colecciones numéricas se consideran diferentes, si al menos 
en un lugar y, además, en el mismo en cada colección, por ejemplo 
en el ¿-ésimo lugar de dichas colecciones numéricas se disponen númo- 
ros no iguales (es decir, en vez de una misma letra dispuesta en el 
i-ésimo lugar de la colección literal, en estas dos colecciones numé- 
ricas figuran números dislintos). Por ejemplo, las colecciones numé- 


ricas (1, —3. —5, -VZ 4) y (1, 3, 4. — V3, <)» corres- 


pondientes a la colección literal (a, b, c. d, e), son diferentes, pueslo 
que en un mismo (tercer) lugar de ellas se disponen números desiguales 
(5) y (—4) (es decir, en la primera colección c = —5, y en la segun- 
4 pa 9 9 
da.c = —4). Las coleccionos numéricas ( —3, — 7) y (— 7, 3), 
correspondientes a la colección literal (z, y), son diferentes, puesto 
que los primeros lugares de ellas están ocupados por números desi- 
guales (os decir, en Ja primera colección z = —3, y cn la segunda, 
o 

am = >; además, son diferentes, porque en el segundo lugar de 
ellas figuran números desigualos (os decir, en Ja primera colección 
y=- > y en la segunda, y = —3). 

Sean dadas una oxprosión algebraica y su colección literal. Exa- 
mínemos cierta colección numérica correspondiente a la colección 
literal citada. Esta colección numérica se denomina colección numé- 
rica para las letras de la expresión algebraica dada. Si en dicha 
exprosión algebraica sustituimos en lugar de cada letra, cualquiera 
que sea el lugar que ocupe, el número, que le corresponde, de la 
colección literal dada, obtendremos una expresión numérica, la 
cual o bien tiene sentido o bién está privada de sentido. Por ejem- 
plo, examinemos la expresión algebraica e 

V 5Fa 
colección litoral en la forma (a, b). Para la colección numérica (4, 5), 
correspondiente a la colección litoral (a, b), (es decir, para a = 4, 
b = 5), esta expresión algebraica se oscribe en forma de la expresión 


. Escribamos su 


A i ist 7 

algebraica E E y tiene el valor numérico (3) Para la colec- 
544 

ción numérica (—6, 5) (es decir para a = —6 y b = 5) esta expre- 


sión algebraica so escribirá on forma de la expresión algebraica 
EZIO, la cual no tiene sentido. 
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La colocción numérica correspondiente a la colección literal 
do la expresión algebraica dada se liama admisible para dicha expre- 
sión, siempre que tiene sentido la oxpresión numérica que se obtiene 
a partir de la oxpresión algebraica dada, si en lugar de cada letra, 
independientemente del lugar que ocupa en ella, sustituimos el 
númoro, que le corresponde, perteneciente a la colección numé- 
rica dada. 

La totalidal de todas las colecciones numéricas admisibles, 
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correspondientos a la colección literal de la expresión algebraica 
dada, se llama campo de valores admisibles (CVA) de Ja expresión 
algebraica dada. 

Observemos que existen expresiones algebraicas cuyo CVA es 
vacío. Por ejemplo, es vacío el CVA de la expresión algebraica 
E pues para cualquier valor numérico de la letra a, la 
correspondiente expresión numérica no tiene sentido. Las expre- 
siones de esta índole se llaman expresiones privadas de sentido y no 
se tratarán en lo que signe. El CVA de una expresión algebraica se 
escribe, por regla general, en forma de la colección de conjuntos, con 
la particularidad de que se indica a qué letra corresponde cada con- 


junto. Así por ejemplo, el CVA de la expresión — se escribe 


Võta 
en la forma {(a, b) | a € (—5; +00); b € (—o0; -+00)). 
Se llama valor numérico o magnitud numérica de una expresión 
algebraica para la colección numérica dada del CVA al valor numé- 
rico de aquella expresión numérica que se obtiene, si se sustituye en 
lugar de cada letra de la expresión algebraica dada, independionte- 
mento del lugar que ocupa, ol número, perteneciente a la colección 
numérica dada, que le corresponde. 
tos ejemplo, el valor numérico de Ja expresión algebraica 
3 2 


4 y b=5, será el número 3 y parra=0,b=4, 


el número “—=. 


A menudo las expr 
campo de valores adm 
on cierta región ML. 

Por ejemplo, examinomos la expresión algebraica vt El CVA de 
esta expresión os ((0. ()|vER: tE R}. Supongamos que dicha 
expresión algebraica v: representa el camino recorrido durante el 
tiempo £ a la volocidad v». Entoncos, de acuordo con el sentido físico 
del problema, se deben imponer a r y £ las restricciones: v >Q 
y ¿>0. Con otras palabras, se debe examinar la expresión alge- 
braica vten la siguionte región M que forma parte del CVA de esta 
expresión: M = {(v. t) |». € [0; +00); £€ 10; -20)}. La expresión 
algebraica se da habitualmente junto con la región MM. en la quo se 
analiza, Si la región A no está definida, la expresión algebraica ha 
de analizarse en todo el CVA que debemos previamente determinar. 

Seau dadas dos expresiones algebraicas A y £. El conjunto de 
todas las letras de estas dos expresiones se llamará colección literal 
de dos expresiones A y R. La colección numérica, correspondiente 
a la colección numérica literal de dos expresiones algobraicas, se 
denomina admisible, si tienen sentido simultáneamonte ambas expre- 
sionos numéricas que se obtienen a partir do las expresiones algobrai- 
cas dadas, si en lugar de cada letra, no importa en qué lugar se dis- 


nes algebraicas se analizan no en todo su 
les, sino sólo en una parte de él, a sabor, 
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ponga. sustilumos en éstas el número perteneciente a la colección 
numérica mencionada. que le corresponde a dicha letra. 

La totalidad do todas las colecciones numéricas admisibles, corres- 
pondientes a la colección literal de dos expresiones algebraicas, 
recibe el nombre de campo de valores admisibles (CV A) de estas expre- 
siones algebraicas. 


NC ONE 


Ejemplo. 4 5 aE 


El CVA de 


b+ 
estas dos expresiones algebraicas se escribe en la forma {(a, b) |a € 
€ li 2)U (2; +00); b € (—3; +00)). 

De modo análogo se determina el CVA de » expresiones algebrai- 
cas. Dos expresiones algebraicas pueden analizarse no en todoel 
CVA, sino sólo en cierta parte de él. es decir, en cierta región M. 
Eu vista de eJlo, por región M, perteneciente al CVA de las expre- 
siones algebraicas, se entonderá en adelante o bien todo el CVA 
o bien una parte de él que se indica de modo explícito. 


$ 2. Igualdades y desigualdades 
de las expresiones algebraicas 


1gualdades de las expresiones algebraicas. Dos expresiones alge- 
braicas se llaman idénticamente iguales en la región M, si para cual- 
quier colección numérica do la región M son iguales los valores numé- 
ricos correspondientes de estas expresiones 
Por ejemplo, dos expresiones algebraicas (a 1) y (a? + 2a +- 1) 
son idénticamente iguales tanto en todo el CVA de estas expresiones, 
es decir, en el campo ((a) | a € (—00; -+00)), como en cualquiera 
Sl 


. i b 
de sus partes. Ios expresiones algebraicas m +d + EY 
d3+e)-Hla -- b) 

EN 


son idénticamento iguales no en todo el CVA de estas 


dos expresiones que se representa por el campo 

fla, b, m, c, d) |a € R. b € R; m E R; c € (~; —3) U (3; +00); 
d € R}, sino sólo en una parte de él, es decir, en la región M, donde 
M= fla, b, m. c, d) |a €R; LEN mE {0}; e E (0 —3) U 
U (3: +œ): d ER). Para escribir una igualdad idéntica de dos 
expresiones algebraicas en la región M se emplea, a veces, el signo 
de igualdad, por encima del cual se pone la letra M, es decir, si 
ciertas expresiones algebraicas vienen denotadas con las letras 

M 
A y B, la escritura A = B significa que las expresiones algebraicas 
A y B son idénticamente iguales en la región A, y la propia región M 
es una parte del CVA de dos expresiones A y /. 
Por ejemplo, la escritura 


ignifi Meme ibn aby y a è 

significa que las expresiones algebraicas (- Js li-a) 
son idénticamente iguales en el CVA de estas expresiones, es decir. 
en el campo ((a, 0 ļa € R: b €R, c€ (~œ; —3) 1) (—3; +00)) 


y la notación a? = a, en la que M = {(a} | a € [0; 00)) significa 
que la igualdad idéntica de las expresiones algobraicas V a y a se 
confirma sólo en la región M. 

La sustitución de una expresión algebraica A por otra expresión 
algebraica B, idénticamente igual a A en la región Jf. perteneciente 
al CVA de las expresiones Æ y B, se denomina transformación idén- 
tica en la región M de la expresión algebraica A. Si no se indica la 
región M, en la que se realiza la transformación idéntica, suele con- 
sidorarse que dicha transformación tiene lugar eu el CVA do dos 
expresiones: la dada y la transformada. 

Por ejemplo, la sustitución de la expresión algobraica (a + 4)? 
por la expresión algebraica a? + 2a -+ 1 será idéntica en el CVA 
de estas expresiones, es decir, en la región M, donde W = ((a) | a € 


Será legítima la pregunta de si es posiblo la notación A =P 
sin la letra M por encima de igualdad y qué significa esta notación. 

Por supuesto, se puede escribir formalmente A = B, pero si 
junto a esta igualdad no hay palabras que expliquen cómo debe 
entenderse tal escritura, entonces la última está privada de sentido 
lógico alguno. Por consiguiente, la escritura de este tipo ha de uti- 
lizarse sólo acompañada de explicaciones doterminadas que puedan 
explicar cómo ella se debe entender. 

Indiquemos ahora los casos, que se encuentran con mayor fre- 
cuencia, en los que la escritura A = B se acompaña de explicaciones 
correspondientes referentes a cómo se debe entender tal escritura. 

1) Supongamos quo so sabe que en cierta región M, perteneciente 
al CVA de dos expresiones algebraicas A y B, estas dos expresiones 
son idénticamonto iguales. Entonces esta afirmación se escribe así: 
«Se sabe (o por hipótesis) que A = B en la región M». En este caso se 
dice también que en la región M viene dada la igualdad idéntica 
A=B. 

b) Supóngase que se necesita demostrar la validez de la afirma- 
ción: las expresiones algebraicas A y B son idénticamente iguales 
en la región M perteneciente al CVA de estas expresiones, En este 
caso se escribe: «Demuéstrese que A = B en la región M». Suele 
decirse también que se necesita demostrar que en la región M es válida 
la igualdad idéntica A = B. 

c) Supóngase que se necesita hallar una región 17, perteneciente 
al CVA de dos expresiones algebraicas Å y B, tal que para cualquier 
colección numérica de la región M el correspondiente valor numé- 
rico de la expresión A sea igual al valor numérico correspondiente 
de la expresión B, y para cualquier colección numérica que no forma 
parte de la región M, pero sí pertenece al CVA de dichas expresiones, 


bi 


los valores numéricos correspondientes de las expresiones dadas 
sean distintos. En semejantes casos dicen: «Resolrer la ecuación 
A = Br. 

Observemos, ante todo, que la adición y la multiplicación de 
las expresiones algebraicas se realizan haciendo uso de Jas siguientes 
afirmaciones: 

1. Enel CVA de las expresiones A y R se verifica la igualdad idén- 
tica A |B- BLA. 

2. En el CVA de tres expresiones A. B y C se verifica la igualdad 
idéntica (A B) -r C == A + (B + 0). 

3. En el CVA de dos expresiones A y R se verifica la igualdad 
idéntica AB ~ BA. 

4. En el CVA de tres expresiones A, B y C se verijica la igualdad 
idéntica (AB) C = A (BC). 

5. En el CVA de tres expresiones A, B y C se verifica la igualdad 
idéntica A4B | C) = AR + AC. 

Por cuanto la 5 alirmaciones 
diante un mismo método, daremos a conocer 
demostración de la afirmación 1. 

Elijamos una colección numérica dentro del CVA de dos expre- 
siones A y 2 y denotemos con Ay y Ba respeclivamonto, los corres- 
pondieutes valores numéricos de estas expresiones. Entonces, con- 
forme a la propiodad de conmutatividad de la adición de númoros, 
para los números Ao y Bo es válida la igualdad numérica Ay + Æo = 
= B, + Ay. Quiere decir. se ha mostrado que para la colección 
numérica dada dentro del CVA de dos expresiones A y /3 los valores 
numéricos correspondientes de las expresiones Ay + Bo y Bor Ao 
son iguales. Por cuanto este razonamionto puede aplicarse para cual- 
quier colección numérica del CVA de dos expresiones A y B. queda 
demostrada la igualdad idéntica A + 8 = B +A en el CVA de 
estas expresiones. 

De modo análogo se demuestran también las afirmaciones si- 
guientes: 

6. En el CVA de la expresión A se verifican las igualdades idén- 
ticas A -+0 = A, 0 HA =A. 

T. En el CVA de la expresión A se verifican las igualdades idénticas 


se demuestra me- 
quí solamente la 


A:1=A4, A -- 4. 
8. En el CVA de la expresión A se verifica la igualdad idéntica 
A + (=A) = 


9. En la región M (una parte del CVA de la expresión A), donde 
no existe una colección numérica, para la cual el valor numérico corres- 
pondiente de la expresión A fuera igual a cero. se verifica la igualdad 


idéntica A-4 = A, 


Haciendo uso de las afirmaciones 1 - 9, podemos mostrar 
que las operaciones de sustracción y división de Jas expresiones 
algebraicas son respectivamente inversas a las operaciones de adi- 
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ción y multiplicación de expresiones algebraicas. A saber, son lícitas 
las siguientes afirmaciones. 

10. En el CVA de dos expresiones A y B se verifica. la igualdad 
idéntica B + (A — B) = A. 

11. En la región M (una parte del CVA de dos expresiones A y B), 
donde no existe una colección numérica para la cual el valor numérico 
correspondiente de la expresión B fuera igual a cero, se verifica la igual- 


dad idéntica B ($) = A. 


Aduzcamos ahora las afirmaciones, empleadas frecuentemente 
al demostrar las igualdades de las expresiones algebraicas. 

12. Si en cierta región M. perteneciente al CVA de ires expresiones 
algebraicas A, B y C, se verifican simultáneamente las igualdades idén- 
ticas A = B y B = C, entonces, en la región M se verifica también 
la igualdad idéntica A = C (transitividad de las igualdades). 

43. Si en cierta región M, perteneciente al CVA de cuatro expre- 
siones algebraicas A, B, C y D, se verifican simultáneamente las igual- 
dades idénticas A = B y C = D, entonces en la región M se verifica 
también la igualdad idéntica A + C = B + D. 

14. Si en cierta región M, perteneciente al CVA de cuatro expre- 
siones algebraicas A, B, C y D, se verifican simultáneamente las 
igualdades idénticas A = B y C = D, entonces en la región M se 
verifica también la igualdad idéntica AC = BD. 

El método por el que se demuestran las afirmaciones 10 ... 14 
es el mismo que se emplea para demostrar las afirmaciones 1... 9 
Demostremos, por ejemplo, la afirmación 42. 

Tomemos cierta colección numérica de la región Af. Denotemos 
los valores numéricos correspondientes de las expresiones A, B y C 
con Ap, By y Co, respectivamente. Del hecho de que en la región M 
se verifican las igualdades idénticas A = 2 y B = C se desprende 
la validez de las igualdades idénticas Ay = Bo y 2, Co. En tal 
caso, de acuerdo con la propiedad de transitividad de Jas igualdades 
idénticas, se verifica también la igualdad numérica Ap = Cy. De 
este modo se ha mostrado que para la colección numérica dada de la 
región M los valores numéricos correspondientes de las expresiones 
A y C son iguales. Por cuanto tal razonamiento puede realizarse 
para cualquier colección numérica de la región M, la validez de la 
igualdad idéntica A = C en la región M queda demostrada. 

Se ha aceptado el siguiente convenio: si no so indica explicita- 
mente la región M, en la cual se estudia la igualdad idéntica A = B, 
ésta se analiza en el CVA de dos expresiones A y 22. Por esta razón 
las palabras «se sabe que A = B» significan que en el CVA de dos 
expresiones A y B se verifica la igualdad idéntica A = B. Las 
palabras «demostrar que A = B» significan que primeramente es 
necesario hallar el CVA de dos expresiones A y /3, y luego demostrar 
la igualdad idéntica A = B en el CVA dado. 

En particular, teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente, 
las afirmaciones 1... 5, llamadas comúnmente leyes de adición 
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y multiplicación de las expresiones algebraicas, se pueden escribir 
también del modo siguiente: 

Son válidas las siguientes leyes de adición y multiplicación 
de las expresiones algebraicas: 

1. A+B =B + A (conmutatividad de la adición); 

2. (4 -+ B) + C = A + (B + C) (asociatividad de la adición); 

3. AB = BA (conmutatividad de la multiplicación); 

4. (AB) C = A (BC) (asociatividad de la multiplicación); 

5. (A + B) C = AC -+ BC (distributividad de la adición res- 
pecto a la multiplicación). 

Antes de estudiar la aplicación de estas afirmaciones para demos- 
trar las igualdades, demos la definición de paso equivalente de una 
igualdad a otra. 

Si en cierta región M la validez de una igualdad idéntica prede- 
termina la validez de la segunda, y de la validez de la segunda igual- 
dad se deduce la de la primera, entonces se dice que estas dos igual- 
dades idénticas son eguivalentes en la región M, y la sustitución de 
una de ellas por la otra se denomina paso equivalente en la región M 
de la primera igualdad a la segunda. 

En adelante omitiremos, para brevedad, la palabra «idéntica», 
siempre que ello no lleve a una equivocación. 

El paso equivalente en la región M de una igualdad a otra se de- 
nota con una flecha doble, por encima de la cual se escribe la letra M, 


es decir, la notación A = B <> C = D significa que en la región M 
las igualdades A = B y C =D son equivalentes. 

Entonces, de la validez de las afirmaciones 13, 14 se desprende 
la validez de los siguientes pasos equivalentes. 

15. Sea M el CVA de tres expresiones algebraicas A, B y C, enton- 


M 
ces A=B=>A+C=B+C. 

16. Supongamos que la región M pertenece al CVA de tres expre- 
siones algebraicas A, B y C, y posee la propiedad siguiente: cualquiera 
que sea la colección numérica perteneciente a la región M, el valor numé- 
rico correspondiente de la expresión C no es igual a cero. Entonces, 


M 
A = B AC = BC. 

Demostremos, por ejemplo, la afirmación 15. Por cuanto C=C, 
de la afirmación 13 se deduce que resulta legítimo el paso de la igual- 
dad A = B a otra igualdad A + C =B + C. Viceversa, dispo- 
niendo de las igualdades A + C = B + C y (—C) = (=C) y ro- 
curriendo a las afirmaciones 13 y 8, llegamos a que resulta legítimo 
el paso de la igualdad (A + C) = (B + C) a la igualdad A = B. 
Por consiguiente, es válido el paso equivalente 


A=BSDA+C=B+HC. 


Las afirmaciones aducidas 1... 16 permiten demostrar las 
igualdades entre expresiones algebraicas. Demostremos, por ejem- 
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plo, que en el CVA de dos expresiones A y B se verifica la igualdad 
A —B=A4 +(B). 


En virtud de la afirmación 15, esta igualdad es equivalente a la 
igualdad 


A-B+B=A+(B)+B. 


De acuerdo con las afirmaciones 1, 2 y 10 se verifican las siguien- 
tes igualdades: 


A=B+B=B+(4-B) y B+(A—B)=4. 


Por consiguiente, A — B + B = A. 

Análogamente, haciendo uso de las afirmaciones 2, 8, tenemos 
AFD ppm A, 

De este modo, queda demostrado que la igualdad A — B 2 
+B =A + (—B) + B se verifica en el CVA de las expresiones 
algebraicas A y B. Por consiguiente, en este CVA so verifica también 
la igualdad A — B = A + (—B). 

Desigualdades de las expresiones algebraicas. Pasemos ahora al 
empleo del signo de desigualdad para las expresiones algebraicas, 
El signo de desigualdad > (œ>. < 0<), al igual que ol signo de igual- 
dad, so usa para las expresiones algebraicas sólo con ciertas expli- 
caciones respecto a cómo se debe entender una notación de esta ín- 
dole. Demos a conocer algunos de los casos en que dichos signos se 
emplean con mayor frecuencia, 

a) Supongamos que se sabe que on cierta región M, pertene- 
ciente al CVA de dos expresiones algebraicas A y B, para cualquier 
colección numérica de M el correspondiente valor numérico de la 
expresión A es mayor que el vaJor numérico correspondiente de la 
expresión B. Entonces, esta afirmación se escribe del modo siguiente: 
«Se sabe (o por hipótesis) que A > B en la región M». Èn este caso se 
dice también que on la región M se verifica la desigualdad idéntica 
A>bB. 

b) Supongamos que se nocesita demostrar la validez de la afir- 
mación: «para cualquier elección numérica de la región Mf, perte- 
neciente al CVA de dos expresiones A y B el valor numérico corres- 
pondiente de la expresión A es superior al valor numérico corres- 
pondiente de la expresión /3». Entonces se escribe: «Demuéstrese que 
en la región M A > B». En este caso se dice también que se necesita 
demostrar, la validez de la desigualdad idéntica A > R en la región M. 

c) Supongamos que se necesita hallar una región W, pertene- 
ciente al CVA do dos expresiones algebraicas A y 2, tal que para 
cualquier colección numérica de la región M el valor numérico co- 
rrespondiente de la expresión A es mayor que el valor numérico co- 
rrespondiente de la expresión Z, y para cualquier colección numé- 
rica del CVA, quo no forma parte de la región M, el valor numérico 
correspondiente de la expresión A es menor o igual que el valor numé- 
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rico correspondiente de la expresión 4. En estos casos se dice: «Re- 
suélvase la desigualdad A > Bo. 

Al demostrar igualdades idénticas hay que emplear frecuente 
menle las afirmaciones siguientes: 

47. St en cierta región M, perteneciente al CVA de tres expresiones 
algebraicas A. B y C, se verifican simultáneamente las desigualdades 
idénticas A => B y B > C, entonces en la región M se verifica también 
la desigualdad idéntica A >C (propiedad de transitividad de una 
desigualdad). 

18. Si en cierta región M, perteneciente al CVA de cuatro expre- 
siones algebraicas A, B, C y D, se verifican simultáneamente las desi- 
gualdades idénticas A > B y C > D, entonces en la región M se veri- 
fica también la desigualdad idéntica A ~- C >B + D. 

19. Si para cualquier colección numérica de cierta región M, 
perteneciente al CVA de cuatro expresiones algebraicas A, B, C y D, 
los valores numéricos correspondientes de estas expresiones A, B. C 
y D son posilivos y si en esta región se verifican simultáneamente las 
desigualdades idénticas A > B y C > D, entonces será válida también 
la desigualdad idéntica AC > BD. 

Demos ahora la definición de paso equivalente de una desigual- 
dad a otra. 

Si en cierta región W de la validez do 'a primera desigualdad 
idéntica se desprende Ja validez de la segunda, y de la validez de la 
segunda desigualdad se deduce la validez de la primera, suele decirse 
que estas dos desigualdades idénticas son equtvalentes en la región M, 
y la sustitución de una de ellas por la obra se denomina paso egui- 
valente de una desigualdad a la otra. En este caso se emplea el signo 
de paso equivalente <=. 

La validez de las afirmaciones 17 ... 19 predetermina la vali- 
dez de los siguienles pasos equivalentes. 

20. Sea M el CVA de tres expresiones algebraicas A, B y C, enton- 


M 
ces, A>B=AFC>BHC. 
21. Supongamos que cierta región M pertenece al CVA de tres 
expresiones algebraicas A, B y C y posee la siguiente propiedad: para 
cualquier colección numérica perteneciente a la región M el valor numé- 


M 
rico correspondiente de la expresión C es positivo. Entonces, A >B <= 
M 
<> AC > BC. 

Existe el convenio siguiente: si no se indica explícitamente la 
región M, en la que se analiza la desigualdad idéntica A > B, ésta 
se estudia en el CVA de dos expresiones algebraicas A y B. Por eso, 
las palabras «ca A > B» significan que en el CVA de dos expresio- 
nes Á y £ se verilica la desigualdad idéntica A > B: las palabras 
«demuéstrese que A > B» significan la necesidad de demostrar que en 
el CVA de dos expresiones A y B se verifica la igualdad idéntica 
A > B (en este caso se sobreentiende que dicho CVA debe ser doter- 
minado obligatoriamente). Si se da la desigualdad A > B, eutonces 
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el CVA de dos expresiones A y £ se denomina, a menudo, CVA de 
la desigualdad 4 > 

Cabe señalar que las afirmaciones 17 ... 24 quedan en vigor 
también en el caso de desigualdades no rigurosas. Por ejemplo, la 
propiedad de transitividad de las igualdades puede enunciarse así. 

17a. Si en cierta región M, perteneciente al CVA de tres expresio- 
nes algebraicas A, B y C, se verifican simultáneamente las igualdades 
idénticas A > B y B > C, entonces en la región M se verifica también 
la desigualdad A > C. 

17b. Si en cierta región M, perteneciente al CVA de tres expresio- 
nes algebraicas A, B y C, se verifican simultáneamente las desigualdades 
idénticas A > B y B > C, entonces en la región M se verifica también 
la desigualdad A > C. 

Si ambas desigualdades son no rigurosas, la desigualdad que pro- 
viene de ellas tampoco será rigurosa. Por ejemplo. en este caso la 
afirmación concerniente a la transitividad de las desigualdades se 
enunciará así, 

17c. Si en cierta región 31, perteneciente al CVA de tres expresiones 
algebraicas A, B y C. se verifican simultáneamente las igualdades 
idénticas A > B y B > C, entonces en la región M se verifica también 
la desigualdad A > C. 

En adelante, la palabra «idéntica» se omitirá, como se hizo en el 
caso de igualdades. 

Examinemos ahora algunos métodos que se usan para demostrar 
las igualdades y desigualdades. 

1, Análisis de todos los casos posibles. Demostremos, empleando 
dicho método, las propiedades de los valores absolntos de los núme- 
ros reales del tipo de igualdades y desigualdades: 


i. Ja+d1<I1A]=/01 
2 Jal—|b1<la—b1 
3. labl=]Jallbj; 4) 


Comencemos, por ejemplo, con la propiedad 3. Examinemos 
todos los casos posibles: 


a) fía, b) |a € l0; +00); »EÍ; +00)), 
B) {(as b) [a € lO; +00); dE (—oo; M), 
7) {(a, b) [a € (—o; 0]: bEl0; +00)), 
ô) ((a, b) Ja € (~œ; O]: bE (—o9; 01) 
y realicemos la demostración en cada caso por separado, 


En el caso œ), por definición del valor absoluto, tenemos [a | = 
= ay |b ] = b, por lo cual | ab | = ab. Quiere decir, en el caso a) 
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la igualdad | ab | = } a | | b | puede escribirse en la forma ab = ab, 
después de lo cual se hace obvia. 

En el caso $) ab < 0, por lo cual según la definición de valor abso- 
luto, |a | =a, |b} = —b, |ab| = —ab. Por lo tanto, en este 
caso la propiedad 3 puede escribirse en la forma —ab = a (—b), 
o bien —ab = —ab, después de lo cual ella se hace evidente. 

En los casos y) o 3) la propiedad 3 so demuestra análogamente. 
Del hecho de que la propiedad 3 es válida en todo caso posible se 
infiere su validez en la enunciación en que está escrito. 

Demostremos ahora la propiedad 1. Veamos los siguientes 6 casos: 


a)a>0; b>0; 

Ba>0; ¿<0; a+ b>0; 
Y a>0; b<0; a+ b<0; 
$) a<0; b>0; a+0b>0; 


7 a<0 b>0 a+0<0; a 
vwya<0; b<0. 
En el caso æ) tenemos |a +b]=a4b=]ļja]+]b], por 
lo cual la propiedad 1 eu este caso puede escribirse en la forma 
[a+ b]|=]|a] +15], después de lo cual se hace evidente. 


En el caso B) tonemos | a + b | = a + b = a ~— (—b) = | a | — 
TA b |, por lo cual la propiedad 1 on este caso puede escribirse en 
la forma |a |— |b |< la |+ lbi, después de lo cual la propie- 
dad se hace ovidonte. 

En el caso y) tenemos |a + b]= —(a + b) = (—b) — a = 
= |b | — |a f, por lo cual la propiedad í en este caso puede escri- 
birse en Ja forma |ù |— |af< la] + |b], después de lo cual 
la propiedad se hace evidente. 

En los casos ô), A) y v) las demostraciones de la propiedad 1 son 
análogas a las anteriores. De la validez de la propiedad 1 se deduce 
en todos los casos posibles su validez en la enunciación en que está 
escrita. Las propiedades 2 y 4 de los valores absolutos (1) se domues- 
tran análogarente, 

2. Utilización de las leyes que rigen las operaciones sobre las 
expresiones algebraicas y de las propiedades (1—21) que se despren- 
den de ellas. Demostremos, empleando este método, una igualdad 
siguiente 

(a + b) (a? + b3) = aè + ab + ab? +09, (2) 

Observemos que la igualdad (2) se demuestra en el CVA de tres 

expresiones (a + b), (a? + b?) y a? + a%b + ab? + b?, es decir, en 

el conjunto f(a, b) | a € R; b € R}. En razón de la ley de distribu- 

tividad do las operaciones con expresiones algebraicas podemos afir- 
mar que se verifica la igualdad 

(a + b) (a? + b?) = a (a? + b°) + b (a? 4 05), (8) 
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En virtud de la ley de conmutatividad de la multiplicación se veri- 
fican las igualdades 


a (aè + b?) = (a + b?) a, 4) 

b (aè + b°) = (aà + b°) b. (5) 

En virtud de la ley de distributividad se verifican las igualdades 

(a? + b°) a = ata + ba, (6) 

(a? + b?) b = ab + bb. m 

En virtud de las leyes de conmutatividad y asociatividad de la mul- 
tiplicación tenemos 

aa = a% (8) 

ba = ab, (9) 

ab =atb, (10) 

bb = b. (14) 


Por cuanto las igualdades pueden sumarse (véase la propiedad 13 
de las igualdades), al adicionar las igualdades (8) y (9) y, luego, las 
(10) y (11), constatamos que se verifican las igualdades 


aa + da = a + ad?, 
ab + b% = ab + b’. 
Al adicionar estas igualdades y, luego, las (6) y (7), nos convencemos 
de que se verifican las desigualdades 
a + a+ ab + b% = aè + ab? + 0% + b, (12) 
(a? + 0% a + (a? +b?) b = ata + ba + ab -+ b. (13) 
TN las igualdades (4) y (5), obtenemos la validez de las igual) 
ades 
a (aè + b?) + b (a? 4 b?) = (aè + b*) a -H (a° + d’) b. (14) 
Aplicando las propiedades de transitividad de las igualdades, 
de la validez de las igualdades (3), (14), (13) y (12) se deduce la vali- 
dez de las igualdades (2). 
Ha de notarse que todos los razonamientos precedentes se escri- 
ben en forma de la siguiente cadena de igualdades: 
(a + b) (a? + b?) = 
= a (a? + b?) + b (a? + b?) = (aè + b?) a+ (e +0%b= 
= Ya + ba + ab + bhb = aè + ahb ab? tb 
De la validez de esta cadena de igualdades se deduce la validez 
de la igualdad (2). En lo que sigue, empleando para la demostración 
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con este u otros métodos, escribiremos sólo la cadena de igualdades 
evidentes. 

3. Demostración directa. A menudo, al buscar la demostración, 
pasando de la desigualdad dada a la siguiente, se llega al final a una 
desigualdad evidente. Si, en este caso, se realizan sólo pasos equi- 
valentes, es decir al realizarse un paso, se obtiene cada vez una 
desigualdad equivalente a la anterior, de este modo se obtiene, pues, 
la demostración de la desigualdad de partida. Demostremos, emple- 
ando dicho método, Ja desigualdad siguiente: + >Va en la 
región M = (ía. b) |a € (0, +00); b € (0;, +00)). Escribamos la 
cadona de pasos equivalentes en la región M: 


VDD VAS VA 


= = 2 M e P: 
—2 VaV b+ Vipp => VaV. 
Por cuanto la validez de la última desigualdad os evidente, la equi- 
valencia entre la primera y última desigualdades predetermina la 
validez de la primera desigualdad. 

La desigualdad domostrada se enuncia con frecuencia del modo 
siguiente: la media aritmética de dos números positivos no es menor que 
su media proporcional. 

4. Método por reducción al absurdo. Este método ya so ha usado 
on el capítulo L al demostrar el toorema sobre la infinidad de núme- 
ros primos. Puede aplicarse también en la demostración de las igual- 
dades y de las desigualdades. 

Domostremos, por ejemplo, empleando dicho método, que para 


cualquier número positivo a se verifica la desigualdad a +7 > 2. 
Supongamos Jo contrario, es decir, supongamos que existe al menos 
un número positivo a tal que para él se verifica la desigualdad a + 
+2 <2. Por cuanto a es un número positivo, dicha desigualdad 
será equivalente, en virtud de la afirmación 21, a la desigualdad 
(a + i)e < 2a. os docir, a la desigualdad a? + 1 < 2a, la cual 


conforme a la afirmación 20, es equivalente a la desigualdad (a? + 
4- 1) — 2a < 2a — 2a, es decir. a la desigualdad a? — 2a 4-1 < 0. 
Reescribamos Ja última desigualdad en la forma (a — 1) < 0. 
Llegamos a una contradicción con el hocho obvio de que el cuadrado 
de cualquier número real es no negativo. La contradicción obtenida 
habla de que la suposición admitida no es cierta. Por consiguiente, 


la desigualdad a + >2 se cumple para cualquier a positivo. 


5. Utilización de la propiedad de transitividad de las desigual- 
dades. Supongamos que se pide demostrar en la región M la desi- 
gualdad Á < C. Si se conoce o se ha demostrado que en la región M 
se verifican las desigualdades A < B, B < C. o las desigualdades 
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A<B,B<C. o bien las desigualdades A < B, B < C, entonces, 
de acuerdo con la propiedad de transitividad de las d ualdades, 
será válida también la desigualdad de partida. 

Demostremos, empleando este método, la siguiente desigualdad 


1 1 i 1 
e e t2? 


en el conjunto M = {(n) |n €N} 
Para n=1 la desigualdad es evidente. Examinemos ahora cual- 
quier número natural n>2. Todo sumando de la suma. comenzando 


por cl segundo, lo sustiluimos por otro mayor ¿=1-E< 


<>" donde 2<k=< nm. De este modo tenemos la desigualdad 
válida Ap <B, donde An tar tart ts y B= 
1 
=irtrrtyrte tap: 


E Cabe notar que la designal- 
dad A, < Bp es rigurosa, cualquiera que sea n>2. 
La "expresión algebraica B, se puede simplificar si cada sumando, 


a partir del segundo, se sustituye por la suma algobraica ma vig 


at ai 
k—1 p 
Obtendremos 


Es fácil observar que la desigualdad B, < 2 se verifica para cual- 
quier n natural. Por consiguiente, de acuerdo con la propiedad de 
transitividad de las desigualdades, tenemos 4, < 2, lo que se 
trataba de demostrar. 

Denmostremos en conclusión Jas propiedades de clovación a poten- 
cia natural de las expresiones algebraicas; estas propiedades son de 
amplio uso al resolver ecuaciones y desigualdades (véase el cap. II). 

Teorema 1. Supongamos que una región M pertenece al CVA 
de dos expresiones algebraicas A y B, y posee la siguiente propiedad: 
para cualquier colección numérica de la región M los valores numé- 
ricos correspondientes de las expresiones A y B son positivos. Entonces, 
en la región M para cualquier número natural n (n => 2): 

a) las igualdades A = B y A” = B” son equivalentes; 

b) las desigualdades A > B y A” > B" son equivalentes. 

Demostración. Denotemos con € la expresión algebraica 441 + 
+ A"R +... 4 AB™2 +4 B^, Enel $ 6 se demostrará la 
validez de la siguiente igualdad de las expresiones algebraicas: 


A” — B” = (A — B) C. (15) 
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Es obvio que para cualquier colección numérica de la región M el 
valor numérico correspondiente de la expresión C es positivo. 

Domostremos la afirmación a). Supongamos que Á = B en la 
región M. Entonces, en virtud de la afirmación 15, en la región M 
se verifica la igualdad A — B = 0, y de aquí, según la afirma- 
ción 16, tendremos que en M se verifica la igualdad (4 — B) C = 0. 
De acuerdo con la propiedad de transitividad de las igualdades, de 
la última igualdad y de la (15) se deduce que A” — B” =0, de 
donde se desprende, conforme a la afirmación 15, que en la región M 
es válida la igualdad 4” = B”. 

Hemos demostrado pues, que en la región M la validez de la 
igualdad A = B predetermina la validez de la igualdad A” = 8”. 

Sea dado ahora que A” = B” en la región M. Entonces, en la 
región M se verifica, según la afirmación 15, la igualdad A” — 
— B” = 0. De aquí y de la igualdad (15) en la región Af tenemos, 
en virtud de la propiedad de transitividad de las igualdades, 
(A — B) C = 0, de lo cual se deduce, según la afirmación 16, que 
A — B = 0, y, por fin, según la afirmación 15, resulta que A = B, 
Quiero decir, en la región M la validez de la igualdad A” = B” 
predetermina la validez de la igualdad A = B. La afirmación 
a) queda así demostrada. 

Demostremos ahora la afirmación b). Sea dado que en la región M 
tenemos A > B. Entonces, en virtud de la afirmación 20, en M se 
verifica también la desigualdad A — B>0, y de aquí, según la 
afirmación 21, obtenemos la validez de la desigualdad (4 — B) C > 
> 0. Tomando en consideración que la igualdad (15) se verifica, 
llegamos a que A” — B" >0. Por fin, de acuerdo con la afirma- 
ción 20, resulta que en M se verifica la desigualdad 4” > B”. 

Así pues, se ha demostrado que en la región M de la validez de 
la desigualdad A > B, se desprende la validez de la desigualdad 
a >P. 

Sea dado, ahora, que 4” > B” en la región M. Entonces, de 
acuerdo con la afirmación 20, en la región M se verifica la desi- 
gualdad A” — B” œ> 0. De aquí y de la igualdad (15) resulta que 
(4 — B) C >0 en la región M. Al aplicar, ahora, la afirmación 21, 
encontramos que A — B > 0 en M. Por fin, conforme a la afirma- 
ción 20 tenemos en M que A > B. Así pues, en la región M se pre- 
determina la validez de la desigualdad A > B, puesto que es válida 
la desigualdad 4” > B”. La afirmación b) está demostrada y queda 
completamente demostrado el teorema. 


$3. Polinomios 


Una expresión racional en la que se prevén solamente dos opera- 
ciones respecto de las letras que lo integran, a saber, multiplicación 
y elevación a potencia natural, se llama monomio. 


Los ejemplos de monomios son: 3a, 2abo 252 abe, ze x 
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Una expresión racional se denominará polinomio, si es entera 
respecto de toda letra que figura en dicha expresión. 


Por ejemplo, la expresión racional V 35 abe— 122 1 0,3de esun 
% 7 


polinomio, puesto que es entera respecto a las letras a, b, e y d. 

En particular, una expresión racional que contiene una sola letra 
y que es entera respecto de esta letra, se llama polinomio entero 
respecto de una letra. 

De la definición de polinomio y de las reglas que rigen las opera- 
ciones sobre expresiones algebraicas se desprende que la suma, la 
diferencia y el producto de dos polinomios serán polinomios. 

Si en un polinomio entran » letras, éste tiene sentido para cual- 
quier colección numérica de z números. Es por eso que, al analizar 
un polinomio, no se habla, corrientemente, de su CVA. Por regla 
general, los monomios se transforman idénticamente conforme a las 
leyes de operaciones aducidas en el $ 2, reuniendo juntos todos los 
números que integran el monomio y escribiéndolos ante las letras del 
monomio, y también, reuniendo juntas las letras iguales que inte- 
gran el monomio y escribiéndolas en forma de una potencia natural 
de dicha letra. Realizada tal transformación, un monomio se con- 
sidera escrito en la forma estándar, mientras que el factor numérico 
que precede a las letras del monomio se denomina coe, iciente del 
monomio dado. 


Por ejemplo, el monomio Babe2cb + ac se reduce a la forma 
estándar Le, y el número + es su coeficiente. 


Según las reglas de operaciones sobre las expresiones algebraicas, 
todo polinomio siempre puede transformarse en una forma en la que 
el polinomio se componga de varios monomios escritos en la forma 
estándar y unidos entre sí mediante los signos de adición y de sus- 
tracción; por esta razón se dice habitualmente que un polinomio es la 
suma algebraica de monomios. 

Los términos semejantes de un polinomio son sus monomios escri- 
tos en forma estándar y que se diferencian en nada más que los 
coeficientes. Reducir los términos semejantes de un polinomio signi- 
fica sustituir la suma algebraica de los términos semejantes por un 
solo término idénticamente igual a dicha suma. 

En virtud de las reglas de operaciones con las expresiones alge- 
braicas, podemos concretar las leyes que rigen las operaciones sobre 
los polinomios del modo siguiente. 

Para adicionar dos polinomios, se deben escribir todos los tér- 
minos seguidos del primer polinomio y, luego, todos los términos 
del segundo polinomio, conservando para cada monomio el signo que 
está delante de su coeficiente, después de lo cual es necesario reducir 
los términos semejantes. 

Por ejemplo: (20d + 5a) + (1 + 7a — 40d) = 20d 4- 5a + x + 
+ Ta — ácd = 12a + z — 2ed. 
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Para sustraer de un polinomio otro polinomio, se deben escribir 
todos los términos seguidos del primer polinomio, conservando 
inalterable el signo de cada monomio que está delante de su coefi- 
ciente, a continuación se escriben todos los términos del segundo 
polinomio, cambiando por opuestos todos los signos que están delante 
de los coeficientes de los monomios del segundo polinomio, después 
de lo cual es necesario reducir los términos semejantes. 

Por ejemplo: (x? — y?) — (72% + 8y? — 5a) = z? — Y + 
+ Ta? — 8y? + 5a = 8z? — 9y? + 5a. 

Para multiplicar un monomio por un polinomio, se debe multi- 
plicar dicho monomio por cada término del polinomio, escribir los 
términos seguidos del producto con aquellos signos que tenían los 
términos del polinomio, si delante del coeficiente del monomio 
está el signo más, y con los signos opuestos, si el coeficiente del mono- 
mio tiene el signo menos, a continuación se debe escribir en la forma 
estándar cada monomio del producto y reducir los términos semejantes. 

Por ejemplo; (—4ab) (3ab — 2 + 3a%b*) = —(4ab) (3ab) + 
+ (4ab) :2 — (4ab) (3a°b?) = —12a%* + Sab — 120%b*; 5c (Lab + 
+1 — 3b) = (5c) (2ab) + (5c)-1 — (50) (8b) = 10abe + 5c — 15bc. 

Para multiplicar un polinomio por otro polinomio se debe multi- 
plicar cada monomio (junto con el signo que está delante de su 
coeficiente) del primer polinomio por el segundo polinomio, escribir 
todos los productos seguidos, escribir en la forma estándar cada mono- 
mio obtenido y, luego, reducir los términos semejantes. 

Por ejemplo: (ab — cd)-(ab + cd) = (ab) (ab) + (ab) (cd) — 

— (cd) (ab) — (cd) (cd) = afb? + abcd bed — èd? = atb? — ed. 

Haciendo uso de las reglas de adición y multiplicación de poli- 
nomios y de las propiedades que poseen las igualdades de expresiones 
algebraicas, obtendremos igualdades idénticas, las cuales se deno- 
minan a menudo fórmulas de multiplicación reducida. 

Empecemos con la multiplicación de polinomios iguales del tipo 
(a + b). Usando las leyes de las operaciones sobre expresiones alge- 
braicas, podemos escribir la siguiente cadona de igualdades idénticas: 

(a + b} = (a + b) (a + b) = (a) (a) + (a) (b) + (9) (a) + (b) (5) = 
= a? 4 ab + ab + b? = aè + 2ab + be (1) 

La fórmula (t) so enuncia del modo siguiente: el cuadrado de la 
suma de dos números es igual al cuadrado del primer número, más 
el producto duplicado del primer número por el segundo, más el cua- 
drado del segundo número. 

Ahora, haciendo uso de la fórmula citada, se puede escribir la 
siguiente cadena de igualdades idénticas: 


(a + b} = (a + b) (a + b}? = (a + b) (a? + 2ab + b’) = 
= (a) (aè) + (a) (2ab) + (a) (6%) + (b) (a?) + (b) (2ab) + 
+ (0) (0%) = 03 + 2a?b + ab? + ab + 2ab? + b = 
=0 430% + 3ab? 4 bè 2) 
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La fórmula (2) se enuncia del modo siguiente: el cubo de la suma 
de dos números es igual al cubo del primer número, más el producto 
triplicado del cuadrado del primer número por el segundo, más el pro- 
ducto triplicado del primer número por el cuadrado del segundo y más 
el cubo del segundo número. 

Escribamos una cadena más de igualdades idénticas: 


(a + b) = (a + b) (a + dy = (a + b) (a? + 3a?h l- 3ab? + b?) = 
= (a) (a°) + (a) (3a°b) + (a) (3ab?) + (a) (5%) + (b) (a) + 
+ (b) (3a?b) + (b) (3ab*) + (b) (8°) = a! + 3a°b + 3atb + 
+ ab? + ab + 34%? $ Bab? + bt = at + 400 + 
+ Gab? + hab? + bt, 


Las fórmulas aducidas permiten observar cierta regularidad con 
ayuda de la cual podemos escribir la fórmula para (a + b)", donde n 
es un número natural cualquiera. A saber, es fácil ver que habrá on 
total (2 + 1) términos: el primer término es el primer número a la 
potencia n; on cada término subsiguiente la potencia del primer 
número será en una unidad menor que su potencia en el término 
antecedente, y on el último término la potencia del primer número 
es nula; el segundo número tiene en el primer término la potencia 
nula, en el segundo término, la primora potencia, en cada término sub- 
siguiente la potencia del segundo número será en una unidad mayor 
que su potencia en el término antecedente, y en el último término el 
segundo número figura a la potencia n. 

El coeficiente de cada término puede hallarse cou ayuda del 
«triángulo de Pascal»: 


o 1 

T Tr q 

2 124 

3 tF Fi 

4 14641 

5 150100105 1 

6 1 6 18 20 15 € 1 

7 . *? 213535 26 7 3 
8 1 8 28 56 70 5628 8 1 
9 1 9 36 84126 126 84 36 9 1 


Es simple la regla conforme a la cual se forman las líneas del 
“triángulo de Pascal». Cada línea puede obtenerse de la línea supe- 
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rior anterior del modo siguiente. En el intervalo entre cualesquiera 
números vecinos de la línea superior (pero más abajo) se escribe la su- 
ma de éstos, yen los extremos se ponen las unidades. El número de 
la línea enseña a qué potencia se eleva el binomio (a + b), mientras 
que Jos números de dicha línea son los coeficientes de los términos 
correspondientes escritos en el orden estudiado más arriba. 

Por supuesto, si se necesita escribir la fórmula para (a + b)", 
donde z es un número grande (100, por ejemplo), está claro que el 
cálculo de los coeficientes del segundo miembro con ayuda del trián- 
gulo de Pascal será engorroso, razón por la cual resulta deseable 
conocer olra fórmula para calcular (a -+ b)". Tal fórmula existe 

y lleva el nombre de binomio de Newton, teniendo por expresión 


PA + dy = Cha” + Cha"-1b -+ + Char p. 

. + Cr, (8) 
donde A 0l=1, k!=1-2-3.....k para cualquier k€ 
€f1, 2,3, .. 

La radi de la igualdad (3) se realizará en el § 6. 
Apliquemos la fórmula del binomio de Newton para calcular, 
por ejemplo, (a + b)*: 


(a + b)’ = Cias + Ciatb + Cjadb? + Chah? + Ciabi + CHS, 
Calculemos los coeficientes C7, donde m € (0, 1, 2). Para el cálcu- 
lo de los coeficientes restantes hagamos uso de la igualdad 


> al e 
MN P KMn, 


demostrada en ol cap. I. 
De este modo, 


G=G=1, (== =5, Ci=C= fp =10. 
Por consiguiente 
(a + b) = as + 5atb + 10a%* + 100%" + Sab + b. 


De la fórmula para el binomio de Newton se deduce fácilmente 
la fórmula para (a — b)”. Denotemos d = —b y apliquemos la fór- 
mula del binomio de Newton: 


(a— b = (a +d)” = Cia? + Chaa + nn 
- + Chard +... + ORA. 
Sustituyendo (—b) en lugar de d, obtenemos 
(a— b)” = Cra Cro e. + (—1) Charbh +. 
e... + (—1)" Cp”, 
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Los casos particulares de esta fórmula para n = 2 y n = 3 som: 
(a — b}? = a — 2ab + 0, 
(a — b) = 4% — 3ab + 3ab? — b. 


La fórmula para el binomio de Newton (a + by” y la que se 
deduce de ella, (a — 5)”, son fórmulas de multiplicación reducida, 
en las cuales el producto de polinomios iguales (binomios) se toma 
n veces. 

Demostremos ahora algunas fórmulas en las cuales se toma el 
producto de diferentes polinomios. Es evidente la siguiente cadena 
de igualdades idénticas: 


(a — b) (a + b) = (a) (a) + (a) (b) — (b) (2) — (b) (b) = 
=4+a—a—P=a—b, 


Esta fórmula se recuerda, habitualmente, en uma escritura, donde se 
cambian de lugar los miembros segundo y primero; 4% — b? = 
= (a — b) (a + b). He aquí su enunciación verbal: la diferencia 
entre los cuadrados de dos números es igual al producto de la diferencia 
de estos números por la suma de los mismos. 

Deduzcamos la fórmula para la diferencia entro los cubos de dos 
números (a? — b). Por cuanto 


(a — b) (a? + ab + °) = (a) (a°) + (a) (ab) + (a) (0%) — 
— (0) (a°) — (b) (ab) — (b) (0%) = a? + ad + abr 


— ab — ab NR 
entonces 
aà — bè = (a — b) (@ + ab + 0 

Aduzcamos la enunciación verbal de esta fórmula: la diferencia entre 
los cubos de dos números es igual al producto de la diferencia de estos 
números por el cuadrado incompleto de la suma de estos números. 

Las fórmulas mencionadas permiten ver una regularidad con ayuda 
de la cual resulta fácil escribir la fórmula a” — òb" para cualquier 
número natural n. Esta fórmula tiene por expresión 


A E an. E A 


La demostración de esta fórmula se dará en el $ 6 por el método de 
inducción matemática. 
Por fin, deduzcamos la siguiente fórmula: 


¿+ = (a + b) (@ — ab +. 
(a + b) (a — ab + è) = 
= (a) (a) — (a) (2b) + (a) (0%) + (0) (a) — (0) (ab) + (0) (0) = 
= a? — ab -+ ab? + atb — ab? + b = a p bt 


En efecto, 


n 


La enunciación verbal de esta fórmula es la siguiente: la suma de 
los cubos de dos números es igual al producto de la suma de los mismos 
por el cuadrado imperfecto de la diferencia entre ellos. 

Demos a conocer algunas fórmulas que han de recordarse: 


(a + b)? = aè + 2ab + b, 
(a + b) = aè + 3a*%b + 3ab? + b, 
(a — bj? = a? — 2ad + b, 
(a — DY = a? — 3a%b + Bab? — P, 
a? — b? = (a — b) (a + b), 
& — b = (a — b) (a + ab + b), 
aè + b = (a + b) (aè — ab + b°). 


Las fórmulas, demostradas en este párrafo, son válidas para cua- 
lesquiera valores numéricos de la letras a y b. A veces dichas fór- 
mulas se emplean en los casos en que con las letras a y b se han desig- 
nado ciertas expresiones algebraicas, mas en estos casos las fórmulas 
során válidas ya en el CVA de dos expresiones algebraicas a y b. 

En una serie de problemas, al operar con polinomios, resulta más 
cómodo examinarlos no cn la forma estándar, sino en forma de un 
producto. 

La transformación idéntica de un polinomio en la forma de un 
producto de polinomios se llama descomposición del polinomiv en 
factores. Hablando en general, todas las fórmulas de multiplicación 
reducida son precisamente fórmulas que rigen la descomposición 
del polinomío en factores. 

Además de la aplicación de Jas fórmulas de multiplicacón redu- 
cida existen también otros procedimientos para descomponer los 
polinomios en factores, por ejemplo, la agrupación o procedimiento 
consistente en sacar el factor común del paréntesis. Para descomponer 
un polinomio en factores son útiles todos los procedimientos. 

Analicemos un ejemplo do descomposición de un polinomio en 
factores. Agrupando, sacando el factor común del paréntesis y em- 
pleando la fórmula de multiplicación reducida, obtenemos una cadena 
de igualdades idénticas: 


ac + 2abe + Pe + (a + b) d= c (a? + 2ab + 1?) + d (a + db) 
= e (a+ b? + d (a + b} = (a + bP (e +4). 


§ 4. Fracciones algebraicas 


Se llama fracción algebraica una expresión racional fraccional 
que es el cociente de la división de un polinomio por otro. 

La fracción algebraica que representa el cociente de la división 
del polinomio A por otro polinomio B se escribe, corrientemente, 
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en la formaó, con la particularidad de que el polinomio A se deno- 


mina numerador de la iracción algebraica, y el polinomio B, deno- 
minador de la misma. 
Los ejemplos de fracciones algebraicas son: 


Bath. ab—b, at+b, ayy 
AFI? Cdra? Ca? 8" 


7 P PO. 
El CVA de una fracción algebraica D la que figuran n letras, 
es un conjunto de todas las colecciones numéricas correspondientes 


o d 
a la colección literal de la fracción 5 


cada una de los cuales el valor numérico correspondiente del poli- 
nomio B es igual a cero. 


, a excepción de aquellas, para 


Por ejemplo, el CVA de la fracción algebraica es el con- 


junto {(a, b) |a ER; DER; ab} 
Demostromos algunas afirmaciones sobre la igualdad de las 
fracciones algebraicas. 
A 


4. Si se designa la fracción algebraica g cn una sola letra C, 
en el CVA de dicha fracción son equivalentes las igualdades idénticas 
C=% y A=CB. 


La validez de esta propiedad se desprende de la de la afirmación 14 
del $ 2. 


2. Las igualdades 5 = £ y AD = BC son equivalentes en el CVA 


de la primera de ellas. 
Esta propiedad se enuncia a menudo del modo siguiente: dos 


fracciones 5 y A son idénticamente iguales en el CVA. st, y sólo si, 
en dicho CVA se verifica la igualdad AD = BC. 


Demostración. Sea la región W el CVA de dos fracciones $ 


y $. Examinemos cl caso en que A=0 en M. Entonces, F=0 


ab 


y de la igualdad += se dednec que también L=0 en M. 


Por eso, C = 0 en M, y esto significa que AD = BC en M. 
Al contrario, sea AD = BC y A =0 en M. Por cuanto D 40 
c 


y B#0 en M, entonces C = 0 en M. Por consiguiente, 3 = 57 


Examinemos ahora el caso en que no existe ninguna colección 
de la región M, para la cual el polinomio A no se reduce a cero, es 


i de L g: 
decir, el caso en que A + 0 on À. Sea $ = j. entonces de aquí so 


desprende que C 0 en M. Designemos con œ la fracción $ 
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y con f, a Según la propiedad 1 de las fracciones algebraicas, 
A = aB y C = PD. De acuerdo con la afirmación 14 del $ 2, tenemos 

APD = CaB. 0) 
Por cuanto a = B = 0 en M, resulta que, conforme a la afirmación 14 


del § 2, de (1) se deriva que AD = CB. 
Al contrario, sea AD = BC, entonces, por cuanto A + 0, D 40 


y B%0 en M, tendremos C #0 en M. Por lo tanto, a =3 y 
p= 5 no son iguales a cero en M. Multipliquemos la igualdad 
dada AD = BC por aß. Obtendremos una igualdad equivalente 


ABAD = apBC. (2) 
Pero œB = A, BD = C, y la igualdad (2) adquiere la forma 
aAC = BAC. (3) 


Haciendo uso de la afirmación 14 del $ 2, llegamos a que « = $, 
lo que se trataba de demostrar. 

De este modo queda demostrada la propiedad 2 de las fracciones 
algebraicas. 


3. En el CVA de la fracción algebraica + severifican lasigual- 


dades idénticas + 


Cada una de estas igualdades se hace evidente, si hacemos uso 
de la propiedad 2 que acabamos de demostrar. 

4. Para cualquier polinomio K, que no se reduce a cero en el CVA 
de la fracción algebraica $ se verifica la igualdad idéntica $ = Se 

Por cuanto en el CVA de la fracción $ esta igualdad es equiva- 
lente, conforme a la propiedad 2, a la igualdad A (BK) = B (4K), 
la cual es obvia, entonces será evidente también la validez de la 
propiedad 4. 


5. En el CVA de la fracción algebraica £- se verifica la igual- 
dad idéntica -= 4-4 
En efecto. de acuerdo con la afirmación 9 del $ 2 tenemos 
A ( 1 
PAR B--) 


Tomando en consideración la asociatividad de la multiplicación de 
expresiones algebraicas, tenemos 


ES 
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Aplicando] la afirmación 14 del $ 2. llegamos a que 


=i. 
6. En el CVA de la fracción algebraica zs swo verifica la 
P A E E 
igualdad idéntica TO A 


En efecto, en el CVA de la fracción -iy es evidente la validez 
de la cadena de igualdades idénticas 


Ir =ar (3.7) (4) =(25:48) (++) + 


7. En el CVA de dos fracciones algebraicas 2 y 


fica la igualdad idéntica $=F- 
T 

Efectivamente, al aplicar primeramente la propiedad 5 de las 
fracciones y, luego, las propiedades de las operaciones sobre expre- 
siones algebraicas y, por fín, las propiedades 6 y 5 de las fracciones, 
tenemos una cadena de igualdades idénticas 

A 1 1 E] 4 4 i 4 

F=4 $. (a "q ) (45 (7 1 ) ná ad 
EX A, E ZA 

Recordemos el siguiente convenio: si no se indica explícitamente 
la región M, en la que so estudia cierta igualdad idéntica, entoncos 
ésta so examina en el CVA de dosexpresiones que figuran en los miem- 
bros primero y segundo de la igualdad. Por ollo, en adelante no se 
indicará explícitamento la región en la cual se verificará una igualdad 
idéntica, tomando en consideración que ésta es vilida en el CVA 
de dos expresiones que figuran en los miembros primoro y segundo 
de la igualdad. 

Haciendo uso de las propiedades de adición v multiplicación 
de las expresiones algebraicas y de las propiedades de fracciones 
algebraicas, resulta fácil mostrar que se verifican las siguientes 
igualdades idénticas: 


R ADAC. A O Ac 
e aa BESA a 


Efectivamente, aprovechando la propiedad de las fracciones alge- 
braicas, obtenemos 


At AD, CR 


1 2 
FS DAS O Bf 


Al aplicar ahora las propiedades de adición y multiplicación de las 
expresiones algebraicas y. luego. otra vez, las de las fracciones 
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algebraicas, tenemos: 


4 4 1 __ AD+CB 
AD: y +B ED (AD+CB) BD = 


BD  ” 


lo que se trataba de demostrar. 
De modo análogo se demuestra la segunda igualdad: 


+ (O) tomo 


AC 
BD* 
De la misma manera se demuestran también las igualdades: 


t O C€_AD-BC_ A C_ AD 
O TS 


A menudo se requiere reducir a un denominador común las fracciones 
algebraicas, es decir. escribirlas de un modo tal, que todas estas 
fracciones tengan un mismo denominador. Para esto existe el proce- 
dimiento siguiente: es menester descomponer cada denominador en 
factores y, a continuación, multiplicar el numerador y el denomi- 
nador de cada fracción por el producto de aquellos factores de los 
denominadoros de las fracciones restantes que no figuran en el deno- 
minador dado. lo que no los hará variar, según la propiedad de las 
fracciones. 

Ejemplo. Redúzcanse a un denominador común las siguientes 
fracciones algebraicas: 


ë d 
7 UA A 


a 


Descomponiendo los denominadores en factores, escribamos las 
fracciones en la forma: 


a z mo" a 
EIA y? Fa 


Ahora, al multiplicar el numerador y el denominador de la primera 
fracción por (a -} b), el de la segunda por (a? + ab + b?) y el de la 
tercera, por (a — b) (a + b), obtenemos 


0045) , € fat-ab +02) r 
liara paepe RARA > 
d(a—b) (a+b) 


(a— b) (a+b) (atab * 


Dichas fracciones tienen denominadores iguales, es decir, las 
fracciones originales se han reducido a un denominador común. 

En una serie de casos se necesita representar una fracción en 
forma de una suma de fracciones con denominadores más simples. 
Esto puede realizarse sólo en el caso cuando el polinomio en el deno- 
minador de la fracción se descompone en un producto de polinomios 
de grado menor. Mostremos con un ejemplo cómo se hace esto. 
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Supongamos que es necesario descomponer la frucvión algebraica 


3—1 te 


== en fraccion 


descompone en el producto de polinomios is— ll v qa 
tarea es realizable. Con este fin se deben encontrar las 


simples. Por cuanto el polinomo 


tales, que se verifique lo igualdad idén- 


B . x ` B 
Ez Riinan la šuma Er 
De acuerdo con las reglas recién enunciadas, tenemos 
4 B Ar Bl) Bid 


Re 1 
Por cuanto esta fracción debe ser idénticamente igual a la fracción 
(indiquemos que estos razonamientos se realizan para v 


cualquiera. salvo £ = 1 y y = —1), entonces. según la propiedad 2, 
las dos fracciones citadas son iguales sólo en cl caso en que 
[(4+B)x— (A — Bl (x — 1) (2 +1) = (z — 1) iz +4). Como 
esta igualdad ha de verificarse para cualquiera æ, à excepción de 
æ= l y x= —1. entonces, suponiendo, por ejemplo, z = 0, y, 
luego, x = 2, llegamos a que esto se satisface sólo cuando A — B == 1 
yA + B = 1 simultáneamente. Deo la UL o Load 


Ai 


dades se verifican simultáneamente sólo en el caso en que A = 
1 


y Ba 


Este método de descomposición de una fracción en la suma de frac- 
ciones más simples lleva el nombre de método de coeficientes indeter- 
minados, Efectivamente, suponiendo desconocidos al principio los 
números A y B, obtenemos en el CVA la igualdad de dos polinomios. 
uno de los cuales tiene coeficientes conocidos. y el otro, descunocidos, 
expresados a través de 4 y B. Esto nos presta la oportunidad de 
escribir igualdades algebraicas respecto de los coeficientes descono- 
cidos (en el caso dado, A — B = 1, 34 + B = 1). Hallando los 
valores numéricos de los coeficientes desconocidos que reducen las 
igualdades algebraicas dadas en ciertas igualdades numéricas, resol- 
vemos, de este modo, el problema planteado sobre la representación 
de una fracción en forma de la suma de fracciones más simples. 
Desigualdades de las fracciones algebraicas. Demostremos dos 
afirmaciones que son de amplio uso al analizar fracciones algebraicas. 


8. En el CVA de la fracción algebraica son equivalentes las 


stguientes desigualdades: 4>0, y AB>0. 
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Demostrensos que de la validez de la primera desigualdad se des- 
prende la idez de la seguuda. 
Demostración. Desienemos con la letra C la fracción algebraica 


A r r e 
$. es decit, C = yp- En el CVA de la fracción algebraica dada la 


expresión algebraica C es positiva, pues cualquier valor numérico 
de la expresión algebraica C es un número positivo. De acuerdo 
con la propiedad 1 de las igualdades entre expresiones algebraicas, 
tenemos: en el CVA de la fracción dada A = CB. Por consiguiente, 
la expresión algebraica 48 es igna a CB? : AB = CR?, Por defi- 


nición, en el CVA de la fracción ES la expresión algebraica B no se 
reduce a cero. es dec ke la expresión algebraica B? es positiva en el 
CVA de la fracción A El producto de las expresiones algebraicas 
positivas C y B? será también positivo. yan modo análogo se demuestra 
que en ol CVA de la fracción algebraica 4 de la validez de la desi- 


gualdad AB 7>0 sigue la validez de la desigualdad F> 0. 


9. En el CVA de las leen algcbraicas + y £ son equi- 


valentes las desigualdades: -y 


Demostración. Valiéndonos de la afirmación 20, obtendremos 
i R A AR 
las desigualilades equivalentes: F>5 3-5 >0. 


Anteriormente ha sido demostrada la igualdad 


A C_ AD-BC 
o E) 


la cual permite realizar un paso oquivalente más: 


a 0 AD BC 
3>5 => =>". 


De acuerdo con la afirmación 8, la última desigualdad es equiva- 
lente en el CVA de las fracciones algebraicas $ y $ a la desigualdad 


(4D — BC) BD >> 0, que es equivalente a la desigualdad AD?8 > 
> CB*D. La afirmación 9 queda completamente demostrada. 
Las afirmaciones 8 y 9 se emplean también para demostrar otras 
desigualdados. 
nt —b 
_ TE 
y a> b son equivalentes para cualesquiera números aatis ayb 
que no son iguales uno al otro. 
En efecto. de acuerdo con la afirmación 9, son equivalentos las 


Por ejemplo, demostremos que las desigualdades 
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siguientes desigualdades: 


ab y apa 5 
y y i—i (a+ b)2—(a— hr> 0, 


E 


Por cuanto (a + b)? — ía — b)? =- 4ab, la última desigualdad es 

equivalente a la desigualdad (a — b) (a + b) tab > 0, la cual, es 

equivalente, en virtud de que son positivos a y b. a la desigualdad 
h a 


a>b. Por consiguiente, = > 


b 


<=a>b para cmales- 


a—b 
quiera a y b positivos no iguales. 


a+b 


§ 5. Polinomios enteros respecto 


de una letra 


Un polinomio, entero respecto de una letra x, tiene monomios de 
diferentes grados, pues en el caso contrario se pueden reducir los 
términos semejantes. Los monomios de diferentes grados pueden 
ordenarse con relación al crecimiento o decrecimiento de las poten- 
cias de la letra x. Por regla general, un polinomio entero respecto 
de una Jetra se escribe en el orden de decrecimiento de las potencias. 

Un polinomio escrito en la forma aya” aja ty ato, 
+... apat + ån se denomina polinomio ordenado. Si a, +0, 
suelo decirse que dicho potinomio es de grado ». 

Al desconocer. si es nulo o no el coeficiente de ay, se dice que el 
polinomio es de grado no superior a n. 

De esta definición se desprende, en particular, gue los polinomios 
de grado nulo son números distintos de coro. El número cero también 
se considera un polinomio, con la particularidad de que es el único 
polinomio cuyo grado no está doterminado. Para la dosignación 
abreviada de los polinomios se usan, de ordínario, las siguientes 


nolaciones: 
Pl), 00 Tío, Río, pli, qlo. río, 


y, si hace falta subrayar que P (<) es un polinomio de grado n, se 
escribe P, (2). 

Para encontrar la suma «de los polinomios P, (1) y Qu (x) se 
deben escribir todos Jos términos seguidos de estos dos polinomios 
y luego realizar la reducción de los términos semejantes. 

Para encontrar el producto de los polinomios P. tt) y Qm tx) 
es necesario multiplicar cada monomio del polinomio P, 12) por 
cada monomio del polinomio Qm (£), sumar los productos obtenidos 
y reducir los términos semejantes. 

Teorema 4. Dos polinomios. enteros respecto de +, son idêntica- 
mente iguales, si, y sólo si. son iguales sus grados y los cuelicientes 
que tienen las poiencias iguales de x. 

En esta obra se omile la demostración de este teorema- 

En el parágrafo presente. paca denotar la igualdad idéntica entre 


dos polinomios P (z) y Q (x) se empleará la notación P (2) = Q (2), 
es decir, el signo «=» que liga dos polinomios se entenderá en el 
sentido de igualdad idéntica de estos polinomios. En particular, la 
notación P (+)-- © significará que el polinomio P (z) es idéntica- 
mente igual a coro, es decir, es el número cero. 

El teorema 1 puede ser aplicado para descomponer un polinomio 
en factores. Hagamos uso del método de coeficientes indeterminados. 
La esenci» de la aplicación de este método consiste on lo siguiente. 

Soa dado un polinomio Pn (x) de grado n y se necesita repre- 
sentarlo en forma de un producto de polinomios de grados k y (n — k}, 
donde k < n. Entonces se escriben dos polinomios Py (2) y Po-a (2), 
el primero de grado k y el segundo, de grado (n — di). con los coefi- 
cientes designados con ciertas letras, digamos, Ly % +...» % 
para el primer polinomio, y Po, Pi -- - Pnr, en el segundo. Al 
multiplicar los polinomios Pr (2) y Pn- (2), obtenemos el polinomio 
T, (x) de grado n cuyos coeficientes dependen de x, (e = Ù, 4, A 
cod) y B04=0,1..... n—k). Partiendo de la condición 
de que los polinomios P, (x) y Za (x) son idénticamente iguales, 
obtenemos n > 1 igualdades, en las cuales participan n + 2 coefi- 
cientes œ; y [, que han de ser determinados, Suponiendo, por ejem- 
plo. que, — 1, llegamosa n + 1 igualdades, de las cuales se deben 
hallar n j- 1 coeficientes œ; (è = 1, 2. ....k)yBG=0. 4... 
<.. n — kì. Al doterminarlos, hallaremos también los polinomios 
Pr (2) y Par 1) 

Ejemplo. Descompóngase el polinomio 3° + 3x + 4 en factores, 
entre los cuales uno sea un polinomio de primer grado y el segundo, 
un polinomio de segundo grado. Buscaremos los polinomios (2 + a} 
y (Bo? -+ Biz + Ba) tales que se verifique Ja igualdad idéntica 
iz + a) (por! > Bor Ba) = 3° 3x4. Al aplicar el teo- 
rema 1. obtenemos 4 igualdades: Ba — L, Bozi + Bi . pa + 
+P.=3. 2%b,=4 A ostas igualdades les satisfacen fo = 1, 
a = 1, Bi = —1, P, = 4 Quiere decir. el polinomio 2% + 3x + 4 
se descompone en los factores (1 > 1) y (1 — x + 4). es decir, 


Prle+h4=(+D0d—-24+4. 


Observemos que no todo polinoraio puede descomponerse en fac- 
tores. Por ejemplo, el polinomio a% + z — 1 no puede ser descom- 
puesto en un producto de dos polinomios de primer grado. 

Teorema 2. Si el producto de dos polinomios es idénticamente 
igual a cero. por lo menos uno de dichos polinomios será idénticamente 
igual a cero. 

Se omite la demostración de esta afirmación. 

Sustraer de uu polinomio P (r) otro polinomio 7 (z) significa 
hallar un polinomio Q (2) tal que P (2) == T (2) + Q (2). 

No es dificel comprobar que para cualesquiera dos polinomios 
P (z) y T (1) semejante polinomio Q (x) existe y es único. Se llama 
diferencia de los polinomios P (x) y T (2) y so designa Q (r) = P (x) — 
—-T(m. 


Dividir exactamente el polinomio P (+) por el polmomio T (2), 
distinto de cero, significa hallar un polinomio Q (z) tal. que se veri- 
fique P (z) = T (z) Q (2). 

Si tal polinomio Q (z) existe, se dice que el polinomio 7 (1) es 
el divisor del polinomio P (zx), y el polinomio Q (z) se llama cociente 
de la división del polinomio P (x) por el 7 (<) El polinomio P (x) 
no siempre se divide exactamente por el polinomio 7 (z). Por ejem- 
plo, el polinomio z? + 1 no es divisible por el polinomio x + 1 
exactamente. Quiere decir, en el conjunto de polinomios la división 
exacta no siempre es realizable. Sin embargo. como se demostrará 
a continuación, en el coujunto de polinomios es siempre realizable 
la división entera (inexacta). 

División entera (inexacta). Dividir enteramente (con resto) un 
polinomio P (æ) por otro polivomio 7 (z), distinto de cero, significa 
hallar dos polinomios g (x) y r (x) tales que se verifique 


P (2) = T (1) 9 (2) + r (2), (1) 


con la particularidad de que o bien el grado del polinomio r (x) 
es estrictamente menor que el grado del polinomio 7 (z), o bien 
r (z) es cero. 

Cuando se verifica la igualdad (1). se dice que el polinomio 
P (x) se divide por el polinomio 7 (x) con resto r (2) y cociente 
q (z): si r (2) = U, es decir, si el resto es el número cero, se dice que 
el polinomio P (x) se divide por el polinomio 7 (x) con resto nulo, 
o el polinomio P (fr) se divide exactamente por el polinomio 7 (z). 

Ejemplo. Sca (P z) = 7 —4+ 22$ + 2. T (z) 242, 
En este caso se ve con facilidad que P (1) = 7 (æ) (13 ~- 1) -+ x — 2, 
es decir, ol polinomio P (x) se divide por el 7 (x) con resto r (z) 
= 2— 2 y cociente zè + 1. Indiquemos que de la igualdad P (xr) = 
= T (x) 25 — 2? no se deduce que el polinomio P {1) se divide por 
T (2) con resto z*, pues está perturbada la condición de que la poten- 
cia del resto r (z) ha de sor estrictamente inferior al grado del poli- 
nomio T(z). 

Teorema 3. Para cualesquiera dos polinomios P (a) y Y (x), donde 
T (z) 40, existe un par de polinomios q {z} y r (2) tales. que P (x) = 
= T (2) g (2) — r (x), con la particularidad de que o hien el grado del 
polinomio r (x) es estrictamente inferior al grado del polinomio T (2), 
o bien r (z) es el número cero. 

Demostración. Supongamos que P (2) = Ü y T (2) es un polino- 
mio cualquiera distinto de cero: entonces los polinomios q (2) = 0 
y r (x) =0 satisfacen Jas condiciones del teorema. 

Sea P (z) = 0 y supongamos quo el polinomio T (2) os de grado 
superior al del polinomio P (zx), entonces los polinomios q (x) = 0 
y r (z) = P (z) satisfacen las condiciones del teorema. 

Por fin, sea P (1) 40 y supongamos que el polinomio T (z) 
es de grado inferior o igual al del polinomio P (<). Si T (2) =c, 
donde ¢ es una coustante distinta de cero, entonces los polinomios 
9 (2) = P (eje y r (2) = 0 satisfacen las condiciones del teorema. 
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Queda analizar el caso en que el polinomio P (x) es de grado n, 
siendo n > 1, y el polinomio 7 (z) es de grado m, siendo 0 < m < n. 
Sea P (2) =P, (2), T (2) = Tm (2), donde O< m <n, n>1, 
es decir, 

Pa (1) = at H aa ann F lat F am 

Tm (2) = ba PARRA F bmt + bm 
donde ay 3 0, ba 0. Construyamos una sucesión de polinomios 
Qa, (£) del modo siguiente. Hagamos 


Om (2)= P, (E e ga-mT p (3). 


Entonces, o bien O, (x) =0, 0 la, (UN (z) puede escribirse en la 
forma 
Qm (1) apam p a Pam A ah» 

con la particularidad de que az" 0 y el grado del polinomio 
Qar (z) es menor que n, es decir, n, < n; si resulta que n, < m, 
0 Qn, (£)= 0, ontonces los polinomios q (x) = par yr) = 
= 0, (x) satisfacen las condiciones del teoroma; en cambio, si 
n>m, realizamos el paso ER hagamos 


Qna (2) = Qn, (m- E mm (2). 


Está claro que o bien Qh, (2) = De o bien ny < nm, <n, y Que (2) 
puede escribirse en la forma 

A A E aRa H ai 
con la particularidad de que amO. | Si resulta qe. pam o 
Qna (2) =0, entonces los polinomios apa IE quo y 
r (2)=0Qna (x) satisfacen las condiciones del 1corema; si. en cambio, 
n >m, realizamos el paso siguiente y continuamos este proceso. 
Por cuanto en cada paso la potencia va disminuyendo: n > n, > 
œ> na... entonces en cierto k-ésimo paso el número natural ny 
se hará inferior al número natural m, o Qn, (x) = 0, y el proceso se 
dará por terminado. Obtendremos como resultado: 

a- 
Pia (per ama + aT) x 
y 
* Tn (2)+ Qn, (2). 


1 
Entonces, los polinomios r (1)=0,, (2) y ao= (7 amy ar 


k- 
al 
ramon po —Á Parr) satisfacen las condiciones del 


teorema. 
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Así pues, la afirmación del teorema acerca de la existencia de los 
polinomios q (x) y r (z) queda demostrada. 

Teorema 4. Un par de polinomios g (2), r (x) que satisface las con- 
diciones del teorema 3 es único. 

Demostración. Supongamos Jo contrario, es decir, que existen 
dos pares de polinomios q (x), r (x) y q, (2), r, (x) tales, que P (2) = 
= T (x) q (2) + r (z) y P (2) = T (2) q, (2) -+ r, (2). Haciendo uso 
de la definición de igualdad de los polinomios, tenemos 


T (2) lg (2) — 91 (2)] = 7, (2) — r (0). 2) 


Son posibles dos casos: ó r, (2) — r (x) = 0, ó r, (1) — r (a) 40. 
En el primer caso, ya que 7 (x) Æ 0, entonces g (x) — q, (2) = 0, 
y la unicidad tiene lugar. 

En el segundo caso, por cuanto la potencia de r, (2) — r (2) no 
es mayor que la de 7, (z) y de r (x), entonces la potencia de r, (z) — 
— r (z) os inferior al grado del polinomio 7 (x). Al mismo tiempo el 
grado del polinomio 7 (x) [g (x) — q, (x)] o bien es superior o bien 
igual al del polinomio 7 (z). Quiere decir, en la igualdad (2) los 
polinomios que figuran en los miembros primero y segundo tienen 
grados diferentes lo que coutradice el teorema 1. La contradicción 
obtenida significa que r, (z) — r (x) = 0, y la unicidad en este caso 
ya está demostrada. Al unir los teoremas 3 y 4, obtenemos el siguiente 
teorema válido. 

Teorema 5. Para cualesquiera dos polinomios P (x) y T (2), donde 
T (z) 0, existe un par de polinomios (y este par es ùnico) q (£) y 
r (x) tales, que P (x) = T (2) q (2) + r (2), con la particularidad de 
que o bien el grado del polinomio r (x) es estrictamente inferior al grado 
del polinomio T (x), o bien r (x) es el número cero. 

Para determinar los coeficientes de los polinomios g (e) y r (a) 
existen varios métodos. El de mayor uso es el método de coeficientes 
indeterminados, ya estudiado anteriormente. 

Sean dados los polinomios P, (2) y Ty» (2), donde n >m, Ha- 
gamos 


g (2) = eat” peo dhë Payas 
r (z) = da i da $ dm 


donde los coeficientes c; y dy no están por ahora determinados (obser- 
vemos que en total hay n + 1 coeficientes y ca == 0). Exijamos que 
se verifique la igualdad 


Pa i2) = Tm (2) 9 (2) + r iw). 


Al abrir los paréntesis y al igualar los coeticientes de las mismas 
potencias de z en los miembros primero y segundo. oblendremos 
n +41 igualdades, en las cuales intervienen v -1 cuelicmntes 
A A A dasi A AS 
laremos, de este modo, los polinomios q (x) y r t) 
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Ejemplo. Sea P (2) = 2t —5 L 2, T (2) = 24? — 3z. Supo- 
miendo q (2) = cot? -j ex + ca (Co 0), r (1) = dor + dy, escriba- 


mos la igualdad 
50 4+2 = 
= 12 — 3x) (eq? + et + ca) + (dor + dy). 
que puede escribirse también en la forma 
— 523 + 2 = 2egat + (20, — 300) 2° + 
= (20, — 301) 1° + (do — 303) 2 + dy- 


De acuerdo con el teorema 1, son válidas las igualdades 


De ostas igualdades encontramos c= 1, e =—1, c= E dya 


e d,¡=2, y eu este caso resulta que q(%)= 


o 
r()=-—>3:+2 


Esquema de Horner. Analicemos la división de un polinomio 
por el binomio (z — a) 
Sea dado el polinomio 


Pa (2) = a" + qua + ayan sia Flyt + Ay 


donde a, += U. n > 1, y sea dado el binomio (x — a). De acuerdo 
con el teorema 5, existen un polinomio q (x) y un número r tales, 
que Ph iz) = (x—a)q iz) —r. El grado del polinomio El (z) es 
igual a (n — 1). Por eso, q (2) = bor“? + br- o + 
+ bas» donde bo + Ô. Determinemos los números bos Dir das... 

+ «y On, y T, empleando el método de coeficientes indeterminados. 
Sustituyamos 2 (z) en la igualdad P (2) = (1 — a) q (2) + r, y ob- 
tendremos 


A L aa” A H ant H n = 
- hgt” i- (by — abo z" + b, = ab) H nn 
H n- Abn) © + (1 — abam). 
Según ia regla de igualdad de los polinomios, obtenemos de aquí 


29 


que 


de donde 


EN 
ETA 

Así pues, los coeficientes de) cociente y (z) y el resto r se expresan 
en términos de los coeficientes del polinomio P (x) y del número œ 
con ayuda de las operaciones de adición y multiplicación según las 
fórmulas (3), de donde se deduce: 

a) Si Gor Aj, dz... es (y y 2 
bos Uy Das - + bn- y 7 son tam 

b) si ao, Aj. dp, .... an Y 2 son números enteros, entonces 
Dor bis bas + bnm y r son también números enteros. 

De las fórmulas (3) proviene la siguiente reglo para calcular los 
coeficientes bo, bis hz +... bn- y el resto r. 

Escribir en una línea todos los coeficientes seguidos del polino- 
mio Pa (2), partiendo de ay. En la segunda línea escribir, debajo 
de aq, el coeficiente by que es igual al cocficiente ap. Multiplicar œ 
por by y, adicionando el producto aby a a,, obtener el coeficiente by, 
escribiéndolo en la segunda línea debajo de a,. Multiplicar œ por by 
y, adicionando el producto xb, a a,, obtener el coeficiente ba, escri- 
biéndolo en la segunda línea debajo de a,. Obtener. continuando este 
proceso, el coeficiente ba- y escribirlo en la segunda línea debajo 
de Gp-,. Multiplicar, por fin, æ por b,-, y, sumando el producto 
Qba- con än, obtener el resto r, escribiéndolo en la segunda línea 
debajo de an. 

Esta regla se escribe en forma de la siguiente tabla que se denomi- 


na esquema de Horner: 
A d 
y y 


bra r 


números racionales, entonces 
n números racionales; 


l ahte, 
tJ 4 


do Y 


El esquema de Horner permite dividir con facilidad el polinomio 
P (x) por el binomio + — a, es decir, hallar dos coeficientes de] co- 
ciente q (x) y el resto r. 

Ejemplo. Hallemos, aplicando el esquema de Horner, el cociente 
q (x) y el resto r, al dividir el polinomio P (x) = 243 — z* — 31% + 
— x — 3 por el polinomio T (z) =x — 3. 

El esquema de Florner tiene la siguiente forma 


+ 120% 3 - 109) H 324. 

Teorema 6 (de Bezoul). El resto de la división de un polinomio 
P (x) por un binomio (x — a) es igual al valor del polinomio P (x) 
para x = a, es decir, r = P (a). 

Demostración. Al sustituir en la igualdad P (z) = (2—a) « 
x g diz) «+ r el valor de «, en lugar de x, obtendremos P (2) -= 
e 2) q (a) + r, de donde se desprende precisamente que 
r= (x). 

Teorema 7. El polinomio P (x) se divide por el binomio (x — «) 
exactamente. si. y sólo st, el valor del polinomio para z = œ es igual 
a cero, es decir. se P (a) = 0. 

Demostración. Necesidad. Supongamos que el polinomio P (x) 
se divide por el binomio {x — æ) exactamente. Esto significa que 
el resto r es igual a cero. De acuerdo con el teorema de Bezout, el 
resto r= P (2). Por consiguiente, P (2) — 0. 

Suficiencia. Sea P (a) = 0. Por otra parte, según el teorema 
de Bezout, r P (a) Quiere decir. r = 0, es decir. P (2) se divide 
exactamente por 7 — «e 

Demos a conocer algunos corolarios de este teorema. 

3. EL polinomio P, (x) — a" —a* se divide exaclamente por el 
binomio (1 — a) con n natural cualquiera. 

En electo, Pa (2) =- a" — a” -- 0, 

2. El polinomio P, (a) ~= x" — a" se divide exactamente por el 
binomio ix - - u) con n par cualquiera les decir. con n - 2m). 

En efecto. Pan (a) -= (a) — a 0, 

3. El palmo P, (a) 1% <- a" se divide exactamente por el 
binomio Le + 2) com n impar cualquiera tes decir. con n = 2m |- 4). 

En efecto, Pansy (2) = (a+ 1 751 = 0, Veamos ahora 
cómo se aplican estos corolarios. 

Se necesita demostrar que para cualquier z par natural el número 
(20" 16* — 3% — 1) se divide por 19. Por cuanto n = 2m, donde 
m € N, entonces aprovechomos las fórmulas de multiplicación redu- 


cida: 
20% + 18" — 3% — 1 = (20 — 4) + (16™ — 3 


= (20% — 4) (20% +4) + (167 + 3%) (16% — 3%), (4) 


En el primer sumando el primer factor se divide exactamente, para 
cualquior m € N, por el número (20 — 1). es deci, por 19, En el 
segundo sumando el primer factor se divide exactamente, para 
m =2 +4, REN. por el número (16 i- 3), es decir, por 19 
Cuando m = 2%, el segundo factor puede ser representado cn forma 
de un producto de factores (16* — 3%) (16% — 3%), Sth es impar, la 
descomposición del segundo sumando en factores se da por tecmi- 
nado. Eu cambio, si / es par. Ja descomposición continúa. Kealiz 
dos un número finito de pasos, que no exceda de (n — 1). la descom- 
posición se acabará y uno de los factores de esta descomposición 
tendrá por expresión 16” -- 3*, donde s es un número impar. Buton- 
ces, dicho factor es divisible por 19. De este modo, los sumandos 
en la igualdad (4), tanto el primero como el segundo, se dividen 
por 19, cualquiera que sea m € W, y. por lo tanto, también se divide 
por 19 el número (20” -+ 16" — 3" —4), siendo n un número natural 
par cualquiera. 

Raíces de un polinomio. Un número æ se denomina raíz del 
polinomio P (x), siempre que P (a) = 0. Asignaremos al teorema 7 
otra enunciación, haciendo uso de la definición de raiz de un poli- 
nomio. 

Teorema 8. Un número a es la raíz del polinomio P (1), st, y sólo 
si, el polinomio P (x) se divide exactamente por el binomio x — a 

Demostremos el teorema sobre la búsqueda de las raices enteras 
de un polinomio. 

Teorema 9. Si todos los coeficientes de un polinomio de grado n, 
donde n > 1, son números enteros y la raíz a de dicho polinomio es tam- 
bién un número entero, entonces el número a es el divisor del término 
independiente del polinomio. 

Demostración. Sea dado un polinomio de grado n, (n > 1) 


Pa (2) = aot” + at" p aott p onna 
ses Hanat an (09,0) 


y supongamos que q es la rafz de este polinomio. Realicemos la divi- 
sión entera del polinomio P, (x) por el binomio (x -- œ), entonces el 
cociente será el polinomio q (1) = bọx”-t + <- + Öron 
y el resto, el número r. Según se ha mostrado m más arriba. se todos los 
coeficientes del polinomio Py (x) y æ son números enteros, entonces 
seráu también enteros los números by. by y bn- -1 y ro Conforme 
al esquema de Horner. r = an l- gbp- según el teorema 8, si 
o es raíz del polinomio, entonces? = =D. Pa eso. tenemos la igualdad 
ûn F abhi =0, de donde a, -a (— b,-). Por cuanto dp, %. 
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(—ba-1) son todos números enteros. de aquí proviene que œ es el 
divisor del número a,. quedando demostrado el teorema. 
Corolario. Pueden ser raíces enteras de un polinomio con coeficientes 
enteros sólo los diwisores del término independiente del polinomin, 
Este corolario permite determinar todas las raíces enteras de un 
polinomio con coeficientes enteros, aplicando para ello el esquema 
de Horner. 
Ejemplo. Aclárese si tiene raíces enteras el polinomio 


P, te) = +28 — E (5) 
Los divisores del término independiente son: 4, —1. 5, —5. 
Determinemos los valores del polinomio en estos puntos: 
PAD=1+2-2-645=0, 
PEN = 12-24 64+5=820, 
P, 15) = 625 + 250 — 50 — 30 +5 = 800 = 0, 
P, (—5) = 625 — 250 — 50 + 30 + 5 = 360 = 0. 
Así pues, el polinomo (5) tiene una raíz entera z, = 1, mientras 
que los números 5, —5 y —1 no son sus raíces. Aplicando el esquema 


de Horner, descompongamos el polinomio (5) en factores. El esquema 
de Horner tendrá la siguiente forma: 


— 61 + 


ë 5 


E 14% LIHA ri 
kA IR 
y 3 a A 


sg 
5 é 


Por consiguiente, z + 22 — 2r? — br l- 5 = (x — 1) (0 + 
+3 +r 5) 

Buscaremos ahora las raíces del polinomio Py (x) = 23 + 32? + 
+ x — 5. Los divisores de su término independiente son: 1, —1, 
5. —5. No hay necesidad de buscar el valor del polinomio Py (2) en 
los puntos — . —5, puesto que estos números no son a ciencia 
cierta las raíces del polinomio P, (+) y, por lo tanto, del polinomio 
P, (x) debido a que el polinomio P, (x) no se anula en estos puntos. 
Comprobemos, por eso, solamente cl número 1. 


Py(l)=1+331—5=0, 


Aplicando de nuevo el esquema de Horner: 


obtendremos Py (2) = {z — 1) (a? 4- 4x +5). por lo cual el poli- 
nomio P, (x) puede ser escrito en la forma: P, (s) = (£ — 1} x 
X (2? + ár + 5). 

Como el trinomio de segundo grado 2% — 4r + 5 no tiene raíces 
enteras, entonces, por consiguiente, el polinomio P, (1) tiene dos 
raíces enteras: z} = 1, z, = 1, En estos casos resulta conveniente 
introducir la noción de multiplicidad de la raiz. Si un polinomio 
P, (z) so divide exactamente por (z — a)”, donde X es un número 
natural fijo, pero no se divide exactamento por (x — a”, entonces 
æ se denomina raíz de multiplicidad 4 del polinomio P, (x). Las 
raíces de multiplicidad unidad se llaman raíces simples del polí- 
nomio. De este modo, el polinomio P, (x) en el ejemplo (5), aducido 
más arriba, tiene vna raiz « = 1 de multiplicidad dos. 

Observación. Si queda determinada una raíz zı = œ del poli- 
nomie P (2), dicho polinomio puede ser escrito en la forma P (x) = 
= (x — 2) q (x), donde los coeficientes del polinomio q (x) se cal- 
culan cen facilidad por el esquema de Horner. Para hallar otras raíces 
del polinomio P (x), hay que encontrar las raíces del polinomio 
q (z). Es importante subrayar que el polinomio g iz) puede tener 
como raíz el mismo número æ, el cual se determina también por el 
esquema de Horner. 

Si no se buscan las raíces del polinomio g (x) y se buscan, en lugar 
de ellas, las raíces del polinomio P (x), entonces la raíz, ya deter- 
minada, no se revelará por segunda vez mediante el mismo método. 
Por esta razón, después de determinar una raíz, se deben buscar 
las raíces del cociente, es decir, las raíces del polinomio q (2). 

Teorema 10. Si un polinomio 


Pa (2) = 0 4 au 4 a"? H pl + ans 


cuyos coeficientes son enteros y el mayor de ellos equivale a la unidad, 
tiene raíz racional, esta raíz será un número entero. 

Demostración. La demostración de este teorema so realizará 
por reducción al absurdo. Supongamos que el polinomio P, (x) 
tiene una raíz œ~ = plg, donde p y g son números enteros recípro- 
camente primos, Por cuanto el número p/g es una raíz del polinomio 
Pa (x), entonces se verifica la siguiente igualdad numérica 


n n-z 
da Ha dert dert H an E =0 
la cual puede escribirse en la forma equivalente 


pra 


am ON 


Multiplicando esta igualdad por q”, obtendremos la igualdad 
equivalente 


P po n-a n-i pe. 
a E o io 3 
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Puesto que los números p y g son reciprocamente primos, el número 


T ho es entero. mientras que en el segundo miembro de la última 


igualdad figura un número entero. Tal igualdad no es posible, por 
lo cual Ja suposición no es cierta y el teorema queda licilo 
Corolario. Se todos los coeficientes de un polinomio son números 
enteros y el mayor coeficiente es igual a la unidad, entonces todas las 
raíces racionales de dicho polinomio son números enteros. 
Examivemos el polinomio P, (2) = agt" + ar ati 
+. : Ay 2 ra, de coeficientes enteros, y el polinomio 


Qr (e) = ag=1P, (2) = (aya)? + a; (a A H oeo Y papal. 


Está claro que los polinomios Pn (1) y Qn (x) tienen raíces iguales. 
Denotemos y = dox, entonces 


Qu D = Tn (Y) = y" + y" + agao? + 
+ aay A H agat, 


En virtud del teorema 10, el polinomio Tn (y) tiene solamonte raíces 
enteras que pueden ser determinadas. Supongamos que dichas raíces 
sean los números yı, Ya, + « -» Ymi entonces los números za = Yn/2o, 
donde k € (1, 2; ...; m}, y sólo ellos, során raíces racionales del 
polinomio P, (x). Así pues, para todo polinomio con coeficientes 
enteros pueden determinarse todas sus raíces racionales. 

Si los coeficientes del polinomio son números racionales, enton- 
ces, después de reducirlos a un denominador común, se pueden buscar 
sólo las raíces del numerador, que es un polinomio con coeficientes 
enteros. 

Ejemplo. Eláltense las raíces del polinomio Py(1)=*%+ 
ino. Examinemos el polinomio Qy(z)=8Py (z) = 
= + (20) — 22 — 1, ó Ta (1) =* + eP — t 1, donde t = 

Los divisores del término independiente del polinomio Tg (t) 
son +4, —1. Determinemos los valores del polinomio 7 (t) en estos 
puntos: 


TiD=1t+14-1-1=0, 
T (1) =A+1+11=0 


Al aplicar el esquema de Horner, obtendremos Ta (t) = (t — 1) X 
XT + 2t ~- 1). El polinomio (t* — 2t + 1) es el cuadrado per- 
fecto del binomio {£ -+ 1). Por consiguiente, el polinomio Tg (t) 
tiene tres raíces: l, 1, łą = —1, 1, - —1, mientras que el poli- 


nomio P441). las tres raíces respectivas; 1, = 4: la = [=y 
1 


1 7 A P 
— 5: 0 Inen dos raíces diferentes: una simple x, = 5 y otra, 


ad aa. 


de segundo orden de multipk 


96 


Detendrémonos, en conclusión, en las raíces del binomio P, (z) = 
= z" —a. Según se deduce del $ 5 del capítulo anterior, para 7 
par el binomio P, (x) tiene: dos raíces Y a y — Ya, siempre que 
a> 0, y una raíz 0, cuando a = 0; si a < 0, el polinomio no tiene 
raíces. Si n es un número impar, el polinomio P, (z) tiene: una raíz 
Y a, sia >0, y también una raíz (—Y | a |), si a < 0. Por ejemplo, 
el binomio 23 + 11 tiene una sola raíz (—Y T1). 


$ 6. Método de inducción matemática 


Existe una inmensidad de afirmaciones que dependen de un nú- 
mero natural n. ¿Cómo se deben entender tales afirmaciones? 

Por cuanto hay una infinidad de números naturales, cada afir- 
mación contiene, de hecho, un número infinito de afirmaciones. 
Por ejemplo, la afirmación: la suma de los primeros n números natu- 
rales es igual a tn , Contiene en sí Jas afirmaciones siguientes: 

para n = 1: el primer número natural, es decir, la unidad, es 


A 
ai 


igual a 


para n : la suma de los primeros dos números naturales, es 
decir, la suma de los números uno y dos 
es igual a zeti 5 


para n = 3: la suma de los primoros tres números naturales, es 
decir, la suma de los números, uno, dos y tres, es 


igual a 380, 


para n= 10000: la suma de los primeros diez mil número: 
naturales es igual a 100 0 0 


ete., es decir, la afirmación que se considera 
realmente contiene una infinidad de afirma- 
ciones. 

Análogamente, cualquier otra afirmación, dependiente de un 
número natural z, es, de hecho, la forma simplificada de escritura 
de un número infinito de afirmaciones. 

Surge la pregunta: «¿cómo podemos convencernos de la validez 
de una afirmación dependiente de un número natural?» 

Con el fin de demostrar las afirmaciones dependientes de un 
número natural n se emplea, a menudo, el método general de demos- 
tración, el método de inducción matemática completa. Este método 
está basado en los axiomas de los números naturales. Mas, por cuanto 
dichos axiomas no se han mencionado anteriormente, cl método de 
inducción matemática completa se acepta aquí sin demostración. 
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Para demostrar ta] o cual afirmación dependiente de un número 
natural n, se haco lo siguiente: 

1. Se comprueba la validez de esta afirmación para n = 1. 

2. Se supone la validez de esta afirmación para n = 

3. Se demuestra la validez de esta afirmación para n = k + 1, 
tomando en consideración su validez supuesta para n = k, después 
de lo cua) se saca Ja conclusión de que la afirmación es válida para 
cualquier número natural r. 

Haciendo uso de este método, demostremos que para todo núme- 
ro natural n se verifica la igualdad 


142434... pat, (1) 


Comprobamos la validez de la igualdad (1) para n <= 1. Para 
n= 4 la igualdad se escribirá en la forma: 1 =t, y, es 
obvio que la igualdad se verifica. Supongamos que la igualdad (1) 
se verifica para n — k, es decir que es válida Ja igualdad 

142434... 4 == EEEN, 2) 


Con ayuda de la igualdad (2) demostromos que la igualdad (1) se 
verifica para n = k +4, es decir. demostremos la validez de la 
igualdad 


142434 ...+(41)= 
En efecto, estudiemos la suma 14243 +... + (+1). Al 
emplear primeramente la propiedad de asociatividad de la adición 


y. luego, la igualdad (2), obtenemos realizando las transformaciones 
más simples: 


O A nn Hk) keti) 
oa ra ++) = 431142 CEDIDA, 


Urbina A (3) 


es decir, confirmamos la validez de la igualdad (3). A base del método 
de inducción matemática completa llegamos a la conclusión de que 
la igualdad (1) os válida para cualquier número natural n. 

Veamos un ejemplo más. Demostremos que para cualquier nú- 
mero natural n se verifica la desigualdad 


ngr, (4) 


Demostración. Cuando z = í, la desigualdad (4) se convierte 
en una lícita desigualdad numérica 1 < 21-1. Supongamos que la 
desigualdad (4) se verifica para n = k, es decir, que es válida la 
desigualdad 

kgr. (5) 
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Recurriendo a la desigualdad (5), demostremos la validez de la dos- 
igualdad (4) para n = k + 1. es decir, demostremos que se verifica 
la desigualdad 

(k + 1) < 20m, (6) 


Efectivamente, es obvio que k + 1 < 2k. De aquí. aprovechando la 
desigualdad (5) y la propiedad de transitividad de las desigualdades, 
resulta que k -+ 1 < 2-20). El segundo miembro de la última 
desigualdad puede ser escrito en la forma 24%", de donde precisa- 
mente se desprende Ja validez de la igualdad (6). A base del método 
de inducción matemática completa Hegamos a la conclusión de que 
la desigualdad (4) es válida para todo número natural n. 

Método generalizado de inducción matemática completa. El 
método de inducción matematica completa se emplea frecuente- 
mente en la demostración de las afirmaciones que son válidas no para 
todos los números naturales », sino sólo para » superiores o iguales 
a cierto número natural p. Entonces, la esencia del método de induc- 
ción matemática completa es casi la misma. pero se cambia el punto 1 
por el punto 1a): «Se comprueba la validez de esta afirmación para 
n = p». En este caso, con el fin de demostrar la validez de nna afir- 
mación para cualquier n natural (n > p) se hace lo siguiente: 

1. Se comprueba la validez de la afirmación para n +: p. 

2. Se presupone la validez de esta afirmación para n — k (donde 

k>p). 
3. Se demuestra la validez de esta afirmación para n = k + 4, 
tomando en consideración la validez de la misma para n = k. Des- 
pués se saca la conclusión de que la afirmación es válida para todo n 
natural (n > p). 

Demos un ejemplo de demostración de una desigualdad con ayuda 
del método generalizado do inducción matemática: demostromos que 
si œ es un número fijo tal, que 4 > -—A y œ <0, entonces para cual- 
quier n natural (n > 2) se verifica la desigualdad de Bernoulli 


(14 0">1-+an. (7) 
En efecto, cuando n = 2, la desigualdad (7) tiene por expresión 
(1 +0) >1 + a, (8) 

La desigualdad (8) es equivalente a la desigualdad 
>o. (9) 


La desigualdad (9) es obvia para œ + 0. Por consiguiente. la desi- 
gualdad (8) se verifica para los números a: ex consideración. Supon- 
gamos que para los œ en consideración con n = k (> 2) la desi- 
gualdad (7) es válida, es decir, 

(140)>1+ak. (10) 


Demostremos, haciendo uso de la desigualdad (10), que la desigual- 
dad (7) se verifica para n = k + 1, es decir. demostremos la desi- 
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gualdad 
U +a H >i taik 1). (11) 


Para la demostración multipliquemos ambos miembros de la desi: 
gualdad (10) por un número positivo (1 + æ) (por cuanto a > —1, 
entonces, 1 + «a > 0). Obtendremos la igualdad 


(1 +a > (1 + ak) (1 +0). (12) 


que es equivalente a la desigualdad (10), es decir, obtendremos que 
la desigualdad (12) se verifica. 
Demostromos ahora la validez de la desigualdad 


(1 + al) (1 + 0) >1 +0 (+4). (13) 


Trasladando todos los términos de la desigualdad (13) a una parte, 
abriendo los paréntesis y reduciendo los términos semejantes, obte- 
nemos una desigualdad equivalente ak > 0, la cual se verifica, 
puesto que «> 0 y k> 2. Por consiguiente, la desigualdad (13) 
es válida, pero entonces, aprovechando la validez de las desigualdados 
(12), 43) y la propiedad de transitividad de las igualdades conclui- 
mos que es válida también la igualdad (11). De este modo, la dosi- 
guoldad de Bornoulli queda demostrada para cualquier n natural, 
n> 2. 

Tiene sentido que sea retenida en la memoria esta igualdad, pues- 
to que cón su ayuda se puede demostrar la validez de muchas otras 
desigualdades, por ejemplo, la validez, para cualquier n natural, de 
la desigualdad 


(142) <(+ +)". (14) 


En efecto, realizando ciertas transformaciones elementales, obte- 
nemos una cadena de desigualdades equivalentes: 


e ny (n42 nn 
(+) n eaae S aa 1 

n- at nin+2) n+2 
ai A => +1 [- ll >1 (15) 


Con el dnd de demostrar la desigualdad (15), para n>2, apliquemos 
la desigualdad de Bernoulli (7) a la expresión l- +] 


considerando « = — . Obtendremos 


4 
(+1) 
1 a n 
le) >> 
Mulliplicando ambos miembros de esta igualdad por un número 


zo + obtendremos 
a [1+( y > ma (1 HN ). 
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positivo 


Por cuanto 


n-+2 ( n ) E A 

+1 HF er ci 
entonces, empleando la propiedad de transitividad de las igualdades, 
tenemos: 


n+2 1 +2 n 
ale >) >t 
De este modo la desigualdad (5) queda demostrada. 

Como la desigualdad (15) es equivalente a la (14), ésta última 
también se verifica para n 2. Por cuanto es obvia para n= 1, 
la validez de la desigualdad (14) queda demostrada para cualquier 
n natural. 

Resolución de los problemas de divisibilidad. El método de induc- 
ción matemática se emplea también para resolver problemas de divi- 
sibilidad. 

Demostremos, por ejemplo, que para cualquier n nalural el nú- 
mero N (n) = n? + 5n es divisible por 6. 

Demostración. Cuando n = 1, el número N (1) = 6, y, por eso, 
N (1) se divide por 6, es decr, la afirmación es válida, si n = 
Supongamos que la afirmación es legítima para n = k, es decir, 
que N (k) = (4% + 5k) se divide por 6. Aprovechando el hecho de 
que el número N Fe se divide por 6, demostraremos la validez de 
la afirmación para n = k + 1, es decir, demostraremos que el nú- 
mero N (k + 1) = l(k + 11% + 5 (k+ 1)] se divide por 6. 

Efectivamente, haciendo uso de la propiedad de asociatividad 
y de conmutatividad de las operaciones sobre los números y las expre- 
siones algebraicas, tenemos: 


N (k 1) = [+ 1) +5 (+41) = 04344 3k+4+ 
+ 5k +5 = (K + 5k) + 6 + 3k + 3k = 
= N (k) +6 + 3k (k +1). 


Por cuanto k y k + 1 son dos números naturales seguidos, uno de 
ellos es par, por lo cual el número 34 (k + 1) se divido por6, Te- 
niendo en cuenta que el número X (k) se divide por 6 y el número 6 
se divide por 6, obtenemos que será divisible por 6 también el nú- 
mero N (k + 1). A base del método de inducción matemática com- 
pleta se saca la conclusión de que el número N (n) ~ n? + 5n se 
divide por 6 para cualquier número natural n. 

Analicemos la resolución de un problema de divisibilidad más 
complejo, cuando el método de inducción matemática completa ha 
de emplearse varias veces. 

Se pide demostrar que para cualquier n natural cl número 
(32" — 1) no es divisible exactamente por el número 2"+9, 

Cuando n = 1, la afirmación es evidente, puesto que $ no se 
divide por 16. Supongamos ahora que la afirmación resulta válida 
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para n = k, es decir, que el número (3%* — 1) no se divide exacta- 
mente por el número 2%+*3, Demostremos entonces que el número 
(32% — 1) no se divide exactamente por el número 2%+%, es decir, 
la afirmación es válida para n = k + 1, Representemos la expresión 
(82 31) en forma de un producto; 


gu 4 = (8% — 1) (3% 4 1) 


Por hipótesis, cl primer factor del producto no se divide exactamente 
por el número 2%, es decir, en la representación del número com- 
puesto (3% — 1) en forma de un producto de números primos el 
número dos se repite no más de (le + 2) veces. De este modo, para 
demostrar que el número (3%* — 4) no se divide exactamente por 
el número 2**, se debe demostrar que el número (3% + 1) no es 
divisible por 4. 

Con ol fin de demostrar dicha afirmación demostremos una afir- 
mación auxiliar: para cualquier z natural el número (3% + 4) no 
se divide por 4. Cuando n = 1, osta afirmación es evidente, puesto 
que 10 no se divide por 4 sin resto. Suponiendo que (3% + 1) no 
es divisible por 4, demostremos que tampoco (3:41 + 4) se divide 

por 4. Represontomos la última expresión en forma de una suma 
aden +1= = (3 + 1) + 8:3%%, El segundo sumando de la suma 
se divide por 4 exactamente, mientras que el primer sumando no se 
divide. Por consiguiente, loda la suma no es divisible por 4 sin resto. 
La afirmación auxiliar queda así demostrada. 

Ahora está claro que (3%* + 1) no se divide por 4, puesto que el 
número 2% es un número par. Oblenemos en definitiva, en virtud del 
método de deducción matemática completa, que el número (32%* — 1) 
no se divido exactamente por el número 2"**, cualquiera que sea n 
natural. 

En conclusión demostremos por el método de inducción matemá- 
tica dos afirmaciones aducidas anteriormente ($$ 2, 3, cap. II). En 
el $ 3 se expuso la fórmula del binomio de Newton: 


(aby =Cha" 4 Cna" b+ CO. (16) 


Aquí, C$ son los evakicientos binomuales que se calculan según 
j 
la fórmula Ch = > 

Demostremos la igualdad (16). 

Cuando n = Í, la lórmula (16) se escribirá en la forma (a + b} = 
= Cial + Cib' Tomando en consideración la regla para el cálculo 
de los coeficientes binomiales, oscribamos esta fórmula en la forma 
(a + b)! = a' + bt, os decir, nos convencemos de gue la fórmula 
(16) es válida paran = 1. Supongamos que ella es válida para n = k, 
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es decir, que se verifica la fórmula 
(a+ b)" = Cha" Cra 4 Ch tatta 
E Ct atan CKT ab CR AT) 
Demostremos, haciendo uso de la validez de Ja fórmula (17), que 


la fórmula (16) os ciorta para n = k + 1, es decir, demostremos que 
se verifica la fórmula 


(=P OA Ca 
EC CREO a CAOL (18) 


En efecto, utilizando sucesivamente, al principio, las propiedados 
de la potencia con exponente natural, luego, la fórmula (17) y, por 
fin, la regla para multiplicar polinomios, obtendremos 


(a+b) = (a+b) (a+ b)" = (a+b) (Cha Ciao Cia... 
co PO Cal q CA dpi, 
OC) = Cha" 4 Chab + Cia. 
Cta apa 4 Clarin Ojala y pree: 
e. + Ci tah- Chad! + Cha Cia Chal 
ER: a Ip Cjapi POH ghia pia y ro 
-HOR abt CD, (19) 
Reduciendo los términos semejantes en esla suma, llegamos a que 
(a+b) = Cha"! + (Ck+ Ch) a"b+ (CEC) ad n 
SS (C H a 
(CO aa (C+C ab" a ci, (20) 


Por cuanto el coeficiente Cf es el número de combmaciones de n 
elementos tomados a k (véase $ 7, cap. 1), entonces 


om4 creon 


Haciendo uso de esta igualdad y también de las igualdades evi- 
dentes C} = 1 = Cł4 y Ci=1=Citl, obtenemos la validez 
de la fórmula (18) que se predetermina por la de la fórmula (20). 
A base del mélodo de inducción matemática completa se saca la 
conclusión de que la fórmula del binomio de Newton (16) es lícita 
para cualquier número natural n. 
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En el $ 2 se ha aducido la igualdad de las expresiones algebraicas 
(A — BA TI GAMBA ABR B*-) = A” — Br, 
(21) 
Con el fin de demostrar esta igualdad para n > 2, recurriremos al 
método generalizado de inducción matemática completa. 
Para n = 2 tenemos la siguiente cadena de igualdades: (A — B)x 
Xx (4 + B) = A" + AB — BA — B? = A?— B?, es decir, la igual- 
dad (21) es justa. 
Supongamos que para n = k (k > 2) la igualdad (21) se verifica, 
es decir, os lícita la igualdad 
(A — B) (4-1 + A*-B + AB 4 
HABI. + BA) AR Bh, (22) 
Aprovechando la igualdad (22), demostremos la validez de la igual- 
dad (21) para n = k + 4, es decir, demostremos la igualdad 
(A — B) (A` + AMABA RIBA n, 
e FABRA 4 B*) = A™ — Brn, (23) 
Efectivamente, haciendo uso de las propiedades de las operaciones 


con las expresiones algebraicas y de la igualdad (22), obtenemos una 
cadena de igualdades idénticas 


ABRA A AB 4 AtB? o. 4 ABH Bh) 
=(4— B) (A' + A™-!B + A™=2B? + , ABU) -+ (AB) B* = 
= (A — B) (AT A*-2B + A*=3B?4- . BO) A 4 (A — B) B* = 
=(4A*— B*) A+ (A— B) B*'=A"— B*A + AB? — BA — Bra, 


Do este modo queda demostrada Ja igualdad (23) y, por lo tanto 
también la igualdad (21) para cualquier n > 2 natural. 


Ejercicios 
Hállese el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas para 
a=-01 (1 -.. 5% 
a a4+2)?—a? 3 ] 


4a—4 aa 


6 6 y. (, 4+ 
ceng) er: 
IEA 2 
GET FARAr * 


( 
i (Ll art H — yj: Eae + zH Jase. 
( 


ala já laa a42 3. 4 a+4 
wi F8 ata) apa Iba * 
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Hállese el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas pare: 
a=1 y b= —2 6... 10): 


a? (a+b?) (a? —b?) (a? —b) 7. ab by 34 


6. (Aro A a 
A at 64 
* TP A 
3 b—2a n 
NR [- “Sa a) +10 


b 4,75 (La? 4b)— b? 
10, 5 {a2 Eeer a ait — »] j0 


Hállese el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas pare: 
m= 10, n=4 y p=5 (11... 15): 


n. {Batse tm) (LT a nazg) 141x 
n452 
T 
min+10 
12. (mi?4- pasi 2 ma pm. Ty (20 —4m)- 504 (2042/25), 
10-n 
1. [2A ap 12) P 45n- im — 419 
. A DES 3 


543P. (2m — 443% —4 (p—4) -3m (2n)? 
14. E EGIL] (m AS en + 
(m -+ 28). (3m — 1204n — 8. 2M. (p-n) — 30+. in — 4P 
Tan F åm —227-2 . 
Hállese el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas paras 


15. 


am— y3, b=t 0=3,2=-3 (16... 20): 
z (ea) deb ft y be, cu , ab 
ei a(e—D) — bia—b) tp teta 
4 1 4 sn y a o 
Lt=y TEEN? Al m A ). ETE E 
is 24 a 1 3 AAA 
ACA AR PI 


a b e Ar 0 
a lenes toata BETE] am] gi IF a » 


ME E 


Hállese el CVA de las siguientes expresiones algebraicas (21 .. . 25): 
di a y » "i e 
“ae boba ao * 


x 2 6b 4 a 
e ( A O ) “a 
23. a—2a+ 1 x [ (a+? a? 1 dl 


2-3 a—1 aa 


r a b ata 7, m—á 
“E El m (b— c) de n(a—c) ) “ab(m—ca d’ im—2 tap * 
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ape 2a a—t ]. bt 

A [ =M PA Hepa ar ar a 

Háillese el CVA de las siguientes expresiones algebraicas (26 ... 30) 
3 a 3 

Fet ? aF 


E 
b41 

TEZE + 

-kya = ATA . 

30. (=) ) 24]: [( Ey +4]: ON e E 7 


Hállese el CVA de las siguientes oxprosiones algebraicas y simplifíquese 
«stas expresiones en sn GVA (31... 40): 


3i. arto: (EE), 


32. (2xtyaby? Ur3y? : (—3ady heyy). 
33, [Sutda? Sabr (6022): (t50z 2yza Taya). 


gt 


241z? 


s zyr ' Airy? 
ube_y. 15a%bte 

i ( A ) Zabe * 
vay abt, a 

ae El T): ON 


(a ba ]Úó. aè—4a+3 ) a+ iah 


af Sath "Talar ) aa 
38. de 100 b10 a—b d+ ab 
"E =] CATAS bab 
E 042044 
39. [ yr > Az )): ches » 
. a 302 
wiee a ra 


2È (s+ nu 
ESO 2.2), 
Simplifíquese las siguientes oxprosionos algebraicas (41... 65): 
át, 3122-2171) 
42. 185 (142) Bix 4). 
43. 611 —2—13 113) —21044. 
44. Biz 4: —5 (12) —Y (B—1)4-20. 
45. 21—517- 178) +30) -2A. 
46, 1242132 ]74-2(2—2))j—z). 
41, 2.4 5 [e 420] 2 (003 [04212 
1 y 


HHH 


ss Eh (T38). 


71142 hr— 4 0,757 
54. 3 a i a 


55. 5A 4+0se E 40/01). 
CA 2 ij5_ . .2 z s 
56, (A T) w[i (iiri =)). 
57. a—{2a— [3b —2 (40 —20)] —3 (9—0)). 
58. 2r—4 [5z —(14y —32)] —3 [5y—2 (32 —0y)] 
59, 3y — {16y —2 [3z —2 (2 — 12y) —52] +2). 
60. —2[a—2(9—a)]—3 [h—4 (2a —3b)] -H 2a. 
61. 6 {2a —3 [b—2 (c-+a\]—3b)—4 {b—2 [a—4 ie—ai— 2e] -+ 3a}. 


62. 050 (050) [0—[ 170 P- 025a) ME Ji 
63, iruan $)- eefa) J 
a t (g a a[o (2t) - —02 (0-4) 21. 

1 


4 
65. 02()+005[2 ($3 z AE (go. 0-4))-4EL, 


3 


Descompóngase Jog polinomios que siguen en el producto de por lo menos 
polinomios (66 ... 85): 


66. 5mz + 3ny — iay — 3nz. 67. 5z + zy + 5y +04 

68. az — bz + by + cy — ez — ay. 69, 30 — Galh + 3a"b?. 

70. 36z2y? — 100. 71. 25 — 49ab%, 72, 4p?gi — 8t: 

73. (2a — 3b)! — (3a — 2b)?. 74. (m + 2n)? — 4 (3m — n) 

75. 9 (a — 3b)? — 16 (b — 2a)?. 76. at — c? |- 9y? — Gaty 

77. 6 — 6c? — c? — 2er — r? 4- 9. 78. ab? — 27m, 

79. 1 + 1000 y*. 80. mbc? — 84% 81. 1250? — 3430 

82. 8a? + (b — 2aJ?. 83. 64 (m — n} +4. 

84. (2e — b)? — (3b — a). 85. 8 (2— y} +27 (y — 20). 

Descompóngase los polinomios que siguen en el producto de cuaten polino- 
mios por lo menos (86 ... 100): 


86. 250%-SLy%? — 121at-B1yt2 — 250% 46008 + 1210? 

87. 144a%b8 25010 — 490.25410 — 144a%8 + 490, 

88. 1252 »(a + b)? — 1252%+(3u — 2b)? — (8 (a +- b)? + 8 (Sa — 20), 

89. 25 a (Ba++ 7612508 as E Py (da +70). 

90, 16=%-G4a%8 — 225 (3m — n)2-04a89% + 16x? — 225 (3m — n)? 

9. 9 (z4y)?-27a8b* —16 (24-2y)*-64a%940 (+4 y1-(25m* 40 (42y2125m0. 


dos 


tur 


92. 20145 + aby — aby? — Zag? 

93. 13z%y? -3a — 39y*.3a — 134%y?-9a? + 39y* 9a? 

94, 364? -49:2 — Bab? -492? + 364? -Tzy — 9ab?-Tay + 360 -14x — 
— Yab?-14z. 

95. 15b-4a? + 45m8-4a? + 155 -U6ab + 15mb*-16ab. 

96. (L — 1%) (y? — m2) + (6z — 9) (y? — m?) — (1 — 2%) (2mn + m?) — 
— (6z — 9) (mn + 1). 

97. (252% -+- 0%) (a? -+ Bab) + 9 (252% + b?) (b? — c?) — 9 (y? + 1058) X 
X (b? — a?) — (y? + 1020) (a? +- Gab). 

98. (z + y (a? + b°) — ab? + (2 + y) (a + b) — (a + b). 

99. (9—y* po (121 —252*— 407) — (1212577107) — (P — y+ p) +1. 

100. 46 (aè — 55 — b) (9a%y — 4249) + 16a (9u%y — zy’). 

Propia on denominador común las siguientes tres fracciones algebrai- 
cas ... 


101. —— 


102. 7; 


a—t+3 ’ a 


1 1 
E EN H 1 

e opiy Tepi SAI * 
wrt 1 1 

* a ad * Pad? ab — ba * 
08. 1 4 4 
108 A? TTD ER 
iiei 1 1 

> AI TO? A 
10. t A 


2—y' 2042427? aray? ` 

Hállese el CVA de las expresiones algebraicas y simplifíquese éstas en su 
cva (111 -. 430): 

að —a?b — ab? — 26% 

Hi opb aF 
119, 4044 1402425 

"bi — 0? 4 30025 * 

Ja? ba —2 

MO EAT A 
- 50% 4 10a3b? 
ET 
dis ( 4 yipay. a%o—2a%b44ab ) . 2244 

A PFS ESTU 
br 170472 bt—1 2048 
-25 Pes F5 


114 


116. 


108 


2000 ete e 3015 

MO A AZ (az TF3 ) 
ug uct z4 E 

e — 28 AA A a 
mn ( at —ha—45 paian CAES 

" \at— ika —15 * a—60—27 B—121 " b12 ). 
poo. (120+ , a+ 2a :{ dat—49 , 2at—a—1 ) 

A ` ai kaai wF SaF 


402, SEt48a" a dat 
TOA apa a api 
AE E A 
AFF Fie FSF 
124 tr—briz—e) da lr—odir—a) , lara 
“Taba Teba) Y (ea) eb * 
OS ea  , ad 2 


uzh =T tocio arima ie» PET 
1 1 


kra aera aF ot r . 
mec 


1 
128. (+ 2) ata l(r+y1—ay) 
z+ _ 2 EH El] 
e i ae T 
E O. En 
il (=> Sanar) ay 
Hállese el CVA do las siguientos dos expresiones algebraicas A y B, 
muóstrose_que en este campo se verifica la igualdad idéntica A =B (131 .. Xeon: 
a2 18 ECA 
13, a a A+ 
a —.e Lab +b 
A +. PES 
a CE 3la— 5 
a ra re 
10% 4 HEdoi+20 , arq 70410 y 
A A 


263  dat—3a—7 etț5a— p 
ro e dj re ido e rel 
io. a= 2t iab 8800, deb BO p ayh, 


SEFARAD CAPA 
==) , B=ab. 


i% a-( mod ámin+támp? , (m4 2n)? mán ym 
t A= | Bmin— Smr? — 2n ` Dim Fn )- Omt — Imn pm + 
190, 4 STAM temem? ám? 


eaim eimi O’ O ee m * 
109 


U—ar * 
: Bm. 
ES ss A 8-2. 
5 papi aa 
SIMA 128041) 1 


rc o aT 
ati 4 


“wF 


43 
—% (td) * 
EN z 
y ar — 2a? Pu Ss T a usr 
o pr ity 1+z i 
Mi Mr de rucu PT" 
a mèur ame i rima í 
a a ear a e 
joc | bm? —iam tbe)? _ (ac +bmy + (am + be)? 
1a —ħ ie — m) (a+b) lem) $ 
B= Zia -|- bm 1am + bc). 

20415 2 18120415) 
S gepe E E Fa 
Pae aa d LA a E aa aa ELA t 
E E 
He, 
y? 
gt y 
YF 

Sm a y — 2 y ar y 
Mp CTA 
IA A 
ap a (= pa) ce 
at5 y a+5), asa 
S—-1 att) 18 

b— Zn TA, PA 
A E a 


ES Tor Tr 


a 


149. 


150. , B=0. 


151. 4— 


B=2, 


B=—(b4-4). 


1 ai z ) $ ( + Sá q ) $ 


eE ES 10 CO 

de py > Pr A pk 
4 im j 128 — 9 eye 
O aH a abran AI 


Demuéstrese, para cualesquiera números positivos a y b, que se verifican 
las desigualdades ETT MESA 


110 


164. (a3—b?)? > 4ad (a—b)?. 162. a+b? >atbH+al?. 

e ES A 
163. (a+D)<8ai+8b%. 164. as pr TIT + 
dd a+b)? 
1s. (E) 


Demuéstrese, haciendo uso do la desigualdad sobre la media aritmética y le 
media proporcional, que cualesquiera números positivos a, è y e se verifican las 
igualdades siguientes (166 . . . 168): 

166. H paa Datbto 

167. (a+b) (b+c) (a+c) => 8abe. 

168. a24 b3 eè > ab-Hbe+ ac. 

169. Demuéstrese que para cualquier número real a se verifica la desi- 
gualdad 


eo. 


170. Demuéstrese que si a > b > c > 0, entonces 
a b e 
PATA 


171. Demuéstreso que si a, > Ô, a, >0,..., 
+. «ban = 1, ontonces 


d+ bed AL, 


>Oyatat... 


Demuéstreso quo pe cualquier » natural se verifican las siguientes desi- 
gualdades (172... 173): 


172. itetit- <2. 


4 1 1 
NM |]HrhHat? qe 


Demuéstrese que para cualquier m y p natural se verifican las siguientes 
desigualdades (174 ... 176): 


174, 


1 1 yA 
Sara AFFI 


A A 
Cp mp ~ md? 


4 1 4 1 p 
175, ati t api ays ta ll 

1 1 1 1 1 
no GF o mF A a 


Demuéstreso que Be n>2 (nes ag número natural) se verifican 


las siguientes desigualdades (177 
n a _e/2y 
177. M>. 178. < m F<s+ (3). 


124 (+4) En+4) qu 
190, <> tS ap< [#2] A 


i+n qn 13.5 2n—1 1 
182 nt<( ` y. 3 A vaT 


14 


1 4 Exc ii 

rata ro? 

Descompónganso, según la fórmula del binomio de Newton (185 ... 187): 
185. (a; >. 186. («—Y 27. 187 (a—V +(a+V 3). 


de Hill a séptimo término en la descomposición del binomio de Newton 
1188... 1915 


188. (24-012. 189, (3a—2)10, 190 (a?—20JU. 191, (Ft)? 


184, 


Hállense todos los k, para cada uno de los cuales el coeficiente de aè en el 
desarrollo del binomio de Newton es un número racional (192 194): 


192. È 34] Zaja, 193, (Y 24 Bayo. 194. F3ra+ 13 2yuua, 
Hálleso ol coeficiente de zë de los siguientes polinomios (195 . . . 200): 
1 


195. (94). 190. e—a, 197. (14228 


198. (1—2243%?, 199. (1—2)?.(24+2)5. 200. (1427)%-(2—1). 


Escójause los números A, B, C de tal manera que se verifiquen las siguien- 
tos ignaldades idénticas (201 . - . 205): 


201, 2942001022224 15 = (741) (114 414 Ba+40). 
202, 34 RISE pa cd pra. 
Ar 


e 1 A 
w. wiare E Ai 7 Hi 
34 A € 
e EEN TNT ad] + Art BF’ 


Ba4C 

SiH DETTE T: 
Hállense, aplicando el esquema de an a fsan; y el resto al dividir 
por (z + 1) los siguiontes polinomios (206 . . 211): 

206. 1° -+ 92° + 327 + 16. 

207. 14r — 4 + 272% — 9x7, 208. 25 — 7z — 6. 209. 21 + 1972 — 30. 

210. 4 (z + 5) (2 + 6) (z + 10) (z + 12) — 32 

214. {2% + 42 + 18)? + 3z (z? — áz + 8) + 3. 

Cercióroso, aplicando el esquema de Horner, de que tanto el número (—2) 
como el número £ son raíces de los siguientos polinomios (212... . 244): 

242. (è + a + á G3 H 1) — 12. 213. (3 r 1) (2) 2, 

214, 27 + T23 — 23? — 13z +6. 

245, Cerciórese, aplicando el esquema do Horner, de que el polinomio 


(2442 +3) (12 + 127 + 35) + 15 


so divide por el polinomio (z + 2) (z + 6) y hállese el cociente. 
246. Corcióroso, aplicando el esquema de Horner, de que el polinomio 


až =m 6 + 167% — 32r? + 48z — 32 


se divide por el polinomio (z — 2). 

247. ¿Se dividirá el polinomio (2% — 403? + 16) + (zf — 11? + 24) por 
el polinomio (z? — 8)? 

218. Demuéstrese que la suma de potencias iguales 7 + c™ no es divisible 
por la diferencia entre sus bases z — c. 

219. Demuéstreso que la diferencia entre potencias iguales impares z™h+1 — 
— ci no es divisible por la suma de sus bases z + c. 
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220. Demuéstrese que la suma de ponei iguales pares x*k -4 c% no es 
divisible por la suma de sus bases z 

221. Hállense las raíces enteras del Polinomio at — r? — 24 hr — 2A. 

Demuéstrese, empleando el método de inducción matemática, que para 
cualquier z natural se verifican las siguientes igualdades (222 ... 241): 


222, 1424 e LE 

223. 1424 pt LEDS 

224. a IN 
225, 1043050 . Ham PEN 
226. 12423434H.. tn ati EEN ED, 

227. 4-2.3-4+2-3:44+3-4-5+...Pn(n+1) (9 ED ERES 
A a A 

229. o [ARED], 

280. 34343.. DO 

234. 2-20-32. 4-224. o+ (nH1)-20-1 mp2. 


1 1 1 1 n 
22 tarta t-t CFDOFD npa 


di pad n+2 
283 he 2 
4 3 2n—4 2n—3 
hh 3-2 
ass. tt A 
ak, 7 TH . tam “FT 
i 1 > 
iii a ortos- AF RFT 
4 1 t n 
MM atarta E 
2 4 1 n 
Aa z ES ps "ds nr=) nfi nF’ 
1 n? nnti 
2». et t m=i ta T en PO * 
20. + 


eiA y nt FEF 


1 

(5 pr Ea ). 

1 E e n ES 

E 57 5 m SR ETE nF 
nta) 

ENEE 


241. 


30382 413 


Demuéstrese (por el método de inducción tios: nz para cualquier z 
natural se verifican las siguientes DUE pe 244): 


zz + IE <p. 


e 4 A ua 
us yati q a yp T 


246. (al) > (+). 


245. Denuéstrese que para todo n > 5 (n es un número natural) se verifica 

la NE ualdad 2% > ni, 
. Demuéstrese que para todo n natural {n > 3) se verifica la desigual- 

dad n 5 J-i 

Demuéstreso que para cualquier n natural: 

247. El número n? -+ 5n es divisible por 6. 

248. I número n? + (n +4) + (n + 2) es divisible por 9. 

249. El número 47 -+ 15n — i es divisible por 9. 

250. El número 32 — 1 se divide por 2+? y no se divide por 2%, 

251. El número n — n se divido por 30. 
El número 4%" — 399 — 7 se divide por 84. 
El número 6% + 197 — 2%+l se divide por 17. 
E número 43+ a 3742 se divide por 13. 
| numero nè (ut — 4) se divide por 60. 
2 l número 6n’ -+ 15n% + 10n? — n se divide por 30, 
257. 1] número 207+! + 16941 — 3+ — 4 se divide por 323. 
258. El número (2n)? + 20 {2n) se divido por 48. 


CAPÍTULO 
m 


ECUACIONES ALGEBRAICAS 
Y DESIGUALDADES 


Sean dados dos polinomios A y B. Si se plantea el problema 
(cap. II) de resolver la ecuación A = B, se dice que está dada la 
ecuación algebraica A = B. Si, en cambio, se pide resolver la desi- 
gualdad A > B (A < B, A © B, A < B), se dice que está dada la 
desigualdad algebraica A > B (A < B, A >B, A <B). 

En este capítulo se estudian solamente las ecuaciones y desi- 
gualdades algebraicas. Por eso, en lugar de las palabras «ecuación 
algebraica» escribiremos simplemente «ecuación», y en Jugar de Jas 
palabras «desigualdad algebraica», simplomente «desigualdad», 


$ 1. Ecuación con una sola incógnita 


Conceptos principales y definiciones. Supongamos que se pido 
resolver la ecuación 
R()=0(), a) 


donde R (2) y Q (z) son polinomios enteros (véase el cap. TI) res- 
pecto de la letra z; entonces, z se denomina letra incógnita o, sim- 
plemente, incógnita, y la ecuación (1), ecuación algebrarca con una sola 
incógnita. 

Por cuanto el CVA de los polinimios R (z) y Q (x) se compone 
de todos los números reales. el problema sobre la resolución de la 
ecuación (1) puedo enunciarse así: hállense todos los valores numé- 
ricos de la incógnita z, cada uno de los cuales convierte la ecuación (1) 
en una igualdad numérica justa. Todo número de este género se llama 
raíz o solución de la ecuación (1). Por eso, resolver la ecuación (1) 
significa determinar el conjunto de todas sus raíces 

Si el conjunto de todas las raíces de la ecuación (1) consta de k 


NÚMETOS Z3, Ta, - .., Za. entonces se dice que la ecuación (1) tiene 
sólo k raíces zy, £ Ta, es decir, el conjunto de todas las solu- 
ciones de Ja ecuación (1) es el conjunto M = LL, Za -a a- 


Si el conjunto de todas las raíces consta solamente de un número Las 


an 15 


se dice, además, que la ecuación (1) tiene la única raíz o la única 
solución xy. 

En el caso en que el conjunto de todas las raíces de la ecuación (1) 
es un conjunto vacío se dice, que la ecuación (1) no tiene raíces. 

Por ejemplo. os evidente que la ecuación z? + 1 = —(2* + i) 
no tiene raíces, pues la ecuación no se convierte en una igualdad nu- 
mérica que se verifica, cualquiera que sea el valor numérico de la 
incógnita v. 

Examinemos ahora la ocuación algebraica más simple con una 
sola incógnita 

r=, (2) 


donde « os un número fijo determinado. Es obvio que esta ecuación 
elemental tiene la única raíz, que es el número a, por lo cual el con- 
junto de todas las raíces de la ecuación (2) consta de un solo número %. 

Sin embargo, no on toda ecuación algebraica con una incógnita 
la cuestión sobre el conjunto de todas las raíces de la misma es tan 
evidente como en los dos ejemplos examinados más arriba. Por regla 
general, para determinar el conjunto de todas las raíces de una ecua- 
ción, osta última se reduce mediante los pasos equivalentes (véase 
más abajo la definición de paso equivalonte) a una ecuación o al con- 
junto (sistema) de varias ecuaciones (véase más abajo la definición 
de conjunto de ecuaciones), cada una de las cuales es o bien una 
ecuación olemental del tipo (2), o bien una ecuación de la cual pode- 
mos decir que a ciencia cierta no tiene raíces. 

En esto párrafo se estudian los ojemplos de pasos equivalentes. 

Sean dadas dos ecuaciones algebraicas con una sola incógnita 
R (z) = Q (0) y S (z) = 7 (z). Estas ecuaciones se denominan egui- 
valentes, si cualquier—raíz de la primera ecuación es raíz de la segunda 
ecuación y, viceversa, si cualquier raíz de la segunda ecuación es 
raíz de la primera. En virtud de esta definición, son equivalentes 
cualesquiera dos ecuaciones que no tienen raíces. 

La sustitución de una ecuación por otra, equivalente a la pri- 
mera, se llama paso equivalente de una ecuación a otra. El paso 
equivalente de una ecuación a otra se denota mediante una flecha 
doble <>. La notación 


R()=028()=7() 


significa que las ecuaciones R (z) = Q (z) y S (x) = T (2) son equi- 
valentes. 

Demos a conocer algunas afirmaciones, con ayuda de las cuales 
se realizarán los pasos equivalentes. 

1. Las ecuaciones R (z) = Q (z) y R (z) — Q (z) =0 son equi- 
valentes. 

2. Las ecuaciones R (x) = Q (z) y R (z) + a =Q (2) + a son 
equivalentes para cualquier número real œ. 

3. Las ecuaciones R (1) = Q (z) y aR (2) = 90 (z) son equiva- 
lentes para todo número real a distinto de cero. 
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4. Supongamos que se sabe que para cualquier número real z se 
verijica la igualdad R (z) = T (z), entonces serán equivalentes las 
ecuaciones R (a) = Q (2) y T (z) = Q (2). 

Las demostraciones de la validez de estas afirmaciones son 
semejantes, razón por la cual demostraremos, por ejemplo, sólo 
la afirmación 2. Sea el número z, una raíz de la ecuación R (z) = 
= Q (a). En este caso será válida la igualdad numérica R (2) = 
= Q (z,). Por cuanto la validez de la igualdad numérica no se per- 
turba al adicionar a ambos miembros de ella un número real cual- 
quiera (véase el cap. 11), entonces queda lícita la igualdad numé- 
rica R (zı) + a = Q (2) + a. La validez de esta igualdad numé- 
rica significa que el número z es la raíz de la ecuación R (z) + a = 
= Q (2) + a. Por cuanto tal razonamiento puede realizarse para 
toda raíz de la ecuación R (x) = Q (z), entonces con ello queda 
demostrado que cualquier raíz de la ecuación R (x) = Q (z) es tam- 
bién raíz de la ecuación R (z) + a = Q (1) + a- 

Mostremos ahora lo contrario. Sea el número z, una raíz de la 
ecuación R (z) + a = Q (z) + a. En este caso será válida la igual- 
dad numérica R (23) + œ = Q (z,) + a. Sumemos a ambos miem- 
bros de esta igualdad numérica el número (--a) y obtendremos que 
se verifica la igualdad numérica R (xy) = Q (3), de donde se des- 
prende que z, es la raíz de la ecuación R (z) = Q (2). Como tal razo- 
namiento puede realizarse para toda raíz do la ecuación R (z) + 
+a = Q (z) + a, entonces queda demostrado que cualquier raíz 
de la ecuación R (z) + œ = Q (z) + a es también raíz de la ecua- 
ción R (2) = Q (2). 

De lo demostrado se deduce que si la ecuación R (x) = Q (2) 
no tieno raíces, tampoco las tendrá la ecuación R (z) 4- a = Q (2) + 
+ au. Efectivamente, supongamos que la ecuación R (z) = Q (2) 
no tiene raíces, mientras que la ecuación R (x) + œ% = Q (2) + œ 
tiene por lo menos una raíz. De la condición de que la ccuación 
R (z) +a = Q (2) +0 tiene una raíz proviene, de acuerdo con 
lo demostrado más arriba, que también tiene raíz la ecuación R (z) = 
= Q (z), lo que contradice la suposición. Quiere decir, si la ecuación 
R (z) = Q (x) no tiene raíces, tampoco las tiene la ecuación R (2) + 
+a [= Q (2) +0. 

Do modo análogo se muestra que si la ecuación R (z) + a = 
= Q (z) + a no tiene raíces, la ecuación R (z) = Q (z) tampoco 
tiene raíces. 

Así pues, se ha mostrado que en este caso las ecuaciones R (z) = 
= Q (x) y R (z) + œ = Q (2) + a son equivalentes, con lo cual 
queda demostrada completamente la afirmación 2. 

í Sea dado un polinomio P (x) de grado n, entero respecto de la 
letra z: 


P (2) = aa + y" H onn H anat Han a0 (3) 


donde con las letras ag, @,, - - -, En-13 &n Se denotan ciertos nú me- 
ros reales fijos que se denominan coeficientes del polinomio P (z), 
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De las afirmaciones 1 y 4 se deduce que cada ecuación algebraica 
con una sola incógnita puede reducirse a la forma P (z) = 0, y por 
esta razón será suficiente examinar sólo la ecuación 


P (2) =0, (4) 


donde P (x) es un polinomio de tipo (3). Toda ecuación de este género 
se llama ecuación algebraica de grado n. 

De la definición de raíz del polinomio P (x) (véase el $ 5, cap. I) 
y de raíz (solución) de una ecuación algebraica se desprende que 
cualquier raíz del polinomio P (z) será raíz (solución) de la ecua- 
ción (4). Por consiguiente, la determinación de todas las raíces (solu- 
ciones) de la ecuación (4) se reduce a hallar todas las raíces del poli- 
nomio P (z). Sólo so debe tener en cuenta que durante la determi- 
nación de las raíces de la ecuación (4) no se toma en consideración 
la multiplicidad de la raíz del polinomio P (z). Por ejemplo, el 
polinomio P (£) = z? — 2z + 1 tiene la raíz z, =1 de segundo 
orden de multiplicidad, mientras que la ecuación z? — 2z + 1 = 0 
tione la única raíz (la única solución) z} = 1. Sabemos bien que la 
determinación de las raíces de un polinomio es un problema com- 
plejo. Es por eso que se analizarán aquí sólo aquellos casos en que 
se logra hallar todas las raíces del polinomio, es decir, resolver la 
ecuación (4). 

Ecuación de primer grado. Analicemos el caso en que P (z) 
es un polinomio de primer grado, es decir, examinemos la ecuación 


ar+a=0 (0). (5) 


En virtud de la afirmación 2, la ecuación (5) es equivalente a la 
ecuación 
a =—01 (0,50), (6) 


Por cuanto ay + 0, de acuerdo con la afirmación 3, la ecuación 
(6) es equivalente a la ecuación 


z= (0%0), (7) 


da 


Todos los pasos equivalentes de la ecuación (5) a la (7) pueden ser 
escritos más brevemente en forma de la cadena siguiente de pasos 
equivalentes: 


a+ a = 0 (ag 40) > agr = — a; (a, 40) >2=—H (090). 


o 


n a. de 
La ecuación elemental == tiene una raíz única que es el 


número (-2) . Como la ecuación (5) es equivalente a la ecuación 
o 

elemental (7), entonces la ecuación (5) también tiene una sola raíz, 

que es el número {- =). 

o 
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De este modo, la ecuación de primer grado (5) con una sola 
PT É a 
incógnita tiene una sola raíz 1=—— 


o 

Para resolver ecuaciones algebraicas de grados más elovados se 
necesitará el concepto de conjunto (sistema) de ecuaciones. Sean 
dados m polinomios P, (z), P. (2), ..., Pm (z). Se dice que está 
dado el sistema de m ecuaciones algebraicas con una sola incógnita q: 


P,()=0, P()=0,..., Pm(2) 0, (8) 


si se necesita encontrar todos los valores numéricos de la incógnita z, 
cada uno de los cuales es la raíz de por lo menos una ecuación de 
dicho sistema (8) (las ecuaciones del sistema se escriben, habitual- 
mente, en una línea). 

De este modo, resolver un sistema de ecuaciones (8) significa re- 
solver cada ecuación P; (x) = 0, donde i = 1, 2, ..., m, es decir, 
encontrar los conjuntos Ny, Na, . . +, Nm de todas las raíces de cada 
una de las ecuaciones y luego tomar la unión de estos conjuntos. 
Esta unión N = N, U N¿U +... U Nm será el conjunto de todas 
las raíces del sistema de ecuaciones (8), y todo número, perteneciente 
al conjunto N, se denominará raíz o solución del sistema (8). Si el 
conjunto NV se compone de k números: £y, Za, . - -, Xp, Suele decirse 
que el sistema de ecuaciones (8) tiene sólo k raíces ty, £g r Zas 
si, en cambio, el conjunto M se compone de un solo número zy, se di- 
ce que el conjunto de ecuaciones (8) tiene la única raíz xı. 

Surge frecuentemente la necesidad de realizar el paso equiva- 
lente de una ecuación al sistema de ecuaciones Diremos que la 


ecuación 
P (z) =0 (4) 
es equivalente al sistema de ecuaciones 
Pi) =0, Pa (z) = 0, o... Pal) =0, (8) 


siempre que cualquier solución (cualquier raíz) de la ecuación (4) sea 
solución (raíz) del sistema (8), y, viceversa, cualquier solución 
(cualquier raíz) del sistema (8) es solución (raíz) de la ecuación (4). 
La sustitución de la ecuación (4) por el sistema (8), equivalente a 
(4), se llama paso equivalente de la ecuación (4) al sistema (8). 

Por ejemplo, la ecuación 


(32+4) (—74+2) (2215) (12216) =0 (9) 
es equivalente al sistema de ecuaciones 
3z+4=0, —T2+2=0, 2-V5=0, —121—16=0. 


En efecto, cualquier raíz de la ecuación (9) roduce a cero por lo 
menos uno de los polinomios (3z +4), Tx +2), (22— V5), 
(212x — 16), es decir, es la raíz de al menos una de las ecuaciones 
del sistema y, viceversa, cualquier raíz del sistema reduce a cero por 
lo menos uno de estos polinomios, es decir, satisface la ecuación (9). 


119 


El sistema de ecuaciones tiene solamente tres raíces: z} = —3, 


n= 2 s= r>. Por consiguiente, debido a que el paso es equi- 


valente, las raíces citadas, y sólo ellas, son raíces de la ecuación (9). 
Estudiemos una ecuación algebraica de segundo grado, es decir, la 


ecuación 
a + br +c=0 (140), (10) 


Se ha acostumbrado llamar estas ecuaciones cuadráticas. El po- 
linomio az? -+ bx + c, donde a * 0, se denomina, corrientemente, 
trinomio de segundo grado; el número a (a = 0) que precede a z? se 
llama primer coeficiente; el número b, que precede a z, segundo coefi- 
ciente y el número c, término independiente. Además, el número 
D = b* — hac se Mama discriminante del trinomio de segundo grado 
y, también, discriminante de la ecuación cuadrática (10). 

Efectuémos una transformación idéntica del trinomio de segundo 
grado. Por cuanto a = 0, se verificará la siguiente igualdad idéntica 


ad bip o=0 (242242). 


Apliquemos ahora la transformación idéntica que lleva el nom- 
bre de «formación de cuadrado perfecto»: 


ci de 1 Bi 


lla e 


by2_ b%—4ac by D 
=(r4i) (rt) re 
En definitiva Jlegamos a que resulta válida Ja siguiente igualdad 
idéntica: 


ar+lrje=a[ (z+) 25] (a0). 


En virtud de la afirmación (4), la ecuación (10) es equivalente a la 
ecuación 


(+2) 35]-0 (070, del 


y, en virtud de la afirmación 3 (tomando en consideración que a 4 
Æ 0), resulta que la ecuación (11) es equivalente a la ecuación 


(z+) =, (070). (12) 
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En una forma más breve esto puede escribirse asi: 
ay beyc=0 (a 0), 


[eri delo co, 


(+3) =0 (040. 


Según sea el discriminante D, son posibles tres casos. 

a) D<O0, Por cuanto para cualquier valor numérico 2, el número 
(atg) es no negativo y el número (5) , positivo, entonces 

, 

el número (loti) -i será también positivo, por lo cual no 
puede ser igual a cero. Esto significa que la ecuación (12) no tiene 
raíces reales. Por cuanto la ecuación (10) es equivalente a la (12), 
ella tampoco tendrá raíces reales. 

b) D = 0. La ecuación (12) toma en este caso la forma 


2 
(++ =0 (a%0). 
Esta ecuación es equivalente a una ecuación de primer grado 
z+% =03 (00). 


Por consiguionto, si D=0, la ecuación (12) tendrá la única raíz 
=>. E 

c) D>0. Entonces, D=(V D)? y, por esta razón, la expresión 
en el primer miembro de la ecuación (12) puede ser considerada 
como la diferencia entre dos cuadrados (+2) y (22). 
Haciendo uso de la fórmula para la multiplicación reducida, obten- 
dremos la ecuación 


47) è D 
[++ J[(++25) 5 ]=0 (00), 
que es equivalente a la ecuación (12). Esta ecuación es, a su vez, 
equivalente al sistema de dos ecuaciones 


lD VD 
zte =o (0% 0), + LEO (070). (13) 


Cada ecuación en este sistema es de primer grado y, por tanto, según 
lo demostrado más arriba, tiene una sola raíz. Resolviendo cada una 
de las ecuaciones del sistema (13), llegamos a que el sistema de ecua- 
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ciones (13) tiene tan sólo dos raíces 


pr VD =i—VD 
=P (40) == aA) (10) 


Por ser equivalentes los pasos, si D > 0, la ecuación (10) será equi- 
valente al sistema (13), por lo cual tiene solamente dos raíces, T, 
y za, que se calculan por las fórmulas (14). 

Así pues, la ecuación cuadrática (10) no tiene raíces reales, si su 
discriminante es negativo, tiene tan sólo dos raíces reales, si el discrimi- 
nante es positivo y tiene una sola raíz real, si el discriminante es igual 
a cero. 

Notemos que si el discriminanto de la ecuación cuadrática (10) 
es positivo, las fórmulas (14) para hallar las raíces de esta ecuación 
se escriben, a menudo, en forma de una sola fórmula 


biy im 
7} 


t= (a0). (15) 

Observación. Si D = 0, se puede considerar quo la fórmula (15) 
queda válida, mas debe retenerse en memoria que en este caso la 
ecuación cuadrática tiene una sola raíz. 

Ecuación cuadrática reducida. Un lrinomio do segundo grado, 
en el cual el primer coeficiente es igual a la unidad se denomina 
reducido. Se ha convenido generalmente denotar con p el segundo 
coeficiente del trinomio reducido, y con q, su término independiente, 
es decir, un trinomio reducido de segundo grado tione por expresión 
a + pa +q 

La ecuación cuadrática de la forma 


P+p+g=0 (16) 


leva el nombre de ecuación cuadrática reducida, 
Es obvio que la ecuación cuadrática (10) es equivalente a la ecua- 
ción reducida correspondiente, a saber, 


ar lro=0 (a 40) > 040040). (17) 


Si el discriminante de la ecuación reducida (16) es positivo, la fór- 
mula (15) para hallar las raíces de esta ecuación toma la forma si- 


guiente 
za=-4ay (4) 2 (18) 


Teorema (de Viète). Si una ecuación cuadrática reducida a+ 
+ pz + g = Ù tiene discriminante positivo, entonces la suma de las 
raíces de dicha ecuación es igual a su segundo coeficiente tomado con 
signo opuesto, y el producto de las raíces es igual al término indepen- 
diente, es deicr, si z, y x, son las raíces de la ecuación z? + pz + q =0, 
entonces ly + Xg = —Pi Tita = Q- 
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Demostración. Por cuanto D > 0, entonces, aplicando la fórmu- 
la (18), obtendremos 


(AV EV E) 
(AV (DEV E 


+0 


El teorema está demostrado. 
Observación. Como se deduce de la demostración, el teorema 


de Viète queda lícito para D = 0, siempre que la raíz r} == — $s 


considere como dos raíces coincidentes z, = — È y 2, = — F El 


teorema de Viète tiene lugar también para D < 0, mas, en este 
caso, a título de raíces de la ecuación cuadrática intervienen números 
conjugados complejos (véase el cap. XI). 

El teorema de Viète es de amplio uso en la resolución de distin- 
tos problemas. Veamos uno de ellos. Se require hallar el término 
indepeniente desconocido g de la ecuación cuadrática 1? Lx -+g = 
= 0, si se sabe que esta ecuación tiene dos raíces reales, t Y La y 
la suma de los cuadrados de dichas raíces es igual a la unidad, es 
decir, z? + z? = 4. Para encontrar g, apliquemos el teorema da Vid» 
te. Resulta válida la cadena de igualdades idénticas 


QA zi + Zaz, + 2] — it, = (2 + a)! — Lera 
y, por consiguiente, z? + xj = 1 — 2g, es decir, 1 — 2 = 1, de 
donde q = 0. 


Ecuación simétrica de tercer grado. Una ecuación algebraica 
de torcer grado se denomina simétrica, si tiene por exprosión 


aa 4 bz? +br+a=0 (1%0). a9) 
Transformemos el polinomio az? + ba? + bz +- a. empleando 
con este fin el método de descomposición de un polinomio en factores. 


Es evidente que se verifica la síguient” cadena de igualdades idén- 
ticas: 


az? + ba? 4- bz +a = a (2 + 1) -+ bz (£ + 1) = 
=a (z + 1) (° — z + 1) + br (£ +1) [= 
= (z + 1) la (z? — z + 1) + da] = 
= (e + 1) laz? + @ — a) z + al 
por lo cual la ecuación (19) es equivalente a la ecuación 
(c+ lo?+b—aj+al=0 (140). (20) 
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La ecuación (20 es, a su vez, equivalente al sistema" de ecuaciones: 
+1=0(1%0), ar + (b—axr+a=0 (140) (21) 


Por consiguiente, la ecuación (19) es también equivalente a este sis- 

tema. La solución del sistema (21) se halla con facilidad, puesto 

que ésta contiene solamente ecuaciones de primer y segundo grados. 
Ejemplo. Hállense las raíces de la ecuación 


z p ha? a 1 0, (22) 

'Transformemos el primer miembro de la ecuación: 
aya los (04 1) 4 ha (24 1)=(2+1) (1 + 32 + 1). 
Es evidente que la ecuación (22) es equivalente al sistema de 


ecuaciones 
z+1=0, 24314 1=0. (23) 
La primera ecuación del conjunto (23) tiene una sola raíz z; = — 1; 
—34Y5 =3-V5 
la segunda, sólo dos raíces, 2===%— y ===. Por 
consiguiente, el sistema de ecuaciones (23) y, por tanto, ecuación 
dada (22) tienen solamento tres raíces 2¿=—1, 1¿==— e TL r 
A 
q 


Ecuación simétrica de cuarto grado. Una ecuación algebraica 
de cuarto grado se denomina simétrica, si tiene por expresión 


azi + b 4 ce + br a=0 (a0). (24) 


Teniendo en cuenta que a Æ O, escribamos esta ecuación en la for- 
ma equivalente: 


(++ aati (040). 


Es evidente ła validez de la siguiente cadena de igualdades idén- 
ticas: 


(o? atit r= CESES a+ 1)+ 
+ (Laja (04 194+2(2 04 (3%) Y +2 (H-2-57)= 
altra] E e 


La validez de esla cadena predetermina que la ecuación (24) es equiva- 
lente a la ecuación 


2 sa (e— 
(tgrt) LAO (a0) (25) 
Según sea el número M = b? — 4a (c — 2a), son posibles tres casos, 
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a) M <0. La ecuación (25) y, por lo tanto, la ecuación (24): 
equivalente a ella, no tienen raíces reales. 
b) M = 0. La ecuación (25) adquiere en este caso la forma 


(+ 2241) =0, (26) 

Es evidente que la ecuación (26) es equivalente a la ecuación 
P4 24 1=0, (27) 
Por consiguiente, el conjunto de raíces de la ecuación simétrica 
de cuarto grado coincide en este caso con el conjunto de raíces de la 

ecuación cuadrática 

Pda 310 (00) (28) 
c) M > 0. La ecuación (25) y, por lo tanto, la ecuación (24), 


equivalente a ella, son equivalentes al sistema de ecuaciones cuadrá- 
ticas 


9 AAA 4 0 (a%0), (29) 
0 IFE 0 (10) (30) 


cada una de las cuales se resuelve con facilidad. 
Ejemplo, Resuélvase la ecuación 


Ardo i=0 (31) 
Aduzcamos la siguiente cadena de igualdades idénticas: 
pao aa A t laz (4 1)—322= 
z 
=(2+1) +2241) +(4 y -3r i= 


=(2+4 4+1) tE 


=(24 4+} B a41) (2+ AN 241), 


de donde se desprende que la ecuación (31) es equivalente al sistema 
de ecuaciones 


e 10, 24 YA eii, 


La primera ecuación do este sistema tiene solamente dos raíces. 


m5 7: 
_—yY ES (82) 


VB V2 482 
ES x à 


mientras que la segunda ecuación no tiene raíces reales, puesto que 
su discriminante es negativo. Por consiguiente, la ecuación (31) 
tiene solamente dos raíces (32). 
Ecuación binomia. Una ecuación algebraica se llama binomia, 
si tiene por expresión 
Ecuación binomia. Una ecuación algebraica se llama binomia, 
si tiene por expresión 
—a=0, (33) 


Primeramente examinemos la ecuación binomia (33) en el caso 
particular cuando a = 1: 


—1=0, (34) 


Para n = 1 la ecuación (34) es un caso particular de la ecuación 
de primer grado y por ello tiene la única raíz z, == 1. Cuando n = 
la ecuación (34) representa un caso particular de la ecuación cuadrá- 
tica con discriminante positivo, por lo cual tiene solamente dos raí- 
ces: 1, = 1 y z, = —1. Mostremos ahora que para n > 3, para cual- 
quier v impar, la ecuación (34) tiene una sola raíz real z, = 1, y para 
todo n par la ecuación (34) tiene solamente dos raíces reales, z) = 1 
y ta = —1. 

Sea n un número natural impar fijo, n > 3, es decir, sea n = 
= 2k +41, donde k es un número natural fijo. Aprovechando la 
fórmula de multiplicación reducida, obtenemos la validez de la 
igualdad idéntica (véase el cap. 11) 


A a A H Ha 

De la validez de esta igualdad idéntica se desprende que, para 

n = 2k + 1, la ecuación (34) es equivalente al sistema de ecuaciones 
l=1)=0 ea per 1=0, 


La primera ecuación de este sistema tiene la única raíz z) = 1, 
la segunda ecuación del sistema no tiene raíces reales. Con el fin de 
demostrarlo mostremos que para cualquier r real se verifica la de- 


sigualdad 
AL pi 1> (85) 


En efecto, para cualquier z € [0, + oo) la validez de la desigualdad 
(35) es obvia. Para cualquier z € [—1; 0), al escribir el primer miem- 
bro de la desigualdad (35) en la forma 


Aa). eei +4) 


nos convencemos de que el primer sumando de esta suma es positivo 
y los demás, no negativos. Quiere decir, para cualquier x € [—1; 0) 
la desigualdad (35) es válida. Escribiendo el primer miembro de la 
desigualdad (35) en la forma 


ah- (r 41) Haa onn CA E 
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hos convencemos de que para cualquier x € (—oo, —1) todos los 
sumandos de esta suma son positivos. Quiere decir, para todo z € 
€ (—oo; —41) la desigualdad (35) es válida. 

Así pues, se ha mostrado la validez de la desigualdad (35) para 
cualquier x real y esto significa que la ecuación 


a ETE E ET) 


no tiene raíces reales. Por tanto, la ecuación (34) tiene, para n = 
= 2k + 1, una sola raíz real x, = 1. 

Sea ahora n = 2k (k es un número natural fijo y k >> 2). Apro- 
vechando la fórmula de multiplicación reducida (véase el cap. TI), 
llegamos a que se verifica la igualdad idéntica 

a (md) (DG pt). 


Por cuanto esta igualdad idéntica es válida, resulta que la ecua- 
ción (34) es equivalente, paran = 2k (k > 2), al sistema de ecuacio- 
nes 

21=0 2D Hatyai. 


La primera ecuación de este sistema tiene dos raíces, 7, = 1 y Ly = 
= —1, mientras que la segunda ecuación no tiene raíces reales, pues- 
to que para cualquier z real se verifica, evidentemente, la desi- 
gualdad 


PODA Y E a E a E > 


Por consiguiente, para n = 2k, la ecuación (34) tiene dos raíces roa- 
les: 2 = 1 y z = —1. 

Así pues, cualquiera que sea z impar, la ecuación (34) tiene una 
sola raíz real x, = 1, y para cualquier n par, solamente dos raíces 
reales: z, = 1 y t, = —1. 

Razonando análogamente, podemos mostrar (véase el $ 1 del 
cap. VII) que: 

— para cualquier a positivo la ecuación (33) tiene: 1) una sola 
raíz real z, = Ya, para cualquier n impar, 2) solamente dos raíces 
reales, z, = Ya y z, = —Y a, para cualquier n par; 

— cuando a =0, la ecuación (33) tiene una sola raíz x, = 0; 

— para cualquier a negativo se puede mostrar (vóase el $ 1, 
cap. VII) que la ecuación (33) tieno: 1) una sola raíz real, z) = 
= —Y Ta, para cualquier n impar, 2) no tieno raíces reales, cual- 
quiera que sea n par. 

Ejemplo. Resuélvase la ecuación 

+8=0, 

Por cuanto n es impar en este caso (n = 3) y a es negativo (a = 
= —8), la ecuación dada tiene la única solución x, = —2, 

Ecuación trinomia. La ecuación algebraica de la forma 


ar +b +e=0 (36) 
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' ge denomina ¿rinomia a condición de que n>2, a 0, +40, 
e 5% 0, Cuando n = 2, la ecuación trinomia se llama, además, «ecua- 
ción bicuadrada». Al resolver la ecuación bicuadrada 


at+bi4+c=0 (140) (37) 


su primer miembro se transforma por el método de «formación de 
cuadrado perfecto»: 


armar) 
-e[t a] 


En virtud de esta igualdad idéntica la ecuación (37) es equivalente 
a la siguiente 


[feroz jo eo 


Es evidente que si b? — 4ac < 0, la ecuación (38) y, por lo tanto, 
la (37), equivalente a la (38), no tienen raíces. 
Cuando b? — 4ac = 0, la ecuación (38) adquiere la forma 


(a+3)"=0 (a0). (39) 
La ecuación (39) es, obviamente, equivalente a la ecuación 
eteo (0%0), (40) 


De este modo, cuando b?—4ac=0, la ecuación bicuadrada (37) 
es equivalente a la ecuación cuadrática (40), es decir, para È <0 


tiene tan sólo dos raíces reales, z, = V-h y == V-—í Y 


para g= la única raíz x,=0; para 4>0 no tiene raíces, 


En cambio, si b?—4ac>0, la ecuación (38) y, por consiguiente, 
Ja (37), que es equivalente a (38), son equivalentes al sisteme de 


= vida: 
ecuacionos apt- VE 0 (10), Pte yi da _ 
=0 (a0). Escribamos esta sistema en la forma equivalente 
Ll RET 
Da e £E a0), = Le o (a0) (41) 


Por cuanto los números que figuran en los segundos miembros de las 
ecuaciones del sistema (41) son raíces de la ecuación cuadrática 


a+ bt+e=0 (a#0), (42) 
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que tiene discriminante positivo D = b? — 4ar, entonces el sistema 
de ecuaciones (41) puede ser escrito en la forma: 


=h (a%0), =t, (10, (43) 


donde ¿, y t, son raíces de la ecuación (42). 

Hemos mostrado, pues, que para resolver la ecuación bicuadra- 
da (37) se debe resolver al principio la ecuación cuadrática (42), 
con la particularidad de que, si la ecuación cuadrática (42) no tiene 
raíces reales, es decir, si su discriminante es negativo, la ecuación 
(87) tampoco tendrá raíces; si el discriminante de la ecuación (42) 
es nulo, la ecuación (37) será equivalente a la ecuación cuadrática 
(40) que se resuelve con facilidad; por fin, si el discriminante de Ja 
ecuación (42) os positivo, la ecuación (37) será equivalente al siste- 
ma de ecuaciones (41). Cada una de las ecuaciones del sistema (41) 
es cuadrática, razón por la cual las raíces de dicho sistema y, por 
consiguiente, las raíces de la ecuación (37), equivalente al sistema 
citado, se hallan fácilmente. 

Ejemplo. Resuélvase la ecuación bicuadrada 


tbl. (44) 


Con el fin de resolver la ecuación (44) resolvamos al principio la 
ecuación cuadrática 1? —+—6= 0. Las raíces de esta ecuación 
son f, = —2, t, = 3. Por eso, la ecuación (44) es equivalente al 
sistema de ecuaciones 


Ps dai 


La primera ecuación de oste sistema no tiene raíces reales, mientras 
que la segunda tiene tan sólo dos raíces: zı = 3 y a, = —V3. 
Quiere decir, la ecuación (44) también tiene solamente dos raíces: 
a=V3 y z= —V3. 
Cuando nr > 2, para resolver la ecuación trinomia 
ar+br+o=0 (40), 


el primer miembro de ésta también se transforma por el método de 
«formación de cuadrado perfecto» 


arre (4) E]. (45) 


En virtud de esta igualdad idéntica, la ecuación (36) es equivalente 
a la ecuación 


(a+) aA). (46) 


Es evidente que si b? — 4ac < 0, la ecuación (46), y, por tanto, la 
ecuación (36) no tienen raíces. 


90382 129 


Si b? — 4ac = 0, la ecuación (46) es equivalente a la ecuación 
binomia 


PO (a0) an 


Por consiguiente. cuando b? — 4ac = O, la ecuación trinomia (36) 
es equivalente a la ecuación binomia (47), cuya resolución fue exa- 
minada en el punto antecedente. 
En cambio, si b? — 4ac > 0, la ecuación (46) es equivalente al 
sistema de ecuaciones binomías 
rl E a) A 0), 
(48) 


cuya solución, como se mostró más arriba, puede ser determinada. 
Ejemplo. Resuélvase la ecuación trinomia 


+304+2=0, (49) 


Puesto que la ecuación dada es equivalento al sistema de dos ecua- 
ciones binomias 


B24+2=0, 4+41=0, 


entonces, resolvióndolas, obtendremos que la ecuación (49) tiene so- 
lamente dos raíces reales, 2, = —Y Z y zt, = —1. 

Observación. Hemos mostrado más arriba Cómo se resuelven 
cualquier ecuación de primer grado y cualquier ecuación cuadrática 
y se obtienen las fórmulas correspondientes para determinar sus 
raíces. En lo que se refiere a las ecuaciones de grado superior a dos, 
se examinaron algunos ejemplos sueltos. Esto se debe a lo siguiente: 
aunque existen fórmulas para resolver las ecuaciones de tercer y 
cuarto grados, ellas son demasiado engorrosas y por esta razón se 
emplean muy raras veces, mientras que para las ecuaciones de gra- 
dos quinto y superiores tales fórmulas no existen en general. Al 
mismo tiempo cabe notar que si todos los coeficientes del polino- 
mio P (z) en la ecuación (4) son números enteros (o racionales), en- 
tonces para la determinación de las raíces enteras (o racionales) de 
la ecuación (4), puede aplicarse el teorema sobre las raíces enteras 
(o racionales) de un polinomio (véase el cap. II). 


$ 2. Desigualdades con una sola incógnita 


Conceptos y definiciones principales. Supongamos que se pide 
resolver la desigualdad 


R (2) >Q (a) lo bien R (2) <Q (nl. (1) 


donde R (x) y Q (z) son ciertos polinomios, enteros (véase el cap. 11) 
respecto de una letra z. La letra z se llama desconocida o. simplemen- 
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te, incógnita; la desigualdad (1) lleva el nombre de desigualdad alge- 
braica con una sola incógnila. 

Por cuanto el CVA de los polinomios R (x) y Q (2) so compone de 
todos los números reales, el problema sobre la resolución de la desi- 
gualdad (1) puede enunciarse así: hállense todos los valores numé- 
ricos de la letra z, cada uno de los cuales convierte la desigualdad (1) 
en una desigualdad numérica que se verifica. Cada valor numérico 
semejante recibe el nombre de solución de la desigualdad (1). Por 
eso, resolver la desigualdad (1) significa hallar el conjunto de todas 
sus soluciones. Si resulta que el conjunto de todas las soluciones de 
la desigualdad (1) es un conjunto vacío, se dice que la desigualdad (1) 
no tiene soluciones. 

Dos desigualdades algebraicas R (z) >Q (z) y T (æ) < sS (2) 
se denominan equivalentes, si cualquier solución de la primera de- 
sigualdad es también solución de la segunda y, viceversa, cualquier 
solución de la segunda desigualdad es solución de la primera. En 
virtud de esta definición, son equivalentes cualesquiera dos desi- 
gualdades que no tienen soluciones. La sustitución de una desigual- 
dad por otra, equivalente a la primera, recibe el nombre de paso 
equivalente de una desigualdad a la otra. El paso equivalente suele 
designarse con una flecha doble =>. La escritura 


R (2) >Q (1) © T (1) < S (2) 


significa que las desigualdades R (2) >Q (2) y 7 (1) < S (x) son 
equivalentes. 

Demos a conocer algunas afirmaciones con cuya ayuda se reali- 
zarán los pasos equivalentes. 

1. Las desigualdades R (z) >Q (z) y R(2)—Q (2) > 0 son 
equivalentes. 

2. Las desigualdades R (z) >Q (x) y R (2) +a >Q (z) +a 
son equivalentes para cualquier número real a. 

3. a) Las desigualdades R (z) >Q (2) y a R (z) > aQ (2) son 
equivalentes para cualquier número positivo œ. 

b) Las desigualdades R (z) > Q (2) y aR (2) < aQ (2) son equi- 
valentes para cualquier número negativo œ. 

4. Supongamos que se conoce que para cualquier número real x se 
verifica la igualdad R (z) = T (2), entonces son equivalentes las de- 
sigualdades R (z) > Q (2) y T (2) >Q (z). 

Por cuanto las demostraciones de dichas afirmaciones son simi- 
lares, demostremos sólo la afirmación 1. Sea x, una solución de la 
desigualdad R (z) > Q (2), es decir, supongamos que se verifica la 
desigualdad numérica R (23) > Q (2,). Entonces, de acuerdo con la 
propiedad de las desigualdades numéricas, se verifica también la 
desigualdad numérica R (zı) — Q (2) > 0. La validez de esta de- 
sigualdad numérica significa que el número z, es solución de la de- 
sigualdad R (x) — Q (2) > 0. Por cuanto semejante razonamiento 
puede efectuarse para cualquier solución de la desigualdad R (1) > 
>Q (2), entonces cualquier solución de la desigualdad R =)> 
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> Q (o) será también solución de la desigualdad R (z) — Q (r) >0. 

Mostremos, ahora, lo contrario. Supongamos que el número z, es 
una solución de la desigualdad R (z) — ti (2) > 0, es decir, que se 
verifica la desigualdad numérica R (z) — Q (2,) > 0. De la vali- 
dez de la última desigualdad proviene la validez de la desigualdad 
numérica R (12)> Q (£) y esto significa que el número z, es la so- 
lución de la desigualdad R (z) > Q (2). Por cuanto semejante razo- 
namiento puede llevarse a cabo para toda solución de la desigualdad 
R (x) — Q (=) > 0, cualquier solución de la desigualdad R (z) — 
— Q (x) > 0 es también solución de la desigualdad R (x) > Q (x). 
Quiere decir, si cada una de las desigualdades R (z) >Q (z) y 
R (z) — Q (2) > 0 tiene solución, ellas son equivalentes. 

De lo demostrado se deduce que si una de las desigualdades 
R (2) > Q (2) ó R (z) — Q (2) > 0 no tiene soluciones, la otra tam- 
poco las tione, es decir, en esto caso las desigualdades R (z) > 
> 0 (z) y R (x) — Q (2) > 0 son también equivalentes. La afirma- 
ción Í está demostrada. 

De las afirmaciones 1 y 4 se desprende que cada desigualdad 
algebraica puede ser reducida o bien a la forma P (æ) > 0, o bien a 
la forma P (z) < 0, por lo cual resulta suficiente analizar sólo las 
desigualdades del tipo 

P()>0 (0) 


P()<0 (3) 
donde P (+) es un polinomio de grado n, entero respecto de la letra z, 
es decir, 
P (2) = agt" aqi... + laz + an (a 0). 


Las desigualdades de esta índole se denominan desigualdades al- 
gebraicas de grado n. 

Desigualdades de primer grado. Método de intervalos. Supongamos 
que se pide resolver la desigualdad 


a +4,>0 (a 0), 10) 
la cual so denomina desigualdad de primer grado. En virtud de la 
afirmación 2, la desigualdad (4) es equivalente a la desigualdad 

aj >—a (00). 6) 


Examinemos los casos de 4, >0 y a, < 0. Sea ay >Q, entonces, 
teniendo presente la afirmación 3a), la desigualdad (5) es equivalente 
a la desigualdad 


y 


a (a, 0). (6) 

Es evidente que cualquier z del intervalo (-2 ı +0) satisface 
o 

la desigualdad (6). Por consiguiente, el conjunto de todas las solu- 
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ciones de la desigualdad (6) es el intervalo (— 2, loo) (tig. 11). 


Por cuanto la desigualdad (4) es equivalente, para 4/>0. a la 
desigualdad (6), el conjunto de todas las soluciones de la 


desigualdad (4) también será el intervalo ( EE dl 


loo). Todos 


los pasos equivalentes de la desigualdad (4) a la desigualdad (5) y, 


= 0/49 z 
Fig. 44 
luego, a la desigualdad evidente (6) se escriben más brevemente en 
forma de la siguiente cadena de pasos equivalentes: 
apt +a, >0 (a, > 0) <> 2,2 >—4, (4) > 0) <> r> u> 0). 
y 
ene SESOntA, se verifican las siguientes cadenas de pasos equiva- 
entes: 


as +a, > O (ao < 0) > pr > — a (0 < O) => <- E (a< 0); 

aot +a, < 0 (00> 0) tt < — as (00> 0) => < — (09 > 0); 

ayt + a, < O (ag < 0) aot <—a (ao < 0) >> (0 < 0). 
» 


A partir de la última desigualdad en cada una de estas cadenas se 
halla fácilmente el conjunto de todas las soluciones de la primera 
desigualdad de la cadena dada (con la restricción indicada sobre ap). 
Así pues, la solución de la desigualdad agx + a; > 0, para ay < Û, se 


representa porel intervalo E 0, — 2) ; la solución de la desigualdad 
ta 


aya+ 44 <0, para agœ>0, es el intervalo (oo, ==) zy la 
solución de la desigualdad a+ a, <0, para aa< 0, es el intervalo 
( ES m yoo ) » 

Todo lo expuesto más arriba concerniente a la resolución de las 


desigualdades de primer grado se enuncia. a menndo, así: un poli- 
nomio de primer grado Got + a, (a, + 0): 


a) es positivo, cuando a,>0. para cualquier rE(—<, +o) 


y negativo para cualquier x€ ( —o0, -2) m 
o 


b) es positivo, cuando ag <0, para cualquier x€ ( —o0, 4) 
o 


y negativo, para cualquier ze(— 5, +00). 
o 
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En particular, el binomio (Œ — u) es positivo para todos los z 
que se ubican en el eje numérico a la derecha respecto del punto que 
representa el número a, y negativo para todo z que se dispone a la 
izquierda del punto mencionado. En otras palabras, el punto a divide 
el eje numérico en dos partes: en la parte dispuesta a la derecha del 
punto a el binomio (z — æ) es positivo, y en la otra parte, dis- 
puesta a la izquierda del punto a, negativo. 

En esta propiedad del polinomio (z — «) se basa el método de in- 
tervalos y se emplea con frecuencia para resolver las desigualdades 
algebraicas de grados superiores. 

Supongamos que se pide resolver la desigualdad 


@— a) (£ — 07)... (© — Aami) (2 — An) >0 (7) 


donde y, Op, -s On- %n Son ciertos números fijos, entre los 
cuales no hay iguales, y, además, tales que %, < Qg ... < On. € 
< üy 

Examinemos el polinomio 


Pl) (a) (e)... (E — anmi) (e). (8) 


En virtud de la observación hecha más arriba resulta obvio que para 
cualquier número z, tal que Ze > @n, el valor numérico correspon- 
diente de todo factor en el producto (8) es positivo y, por esta razón, 


Fig. 12 


el correspondiente valor numérico P (xp) del polinomio P (z) es tam- 
bién positivo. Para cualquier número z,, elegido del intervalo 
(cn, &n), el valor numérico correspondiente del último factor es 
negativo, y el valor numérico correspondiente de cualquiera de los 
factores restantes es positivo, por lo cual el número P (z,) es nega- 
tivo; análogamente, para todo número zz, perteneciente al intervalo 
(n-p Oni), el número P (z4) es positivo, etc. 

Precisamente en este razonamiento se basa el método de intervalos 
que consiste en lo siguiente: en la recta numérica se marcan los nú- 
MEOS ys Op, + +: n-i n3 en el intervalo, que se encuentra a la 
derecha del número mayor, se pone el signo más, en el intervalo 
siguiente, que va de derecha a izquierda, se pone el signo menos, lue- 
go, el signo más, luego, el signo menos, etc. (fig. 12). Entonces el 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (7) será la unión 
de todos los intervalos que llevan el signo más. 

El método de intervalos permite resolver aquellas desigualdades 
algebraicas que pueden reducirse, mediante una cadena de pasos 
equivalente, a las desigualdades del tipo (7). 
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Ejemplo. Resuélvase Ja desigualdad 
(2 — 3) (2 +2) (4— 2) >0, (8) 
Al multiplicar la desigualdad (9) por (—1), obtendremos una desi- 
gualdad, equivalente a la (9): 
le — (231 (2 — 3) (z — 4) < 0. (10) 


Apliquemos el método de intervalos para resolver la desigualdad 
(10): en la recta numérica marcamos los números (—2), 3. 4. En los 
intervalos ponemos, de derecha a izquierda, los signos más y menos 
(fig. 13). El conjunto de todas las z, perlenecientes a los intervalos 
(—oo, —2) y (3, 4), representa el conjunto de todas las soluciones 


A 


Fig. 13 


de la desigualdad (10). Ya que la desigualdad (9) es equivalente a la 
(10), el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (9) es el 
conjunto (—oo, —2) U (3, 4). 

Desigualdad cuadrática, Apliguemos el método de intervalos 
a la resolución de las desigualdados algebraicas do segundo grado. 
Se llaman, corrientemente, desigualdades cuadráticas. Analicemos la 
desigualdad cuadrática 


ar + br +ce>0 (a0). (14) 


Realizando la transtormación idéntica de «formación de cuadrado 
perfecto» (véase el $ 1, cap. III), obtenemos 


arq+orpo=a[ (2437) ar] 


donde D = b° — 4ac, Por eso, la desigualdad (11) es equivalente a 
la desigualdad 


a[ (+2) —4]>0 (a#0). (12) 


Sea a >Q. Entonces, la desigualdad (12) es equivalente a la 
desigualdad 


(+) -H>0 a>. (13) 

a) Si D < 0, entonces, cualquiera que sea el valor numérico de 

la incógnita z = zo, en el primer miembro de la desigualdad (13) 
figura la suma del número no negativo ( (zo +2) con el núme- 
ro positivo (- +) , es decir, la desigualdad (13) se convierte en una 
desigualdad numérica que se verifica. Por consiguiente, la desigual- 
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dad (13) es válida para cualquier z. En otras palabras, el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (13) es en este caso el con- 
junto de lodos los números reales. 

b) Si D = U, entonces, obviamente, la desigualdad (13) se con- 
vierte en una lícita desigualdad numérica para todo z, a excepción 


del número so —— 32. Por consiguiente, el conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (13) será en este caso el conjunto 
b 
Ju (+0 
c) Si D > 0, entonces la desigualdad (13) es equivalente a la 
desigualdad 


(12) (2—%:)>0 (14>0), (14) 


UND _— VD 
a y 
razón por la cual, al aplicar el método de intervalos, llegamos a que 
el conjunto de todas lus soluciones de la desigualdad (14) será el 
conjunto (— œ, z,) U (22, + œ). 
Sea a < 0. Entonces, la desigualdad (12) es equivalente a la 
desigualdad 


donde x, = + Es evidente que 24 < tp, 


(z+ +) -h <0 (a<). (15) 


a) Si D < 0, resulta ovidonte que para todo número z esta desi- 
gualdad se convierte en una desigualdad ilícita, por lo cual la de- 
sigualdad (15) no tiene soluciones. 

b) Si D -= 0, resulta también evidente que la desigualdad (15) 
no tiene soluciones. 

e) Si D > 0, la desigualdad (15) será equivalente a la desi- 
gualdad 


(e — z) (1—9)<0 (1<0), (16) 


=y 5 saari 
=b YD ga b+y D 


Za a Ja + Es obvio que 2, > tz 


y por 


donde z; =- 


ello, al aplicar el método de intervalos, llegamos a que el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (16) es el intervalo (xa; 2). 

De modo análogo se efectúa la resolución de la desigualdad ax? -4 
+be+rc<0 (a +0). Los razonamientos aducidos pueden re- 
unirse juntos formando la Tabla 1. 

Hemos de notar que esta labla no debe retonerse en la memoria, 
pues para resolver wna desigualdad cuadrática concreta resulta 
mejor repetir cada vez los razonamientos realizados más arriba. 


Ejemplo. Resuélvase la desigualdad 
2—:—65<0, 
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Tabla 1 


a D Desigualdad Solución de la desigualdad 
D>0 2h | =. | 
u>0 > ar br} e> 0 ( b Ta ) 
4 0) 
a> D>0 | arqbre<0 


a>0 | D=0 | arpor+e>0 
a>0 | D=0 | artybre<o no hay soluciones 

a>0 D<O | azi ba e>0 (—o0, | 00) 

u>0 DEO | artpdrpe<O uo hay soluciones 

a<) | D>0 | arq he4e>0 

az D>0| artqor o <0 

a<0 D=0 | art4dage>0 

a<0 D=0| ar?—br+e <0 

a<0 DLO | ar?+br-je >t no hay soluciones 

a<0 | D<0| ar+or4e<O (—00, ¡00) 
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Por cuanto las raíces del trinomio de segundo grado P (z) = 
= 3" — £ — 6 son z; = 3 y 2, = —2, entonces P (z) = (2 — 3) xX 
Xx (z + 
Qui 


e decir, la desigualdad es equivalente a la desigualdad 
(3) (2+2<0. 


Al aplicar el método de intervalos a la última desigualdad 
(fig. 14). llegamos a que el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad de partida es el intervalo (—2; 3). 


> 


Fig. 14 


Método de intervalos generalizado, Algunas desigualdades alge- 
braicas de grados superiores a dos se reducen, mediante una cadena 
de pasos oquivalentes, a la forma 


(ara. (aa a >, (17) 


donde ky, kos - + «y En- kn son números naturales fijos, y &y, &g, « . + 
a» A%n=1s On, Rúmeros reales fijos, entre los cuales no hay iguales, 
y tales que ay < aa<... < an-ı < an (indiquemos que si al 
menos uno de los números ki > 2, entonces el método de intervalos 
aducido anteriormente no puedo ser aplicado para la resolución de la 
desigualdad (17)). Entonces, las desigualdades del tipo (17) se resuel- 
ven por el así llamado método de intervalos generalizado, Examinemos 
el polinomio 


Pl) =(— ay a. (a aa)". (18) 


Es evidente que para cualquier número xy tal que xy > An, el valor 
correspondiente de todo factor en el producto (18) es positivo, debido 
a lo cual el valor numérico P (z4) del polinomio P (z) es también 
positivo. 

Para cualquier número x,, elegido dentro del intorvalo (%-1, n), 
el valor numérico correspondiente de todo factor, a excepción del 
último, es positivo; el valor numérico correspondiente del último 
factor es positivo, si k, es un número par, y negativo, si k, es un 
número impar. Por eso, el número P (z,) es positivo, si k, es un 
número par, y el número P (x,) es negativo, si k£, es impar. En estos 
casos suele decirse, habitualmente, que el polinomio P (x) cambia 
de signo. al pasar por el punto «,, si /, es un número impar, y no 
cambia de signo, si k, es un número par. 

Análogamente se muestra que si se conoce el signo del polino- 
mio P (x) en el intervalo (a;, +1), entonces en el intervalo (%;-,, 
a) el signo se determina según la siguiente regla: el polinomio P (z) 
cambia de signo, al pasar por el punto æ;, sí k; es un número impar, 
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y no cambia do signo, si k; es un número par. Precisamente en estos 
razonamientos está basado el método de intervalos generalizado: en 
el eje numérico se marcan los números Œ, Aa, » - «+ %n=1> %n; en 
el intervalo dispuesto a la derecha del número mayor, es decir, 
a la derecha de œp, se pone el signo más, en el intervalo que sigue 
tras el primero de derecha a izquierda se pone el siguo más, si k, es 
un número par, y el signo menos, si k, es un número impar; en el 
siguiente intervalo de derecha a izquierda se pone el signo, rigiéndose 
por la siguiente regla: el polinomio P (+) cambia de signo, al pasar 
por el punto an-ı, Si Ap, es un número impar, y conserva el signo 


ES 


E T 
Fig. 15 


invariable, si k,-, es un número par; a continuación se examina el 
intervalo siguiente que va de derecha a izquierda y se pone en él 
el signo, rigiéndose por la misma regla; de esta manera se analizan 
todos los intervalos. 

La solución de la desigualdad (17) será la unión de todos los 
intervalos en los cuales se ha puesto el signo s 

Ejemplo. Resuélvase la desigualdad 


(æ + 5) (2s — 3)5 (~x + 7} (32 + 8) < 0. (19) 


Al multiplicar esta desigualdad por ( = (ESN (5) , obtendremos, 


ante todo, una desiguldad equivalente a (19): 
3) [2=(-5) (2-4) e- >. (20) 


Con el fin de resolver la desigualdad (20) apliguemos el método de 


intervalos generalizado. En el eje numérico marquemos los números 
(5 (E), 2,7 (tig. 45). A la derecha del número mayor, es decir, 


del número 7, ponemos el signo más. Al pasar por el punto (7), el 
polinomio 


e 8172 e 

Pesii [e-a] (e) ea en 
cambia de signo, puesto que el binomio (z— 7) está contenido en 
el producto (21) elevado a una potencia impar, razón por la cual 
ponemos en el intervalo (7 7) el signo menos. Al pasar por el 
punto ($) el polinomio P (z) cambia de signo, puesto que el 
binomio (2-3) está contenido en el producto (21) olevado a una 


ES A i 8 3 
potencia impar, y por esta razón ponemos en el intervalo les š 3) 
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el signo más, Al pasar por el punto (—H) el polinomio P (z) no 
cambia de signo, puesto que en el producto (21) el binomio 
[> -(-$) ] está contenido elevado a una potencia par, por lo 


cual en el intervalo (=5, — $) ponemos el signo más. Por fin, 


al pasar por el punto (—5), el polinomio P (x) cambia de signo, 
puesto que el binomio [£ — (—5)] figura en el producto (21) a la 
primera potencia, por lo cual ponemos en el intervalo (— oo, —5) el 
signo menos. Así pues, la solnción de la desigualdad (20) y de la 
(19), equivalente a la (20), representa el conjunto de todos los inter- 
valos con el signo más, es decir, el conjunto de todas Jas soluciones de 
j : 8 

la desigualdad (19) es el conjunto (- 5, -5)u (- $, $) U(, 
+ 00 

Desigualdades no estrictas. Pasemos ahora a la resolución de las 
desigualdades no estrictas 


P(3)>0, (22) 
P (9 <0. (23) 


Sí cierto número zo es la solución de la desigualdad (22), se verificará 
la desigualdad numérica P (zp) > 0. Entonces, debido a la defini- 
ción del signo no estricto de una desigualdad, se verifica o bien la 
igualdad numérica P (zo) =0, o bien la desigualdad numérica 
P (29) > 0. En otras palabras, si el número xo es la solución de la 
desigualdad (22), entonces dicho número es o bien la solución de la 
ecuación P (z) == 0, o bién, de la desigualdad 2 (z) > 0. Esto puede 
decirse sobre cualquier solución de la desigualdad P (x) > 0. Del 
modo análogo se muestra que toda solución de la desigualdad P (z) > 
> 0 y toda solución de la ecuación P (z) = 0 es también la solu- 
ción de la desigualdad (22). 

De este modo, el conjunto de solucionos de la desigualdad no es- 
tricta (22) representa la unión de dos conjuntos: el de todas las solu- 
ciones de la desigualdad estricta P (1) > 0 y el de todas las solucio- 
nes de la ecuación P (x) = 0. 

Análogamente, el conjunto de todas las soluciones de la desigual- 
dad no estricta (23) es la unión de dos conjuntos: el de todas las so- 
luciones de la desigualdad estricta P (z) < 0 y el de todas las solu- 
ciones de la ecuación P (z) -= 0. 

En esto precisamente está basado el principio de resolución de las 
desigualdades no estrictas. Se resuelven primeramente la desigualdad 
estricta y la ecuación correspondiente después de lo cual se reúnen 
los conjuntos de soluciones de la desigualdad estricta y de la ecua- 
ción; la unión de dichos conjuntos es precisamente el conjunto de 
todas las soluciones de Ja desigualdad no estricta. 

Ejemplos. 1. Resuélvase la desigualdad no estricta de primer 
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grado: 
ay +a>0 (8,40). (4) 
Resolvamos primeramente la ecuación 


ar+a=0 (a0 #0). (25) 


Su única solución es el número (-2). Luego resolvamos la 
disigualdad ý 
ar+a>0 (0,40). (26) 


Cuando a¿>0, el conjunto de todas sus soluciones es el conjunto 


( -2, +00) ; cuando aa < 0, el conjunto do Lodas sus soluciones 
o 


es el conjunto (—%, E) + Al reunir las soluciones de la ecua- 
ción (25) y de la desigualdad (26), obtenemos: para ay>0 el 


a T llig z 
Fig. 16 Fig. 17 


conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (24) es el conjunto 
[- E + +00) (fig. 16); para a¿<0 ol conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (24) es el conjunto (—<, - 2] (fig. 17). 
2. Resuélvase la desigualdad 
(2? — 32 +2) (1? — 32?) (4 — 1°) > 0. (27) 

Por cuanto son válidas las igualdades idénticas siguientes 

at = 3s + 2 = (2 — 2) (— 1), 

I e 32? = 2è (z — 3), 

¿ro (2 — 2) (042), 


entonces, de acuerdo con las afirmaciones 4 y 3b) de este párrafo, la 
desigualdad (27) es equivalente a la desigualdad 


Iz — (—2)l 2? (z — 1) (2 — 2* (z — 3) < 0. (28) 
Resolvamos primeramente la ecuación 
Iz — (2) 2? (z — 1) (z — 2} (z — 3) = 0. (29) 


Tiene solamente cinco raíces: z = —2, z} = 0, ta = 1, 1, = 2, 
Z = 3. Luego resolvamos la desigualdad estricta 


Iz — (2) z? (z — 4) (z — 2} (z — 3) < 0 (30) 
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aplicando el método de intervalos generalizado (fig. 18). El conjunto 
de todas sus soluciones será el conjunto (— œ; —2) U (1: 2U 
U (2; 3). Reuniendo el conjunto de soluciones de la ecuación (29) y 


LIENA 
MESAS 


Fig. 18 


de la desigualdad estricta (30), obtenemos el conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (28) y, en virtud de que el paso es equi- 
valente, de la desigualdad (27). 

Así pues, el conjunto de todas las soluciones de Ja desigualdad 
(27) es el conjunto (— œ, —21U (0) U I1; 3). 


$ 3. Ecuaciones con dos incógnitas 
Conceptos principales. Sea dada la ecuación 


R (z, y) = Q (z, y, (1) 


donde R (z, y), Q (x, y) son polinomios, enteros (véase el $ 3, cap. II) 
con respecto a dos letras x e y. En este caso se dice que está dada una 
ecuación algebraica con dos incógnitas z e y. El par ordenado (zx, y) 
se denomina colección de incógnitas de la ecuación (1). El CVA de la 
ecuación (1) es el conjunto de todos los pares (z, y), donde las letras 
ze y pueden ser números reales cualesquiera. 

La colección numérica (ro, yo), correspondiente a la colección de 
incógnitas (z, y) se llama solución de la ecuación (1), si son iguales los 
valores numéricos de los polinomios R y Q que corresponden a dicha 
colección numérica, es decir, si se verifica la igualdad numérica 
R (£o, Ya) = Q (Zo, Yo). Resolver la ecuación (1) signiifca determinar 
el conjunto de todas sus soluciones, es decir, hallar todas las colec- 
ciones numéricas, cada una de las cuales convierte la ecuación (1) 
en una igualdad numérica lícita. Si el conjunto de todas las solu- 
ciones de la ecuación (1) consta de & pares de números reales (z,, y1); 


(Tas Ya); - + - 5 (tr, yn), se dice que la ecuación (1) tiene tan sólo k 
soluciones, es decir, el conjunto de todas las soluciones es el con- 
junto M = {(£1; Yi), (La, Y2), - - -» (Zr, Y»). Si, en cambio, el con- 


junto de todas las soluciones consta de un solo par (x,, y1), se dice que 
la ecuación (1) tiene Ja única solución. Por ejemplo, la ecuación 
a? + y? = 0 tiene la única solución (z, y): (0, 0). Cuando el conjunto 
de todas las soluciones de la ecuación (1) es vacío, se dice que la 
ecuación (1) no tiene soluciones. Por ejemplo, la ecuación z? + y* = 
= -—A no tiene soluciones. 

Sean dadas dos ecuaciones algebraicas con dos incógnitas: 


R (z, y) = Q (æ, y y T (z, y) = S (a, y). 
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Estas ecuaciones se llaman equivalentes, si cualquier solución de 
la primera ecuación es a la vez solución de la segunda ecuación y to- 
da solución de la segunda ecuación es solución de la primera. En vir- 
tud de esta definición, son equivalentes cualesquiera dos ecuaciones 
que no tienen soluciones. 

La sustitución de una ecuación por otra, equivalente a la pri- 
mera, se denomina paso equivalente de la primora ecuación a la se- 
gunda. 

Son válidas las siguientes afirmaciones: 

1. Las ecuaciones R (2, y) = Q (z, y) y R (z, y) -- Q (r, y) = 0 
son equivalentes. 

2. Las ecuaciones R (z, y) = Q (z, y) y R (z, y) + S (œ. y) = 
= Q (z, y) + S (z, y), donde S (z, y) es un polinomio cualquiera 
entero respecto a las letras z e y, son equivalentes. 

3. Las ecuaciones R (z, y) = Q le, y) y a R (z, y) = aQ (£. y) 
son equivalentes para cualquier número real œ distinto de cero, 

4. Supongamos que es válida la igualdad idéntica R (x. y) = 
= T (x, y), entonces las ecuaciones R (x, y) = Q (x, y) y T (x, y) = 
= Q (z, y) son equivalentes. 

La validez de estas afirmaciones se demuestra igual que en el 
caso de las afirmaciones en el $ 1, razón por la cual la demostración 
aquí se omite. De las afirmaciones 1 y 4 se deduce que cada ecuación 
algebraica con dos incógnitas z e y puede ser reducida a la forma 
P (z, y) = 0, por lo cual sólo podemos analizar la ecuación del tipo 


P (z, y) =0, (2) 


donde P (z, y) es un polinomio entero respecto a las letras z e y. 
Para ilustrar geométricamente el conjunto de todas las soluciones 
de la ecuación (2) resulta conveniente introducir un sistema de coor- 
denadas en el plano. 

Sistema rectangular (cartesiano) de coordenadas en un plano. 
Si se indica el método que permite establecer la posición de los pun- 
tos en el plano prefijando los pares de números, suele decirse que 
en el plano viene dado un sistema de coordenadas. El propio plano se 
ilama en este caso plano de coordenadas. Veamos el sistema de coor- 
denadas más simple que se usa con mayor frecuencia y que se deno- 
mina rectangular o cartesiano. 

Sea dado un segmento cuya longitud se toma como unidad de me- 
dición de la longitud en el plano, es decir, supongamos que se ha 
introducido la escala. Supongamos, además, que están dadas dos 
rectas recíprocamente perpendiculares. Convengamos en considerar 
que c] punto de intersección de las rectas es el origen de coordenadas. 
Delinamos en cada recta la dirección positiva y marquemos en am- 
bas, a partir dol origen de coordenadas, el segmento unidad prefi- 
jado. De este modo, en cada recta queda introducido su propio sistema 
de coordenadas (véase el $ 5, cap. 1); las rectas mencionadas se de- 
1cminan rectas coordenadas y, también, ejes coordenados, con la par- 
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ticularidad de que uno de ellos se denomina eje de abscisas y el otro, 
eje de ordenadas. 

Si en un plano queda introducida la escala y vienen dados dos 
ejes coordenados recíprocamente perpendiculares y si se sabe cuál 
de dichos ejes es el de abscisas y cuál, el de ordenadas, suele decirse 
que en el plano está dado el sistema rectangular de coordenadas. 

Designemos el origen de coordenadas con la letra Q, el eje de 
abscisas con las letras Qz y el eje de ordenadas, con Oy. En los di- 
bujos los ejes coordenados se disponen, corrientemente, de tal modo 

que el eje de abscisas sea horizontal 


Y y su semieje positivo esté orientado 
Mas OEE 110.4) a la derecha, mientras que el semieje 
positivo de ordenadas, hacia arriba 

(tig. 19). 


Sea M un punto cualquiera del 
plano de coordenadas. Tracemos por 
el punto M rectas, paralelas a los ejes 
coordenados. Supongamos que la recta 
que pasa por el punto M y es paralela 
al eje Oy corta el eje de abscisas en el 
punto N, y la recta que pasa por el 
punto M paralelamente al eje Oz 

Fig. 19 corta el eje de ordenadas en el pun- 
to Z (véase la fig. 19). Por cuanto 
en los ejes están dados los sistemas de 

coordenadas, el punto N tiene en el eje de abscisas del sistema de 
coordenadas una coordenada a, y el punto Z tiene en su sistema de 
coordenadas en el eje de ordenadas la coordenada b. Entonces, se 
denominan coordenadas del punto M en el sistema elegido de coorde- 
nadas con los ejes Oz y Oy un par ordenado de números (a, b). El núme- 
ro a se llama primera coordenada o abscisa del punto M, el número b, 
segunda coordenada u ordenada del punto M. El hecho de que el 
punto M tiene la abscisa a y la ordenada ò se escribe del modo si- 
guiente: M (a, b) (primeramente se escribe la abscisa y luego, la or- 
denada del punto M). 

Muy a menudo, cuando se estudian varios puntos fijos diferentes 
en el plano de coordenadas, éstos se designan con cierta letra mayúscu- 
la con diferentes números, por ejemplo, Mı, My, - -s Mns --- + 
Las coordenadas de estos puntos se denotan con los números corres- 
pondientes: M, (21, Y1), Ma (Tar Ya), - - > Mn (Ens Ya)» > +: 

Dado que por cualquier punto del plano puede ser trazada sola- 
mente una recta, paralela al eje de coordenadas dado, y cada recta 
corta el eje correspondiente, perpendicular a ella, sólo en un punto, 
entonces a todo punto del plano de coordenadas le corresponde un 
solo par ordenado de números, es decir, las coordenadas de este 
punto. 

Entre los puntos dispuestos en cualquier eje y el conjunto de 
números reales existe una correspondencia biunívoca (véase el 
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cap. 1), por consiguiente, a los distintos puntos del plano zOy les 
corresponderán distintos pares ordenados de números reales. Así 
pues, si en un plano viene dado el sistema rectangular de coorde- 
nadas «Oy, entonces entre el conjunto de puntos del plano y el 
conjunto de pares ordenados de números reales existe la siguiente 
correspondencia: 

1. A todo punto dol plano le corresponde sólo un par ordenado de 
números reales. 

2. A dos puntos diferentes del plano les corresponden diferentes 
pares ordenados de números reales. 

3. No existe un par ordenado de números reales que no corres- 
ponda a algún punto del plano. 

La correspondencia de este género se llama biunívoca. De este 
modo, la introducción en el plano de un sistema rectangular de coor- 
denadas permite establecer la correspondencia biunívoca entre el 
conjunto de todos los puntos del plano y el conjunto de pares orde- 
nados de números reales. La correspondencia citada presta la posi- 
bilidad de reducir el estudio del conjunto de punto del plano al 
estudio del conjunto de pares de números reales, es decir, la posibili- 
dad de aplicar al estudio de los problemas geométricos los métodos 
algebraicos. 

Hagamos algunas observaciones: 

1. La abscisa del punto M es igual a cero, cuando, y sólo cuando, 
el punto M se ubica en el eje Oy. 

2. La ordenada del punto M es igual a cero, cuando, y sólo cuan- 
do, el punto 4 se ubica en el eje Oz. 

3. El punto O, y sólo este punto, que es el origen de coordenadas, 
tiene sus dos coordenadas nulas. 

4. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas en 
el que todo punto tiene ordenada posiliva (y > 0) se llama semiplano 
superior. 

5. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas 
en el que todo punto tiene ordenada negativa (y < 0) se llama se- 
miplano inferior. 

6. El conjunto de todos los puntos de nn plano de coordenadas en 
el que todo punto tiene abscisa positiva (x > 0) se Hama semiplano 
derecho. 

7. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas en 
el que todo punto Liene abscisa negativa {x < 0) se lama semiplano 
izquierdo, 

8. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas 
en el que todo punto tiene abscisa positiva (x > 0) y ordenada posi- 
tiva (y >0) se denomina primer cuadrante de coordenadas. 

9. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas en 
el que todo punto tiene ordenada positiva (y > 0) y abscisa nogativa 
(x < 0) se denomina segundo cuadrante de coordenada: 

10. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas 
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en el que todo punto tiené abscisa negativa (z < 0) y ordenada ne- 
gativa (y < 0) se denomina tercer cuadrante de coordenadas. 

11. El conjunto de todos los puntos de un plano de coordenadas 
en el que todo punto tiene ordenada negativa (y < 0) y abscisa po- 
sitiva (z > 0) se denomina cuarto cuadrante de coord 
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Fig. 20 


12. Dos puntos M, (£i; Y1) Y Ma (z, ya) se llaman simétricos con 
relación «ul eje de ordenadas, si sus coordenadas son tales que t; = 
= —2y 0 y, = y, (fig. 20); simétricos con relación al eje de abscisas, 
si sus coordenadas son tales que z; = 2, e yı = — ya (fig. 21); si- 
métricos con relación al origen de coordenadas, si sus coordenadas son 
tales que z; = —Z2 0 Y, = —y (fig. 22). 


ly) Mizna 


Pahta) 


Fig. 24 Fig. 22 


Teorema 1. Cualquiera que sea la disposición de dos puntos 
M, (to y) y Ma (£z ya) en el plano de coordenadas, el cuadrado de la 
distancia entre ellos (es decir, el cuadrado de la longitud del segmento 
MM») se determina por la fórmula d = (£, — 1) + (Ye — y) 
o sea, el cuadrado de la distancia entre dos puntos cualesquiera del pla- 
no de coordenadas es igual a la suma de los cuadrados de las diferencias 
entre las coordenadas homónimas. 
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Demostración. Sean dados dos puntos MW, (21, y1) y Ma (ta, Ya) 
que no coinciden. La recta M,M, puede ser: 

a) paralela al eje Oy (o coincidente con éste); 

b) paralela al eje Ox (o coincidente con éste); 

c) no paralela al eje Oy, ni tampoco al Ox. La demostración del 
teorema se realizará para cada uno de estos casos por separado. 

a) Supongamos que la recta en que se 
disponen los puntos M, (%,, y1) y Ma (ea, 
Y) es paralela al eje Oy (o coincide con 
éste). Entonces, cualquier punto dispuesto 
en esta recta tendrá una misma abscisa, es 
decir, los puntos M, y M, tendrán abscisas 
iguales: z; = z, = m (fig. 23). 

Esta recta puede considerarse como un 
eje con dirección positiva hacia arriba y el 
mismo segmento unitario que para el sis- 
tema de coordenadas z0y y origen en el 
punto (m, 0). La coordenada de cualquier 
punto de este eje coincidirá con la orde- 
nada del mismo punto al considerarlo co- 
mo un punto del plano. De acuerdo con el 
teorema 1 ($ 5, cap. I), la distancia entre Fig. 23 
los puntos M, y M», considerados como puntos de esta recta coordo» 
nada, os igual a d = | y, — y, |, de donde 


P=ly—4P=0+.—y) = (m —mi+ 
+ Y — n)? = (22 — a)? + (Us — ya). 


b) Supongamos que la recta en que se disponen los puntos M, y 
M, es paralela al eje Oz (o coincide con éste). Entonces, cualquier 
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punto dispuesto en esta recta tendrá una misma ordenada, es decir, 
los puntos M, y M, tendrán ordenadas iguales: y, = y, = n (fig. 24). 

La recta citada puede considerarse como un eje cuyo origen 
se encuentra en el punto (0, n}; la dirección positiva de este eje está 
orientada hacia la derecha y el segmento unidad es el mismo que en 
el sistema de coordenadas x0y. La coordenada de cualquier punto 
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de este eje coincidirá con la abscisa del mismo punto al considerarlo 
como un punto del plano. De acuerdo con el teorema 1 ($ 5, cap. I), 
la distancia entre dos puntos M, y Ma, como puntos de esta recta 
coordenada, es igual a d = | z, — z, |, de donde 


dè = | ra — Pa (a +0 = (220) + 


a- (n — n}? = (23 — 2)? + (Y — y). 


c) Supongamos ahora que los puntos W, y M, no se encuentran 
on la recta paralela al eje de ordenadas ni tampoco en la recta para- 
lela al eje de abscisas. En este caso las coordenadas homónimas de 
estos puntos serán números di- 
ferentes, es decir, z; Æ £, € 
yı Æ Ya (fig. 25). Tracemos por 
el punto M, una recta paralela 
al cje de abscisas, y por el punto 
M, una recta que sea paralela 
al eje de ordenadas. Estas rectas 
se cortarán en el punto K (<a, 
y). El punto M, y el punto K 
pertenecen a recta paralela al 
eje de abscisas, por consiguiente, 
como se estableció en el caso b), 
la distancia entre estos puntos 
(longitud del segmento MK) es 
igual a dank = [13 — % |. 

Los puutos Ms y K se disponen en la recta paralela al eje de 
ordenadas, por consiguiente, conforme a lo establecido cn el caso 
a), la distancia entro estos puntos (longitud del segmonto en M,K) es 
igual a dax = | Ys — yy l. Por cuanto ol triángulo M,KM, es 
rectángulo, entonces, según el teorema de Pitágoras, d? = dx + 
+ dije = | rs — i |? + |y — n | En virtud do la propiedad 
de la magnitud absoluta obtenemos 


È = (t, — x)? + (a — y) 


El teorema cstå completamente demostrado. 
Corolario. La distancia d entre cualesquiera dos puntos M, (£i, Y) 
y Ma (£a ya) en el plano de coordenadas se determina según la fórmula 


a=V (m+ y. 


Ejemplo. Hállose la distancia d entre los puntos ME, —?) 
y M, (2 1). 


a= V [2H AD V T. 


Ilustración geométrica de un conjunto de soluciones. Un conjunto 
no vacío de todos los puntos del plano de coordenadas, las coordena- 
das z e y de cada uno de los cuales representan una solución de la 
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ecuación (2): P (x, y) — 0, representa cierta figura G. Se dice que 
la ecuación P (x, y) = 0 define cierta figura G o que es vna ecuación 
de la figura G, siempre que se cumplan las siguientes dos condiciones: 

1. Las coordenadas de cada punto Me (ze Yo) de la figura G son 
una solución de la ecuación P (z. y) = 0, es decir, salisfacen la igual- 
dad numérica P (27, yo) = 0. 

2. A toda solución de la ecuación P (x, y) = 0, es decir, a todo 
par de números (z;, yy) que satisface la igualdad numérica P {z}, yy) = 
= 0, le corresponde en el plano de coordenadas un punto M, (2, Y1), 
perteneciente a la figura G. 

Aduzcamos algunos ejemplos. 

1. Sea dada la ecuación 


(e — a) (y — b)? = H 8) 


Mostremos que en el plano de coordenadas esta ecuación representa 
una circunferencia de radio R con centro en el punto C (a, b). 

En efecto tomemos un punto cualquiera 47, con las coordenadas 
To © Yo que se dispone en la circunferencia dada. Por definición de la 
circunferencia la distancia del punto Mọ al centro de la circunferen= 
cia (el punto C) es igual a R. Haciendo uso del corolario del teorema 1, 
llegamos a que R = V (£, — a) F (Yo — b). De esta igualdad 
numérica se desprende la igualdad numérica 


R? = (zo — a} + (yo — DA 


Por consiguiente todo punto dispuesto en la circunferencia dada 
tiene coordenadas que representan la solución de la ecuación 3). 

Tomemos ahora una solución cualquiera de la ecuación (3) es de- 
cir, tomemos cualquier par de números (z,, y,) tal, que se verifique 
la igualdad numérica 


(a — a} y — b} = Fe. 


Esta igualdad numérica es equivalente a la igualdad numérica 


Va +u—d=/R1. 


Al par ordenado de números (x,, y,) le corresponde en el plano 
de coordenadas el punto M, (z, yy), cou la particularidad do que de 
la validez de la igualdad numérica Y (2, — r ly — b= 
= | R | = R se desprende que el punto M, (2, y,) se encuentra en 
la circunferencia de radio R con centro en el punto C (a, b). 

Quiere decir, efectivamente, la ecuación (3) es la ecuación de la 
circunferencia de radio A con centro en el punto C (a. b) (fig. 26). 
Supongamos quo en el plano de coordenadas está dada una circunfe- 
rencia de radio r con centro en el punto (a f). Razonando de una 
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manera análoga, se puede mostrar que 
Eat w- P=r 


es la ecuación de esta circunferencia. 

Así pues, en el plano de coordenadas cada ecuación de la forma (3) 
es la ecuación de cierta circunferencia y cada circunferencia se de- 
fine mediante cierta ecuación del tipo (3). 


1 y 
A 
das 
t F Ala) 0 4 
P Liz-afiy-tp =R? a iai 
Fig. 26 Fig. 27 


Por eso, cuando se dice que en el plano de coordenadas está de- 
finida una circunferencia, se sobreentiende que está dada la ecuación 
de esta circunferencia, es decir, la ocuación del tipo (3). 

2. Sea dada la ecuación 


—a=0 (4) 


Mostremos que en el plano de coordenadas esta ecuación repro- 
senta la ecuación de una recta que es paralela al eje de ordenadas y que 
pasa por el punto A (a, 0). 

Efectivamente, tomemos un punto cnalquiera Mo dispuesto en 
esta recta. Enlonces, la abscisa de este punto es el número zo = 4, y 
la ordenada y,. un número real fijo. 

Es evidente que las coordenadas x, e yy representan la solución 
de la ecuación (4), es decir, las coordenadas de cualquier punto dis- 
puesto en una r que es paralela al eje de ordenadas y que pasa 
por el punto A (a, 0) representan la solución de la ecuación (4). 

Tomemos ahora cualquier solución de la ecuación (4), es decir, 
elijamos cualquier par de números (x,, y,) tal que satisfaga la igual- 
dad numérica x, — a = 0. En otras palabras, tomemos cualquier 
par de números (a, y,). donde y, es un número real fijo cualquiera. 

Es fácil ver que el punto M, (a, yx) se dispone en una recta parale- 
la al eje de ordenadas y que pasa por el punto 4 (a, 0) (fig. 27). Por 
lo tanto, la ecuación (4) es en realidad la ecuación de la recta para- 
lela al eje de ordenadas. 
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Supongamos que en el plano de coordenadas viene dada una recta 
que es paralela al eje de ordenadas y pasa por el punto D {d, 0). Ra- 
zonando análogamente, podemos mostrar que la ecuación z — d = 0 
representa la ecuación de esta recta. 

Así pues, en el plano de coordenadas cada ecuación del tipo (4) 
es la ecuación de cierta recta paralela al eje de ordenadas, y la rec- 
ta, paralela al eje de ordenadas, se define por cierta ecuación del 
tipo (4). 

Por eso, cuando se dice que en el plano de coordenadas está de- 
linida una recta paralela al eje de ordenadas, se sobreentiende que 


Fou 


17) T 
1 yrkesddacdeh=tgy 


Fig. 29 


está dada la ecuación de dicha recta, es decir, la ecuación del tipo (4). 
3. Razonando análogamente, se puede mostrar que en el plano 
de coordenadas toda ecuación de la forma 


y—=b=0 (5) 


es la ecuación de cierta recta paralela al ejo de abscisas (fig. 28), y 
cada recta paralela al eje de abscisas se define por cierta ecuación 
del tipo (5). 

Por eso, cuando se dice que en el plano de coordenadas viene dada 
una recta paralela al eje de abscisas, se sobreentiende que está dada 
la ecuación de dicha recta, es decir, una ecuación del tipo (5). 

4. Sea dada la ecuación 


y = ke + b, (6) 
donde k s 0. 

En el capítulo V1 se mostrará que en el plano de coordenadas esta 
expresión es la ecuación de una recta que pasa por el punto M (0, b) 
y que forma con la dirección positiva del eje Oz un ángulo cuya tan- 
gente es igual a k (fig. 29). 

Supongamos que en el plano de coordenadas está dada una recta 
que pasa por el punto M (0, b,) y que forma con la dirección positiva 
del eje Oz un ángulo, cuya tangente es igual a k,, donde k, = 0; 
podemos demostrar que la ecuación , 


y = kz +b 
es la ecuación de esta recta 
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Así pues, en el plano de coordenadas cada ecuación del tipo (6), 
donde k =Æ 0, es la ecuación de una recta que no es paralela a ninguno 
de los ejes de coordenadas, y cada recta no paralela a ninguno de los 
ES gponiionases se define por cierta ecuación del tipo (6), donde 
k Æ 0. 

Por eso, cuando se dice que en el plano de coordenadas está defi- 
nida una recta que no cs paralela al eje de abscisas ni tampoco al eje 
de ordenadas, se sobreentiende que está dada la ecuación de esta roc- 
ta, es decir, una ecuación del tipo (6), donde k = 0. 

Ecuación de primer grado. Se denomina ecuación de primer grado 
con dos incógnitas una ccuación de la forma 


Ax+ By+C=0, 


donde A? + 8% 0, o, con otras palabras, donde por lo menos uno 
de los coeficientes A y B es distinto de cero. 

De lo expuesto más arriba se infiere que en el plano de coordena- 
das cada ecuación de primer grado con dos incógnitas es la ecuación 
de cierta recta, y cada recta del plano se define por cierta ecuación 
de primer grado con dos incógnitas. 

En efecto, sea dada Ja ecuación 


Ar+bBy4+C=0 (4? + BRAO). (7) 


Si B = 0, entonces, tomando en consideración que A £ 0 concluimos 
que la ecuación (7) es equivalente a la siguiente 


—(-£)=0, 


y esta ecuación es, de acuerdo con Jo mostrado anteriormente, la 
ecuación de una recta. Si B >* 0, entonces la ecuación (7) será equi- 
valente a la cenación 


u=(—-5).+(-5) 


se a lo mostrado más arriba, ecuación de una rec- 
ta. Quiere decir, la ecuación (7) os en realidad la ccuación de cierta 
recta. Adem so puede mostrar que si en el plano de coordenadas 
viene dada una recta, se define ésta por cierta ecuación del tipo (7). 

Por eso, enando se dice que en el plano de coordenadas está defi- 
nida una recta, se sobreentiende que está dada la ecuación de dicha 
recta, es decir, cierta ecuación de primer grado con dos incógnitas. 

Por cuanto por dos puntos no coincidentes pasa una recla única, 
para definir una recta resulta suficiente prefijar dos puntos que no 
coinciden y que perlenecen a esta recta. 

Quiere decir, si se conocen las coordenadas de dos puntos no coin- 
cidentes, dispuestos en esla recta. se puede escribir la ecuación de 
esta recta. 


la cual es, confor 
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Ejemplo. Escríbase la ecuación de una recta qne pi por el 
origen de coordenadas y por el punto M (p, q), donde p? + g? 20. 
Si p = 0, entonces, evidentemente, la recta es el cje de ordenadas y 
su ecuación es x = 0. 

Si q = 0, entonces, evidentemente, la recta es el eje de abseisas 
y su ecuación es y = 

Sig #0, p + 0, entonces, de acuerdo con lo explicado anterior- 
mente, la ecuación de esta recta es de la forma (7), donde A, B, C 
son ciertos números fijos, con la particularidad de que A? + B? 340. 

Determinemos estos números, haciendo uso de la condición de que 
dos puntos O (0, 0) y M (p, 4) se disponen en la recta mencionada. 

Por cuanto la recta pasa por el origon de coordenadas. entonces ol 
par (0. 0) debe ser la solución de la ecnación (7). lo que es posible sólo 
cuando C = 0. Está claro que B 0, puesto que si el coeficiente 
fuera igual a cero, la ecuación (7) tendría por expresión Ax = 0, os 
docir, representaría la ecuación de) eje de ordenadas (A = 0, puesto 
que A? + B* 0), lo cual contradice la condición p 40. Como 
B0, Ja ecuación (7) es equivalente a la ecuación 


y == kx, 


donde k = -5 Dado que la recta pasa por el punto (p, 4), enton- 


ces se verifica la igualdad numérica 
= kp. 


Por consiguiente, k =, y la ecuación de la recta que pasa porel 


origen de coordenadas y por el punto M (p, q), el cual no se encuentra 
en Jos ejes de coordenadas, tiene por expresión 
= 
a 

Conjunto de ecuaciones. Sean dados los polinomios P, (x, y) 
Pale. y), +.» Pm (£, y). enteros respecto a las letras æ e y. 

Se dice que está definido un conjunto de m ecuaciones algebraicas 
con dos incógnitas 


Pı (z, y) =0, Plz, y) = 0, .... Pm (2, y) = (8) 


si se requiere hallar todos los pares de números (z, y), cada uno de 
Jos cuales es la solución de al menos una ecuación del conjunto (8) y 
el cual lleva el nombre de solución del conjunto (8). De este modo, 
resolver el conjunto de ecuaciones (8) significa resolver cada una de 
las ecuaciones que integran el conjunto, es decir, determinar los 
conjuntos My. My, ..., Mm, donde M; es el conjunto de todas las 
soluciones de la ecuación P; (x. y) = 0, y. a continuación, hallar el 
conjunto M, que es la unión de todos los conjuntos aducidos: Wo == 
=M, U M, U... UMm. El conjunto M, será precisamente el 
conjunto de todas las soluciones del conjunto de ecuaciones (8). 
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La ecuación (1) es eguivalente al conjunto de ecuacionas (8), si 
cualquier solución de la ecuación (1) es también solución del conjunto 
de ecuaciones (8), y cualquier solución del conjunto de ecuaciones (8) 
es solución de la ecuación (1), en otras palabras, si coinciden los 
conjuntos de sus soluciones. La sustitución de la ecuación (1) por el 
conjunto equivalente de ecuaciones (8) se denomina paso equivalente 
de la ecuación (1) al conjunto de ecuaciones (8). 

Con ayuda de tales pasos equivalentes al conjunto de ecuaciones 
se logra, frecuentemente. resolver la ecuación de partida. Por ejemplo, 
se pide hallar todas las raíces de la ecuación 


yp =l. (9) 


Hagamos uso de la fórmula de multiplicación roducida (véase el 
cap. II) z? — y? = (r — y) (z + y). Entonces, según la afirmación 4, 
obtendremos la ecuación (10), 
equivalente a la ecuación (9): 


(—yke+y=0. (10) 


Es fácil ver que la ecuación 
(10) es equivalente al siguiente 
conjunto de ecuaciones: 


z—y=0, 24+y=0. 
(14) 


Fig. 30 El conjunto de todas las solu- 

ciones de la primera ecuación del 

conjunto es el conjunto do todos los paros (1, £), donde ¢ es cualquier 

número real: M, ((, 1) |t € R}. El conjunto de todas las solu- 

ciones de la segunda ecuación del conjunto es el conjunto de todos 

los pares (q, —g), donde q es cualquier número real: MW, = 

= (ly. —9) ¡q ER). De este modo, el conjunto de todas las solu- 

ciones del conjunto (11) y, por lo tanto, de la ecuación (9) es la unión 

de estos conjuntos W = M, U Ma, es decir, M = ((t, t) |t €R; 
la 0 l4 € R). 

Según lo demostrado anteriormente, cada una de las ecuaciones 
del conjunto (11) es la ecuación de una recta. Por eso, la figura, defi- 
nida por la ecuación (9), representa dos rectas; es fácil ver, además, 
que estas rectas pasan por el origen de coordenadas y son las bisectri- 
ces de los ángulos coordenados (fig. 30). 


$ 4. Sistemas de ecuaciones 


Sistema de dos ccuaciones con dos incógnitas. Sean dados los 
polinomios P (x, y). a (x, y), enteros respecto a las letras z e y. Se 
dice que está dado un sistema de dos ecuaciones algebraicas con dos 
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incógnitas z e y: 
P (z, y) =0, 
Q(z, y)=0, 


si se pide hallar las colecciones numéricas, correspondientes a la 
colección de incógnitas (z, y), cada una de los cuales es la solución 
de cada ecuación del sistema (1), es decir, si se requiere hallar todas 
las colecciones numéricas de incógnitas (z, y) tales quo, siendo susti- 
tuida cada una de ellas en ambas ecuaciones del sistema (1), estas 
últimas se convierten en igualdades numéricas lícitas. Cada colección 
numérica de esta índole lleva el nombre de solución del sistema (1) 
(las ecuaciones de un sistema se escriben habitualmente en columna 
y se reúnen con una Jlave). 

Resolver el sistema de ecuaciones (t) significa hallar el conjunto 
de todas las soluciones de este sistema. Cabe notar que dicho conjunto 
es la intersección de dos conjuntos: el conjunto de todas las solucio- 
nes de la primera ecuación del sistema y el conjunto de todas las 
soluciones de la segunda ecuación del mismo. Examinemos un sis- 
tema más de dos ecuaciones algebraicas con dos incógnitas: 


R (z, y)=0, 
[ren a 


donde R (z, y), S (z, y) son polinomios enteros con respecto a las 
letras z e y. Dos sistemas de ecuaciones algebraicas (1) y (2) se deno- 
minan equivalentes, si cualquier solnción del primer sistema es a la 
vez la solución del segundo sistema y cualquier solución del segundo 
sistema es la solución del primer sistema. Con otras palabras, los 
sistemas (1) y (2) son equivalentes, si coinciden los conjuntos de 
sus soluciones. De la definición se desprende que dos sistemas son 
equivalentes, si los conjuntos de sus soluciones son vacíos. 

Suele decirse que está dado un conjunto de k sistemas de dos 
ecuaciones algebraicas con dos incógnitas: 


(1) 


( P,(x, y =0, P (z, y)=0, .. ( Príx, y=0, 3j 
Qu(=,)=0, l 0 y=0, ... Oley l 
donde P, (z, y), Pa (2, y). a Pa la, y); Qi (ay... Qr le y) 


son polinomios enteros respecto de las letras x e y, si se requiere 
hallar todas las colecciones numéricas, cada una do las cuales es la 
solución de por lo menos uno de los sistemas de ecuaciones del con- 
junto (3). Cada una de dichas colecciones recibe el nombre de solu- 
ción del conjunto de sistemas de ecuaciones (3). 

El sistema de ecuaciones (1) es equivalente al conjunto do siste- 
mas de ecuaciones (3), si cualquier solución del sistema de ecuacio- 
nes (1) es, a la vez, solución del conjunto de sistemas de ecuaciones (3), 
y cualquier solución del conjunto de sistemas de ecuaciones (3) es la 
solución del sistema de ecuaciones (1). 
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Demos a conocer algunas afirmaciones refcrentes a la equiva- 
lencia de los sistemas de ecuaciones. 

1. Si se cambia el orden de seguimiento de las ecuaciones en el sis- 
tema (1), el sistema oblenido será equivalente al (1). 

2. Si una de las ecuaciones del sistema (1) se sustituye por otra ecua- 
ción equivalente. el sistema obtenido será equivalente al sistema (1). 

3. Supongamos que en un sistema de ecuaciones con incógnitas £ e 
y una de las ecuaciones está escrita de tal modo que en el primer miem- 
bro figura unu de las incógnitas, por ejemplo, x a la primera potencia. 
y en el segundo miembro figura un polinomio entero respecto de y. 
En este caso se dice que la incógnita x está expresada en términos de la 
otra incógnita y. Si la incógnita x viene expresada a partir de la pri- 
mera ecuación del sistema (1), entonces, al sustiturla en otra ecuación 
del sistema (1), en lugar de x, el polinomio obtenido de y, tendremos un 
sistema equivalente de ecuaciones, es decir, resultan equivalentes los 
siguientes sistemas: 


pta fesat 
Qy =O, Y | 01, y=0. 


Observemos que la segunda ecuación Q ÍR (y), yl =0 es una 
ecuación cou una sola incógnita, por lo cual para encontrar sus solu- 
ciones podemos emplear los métodos examinados en el $ 1. 

4. Si la primera ecuación del sistema (1) se sustituye por una ecua- 
ción igual a la suma de la primera ecuación, multiplicada por cierto 
número real B 320, con la segunda ecuación, multiplicada por cierto 
número real œ, entonces el sistema obtenido de ecuaciones será equiva- 
lente al sistema de ecuaciones (1), es decir, cualesquiera que sean los 
números reales B +0 y a, serán equivalentes los siguientes sistemas 
de ecuaciones: 


P (x, u) =0, ( BP (x, y) +20 (z, y)=0, 
Q(z, y)=0, Q(x, y)=0. 


A título de corolario de la afirmación 4 tenemos la afirmación: 

5. Si la primera ecuación del sistema (1) se sustituye por la suma 
(o la diferencia) de la primera y segunda ecuaciones del sistema, enton- 
ces el sistema oblenido de ecuaciones será equivalente al sistema de ecua- 
ciones (1). 

6. Si la primera ecuación del sistema (1) es equivalente al conjunto 
de ecuaciones P, (e. y) — 0, Pale. y) = 0, -.., Pr (2, y) = 0, en- 
tonces el sistema (1) será equivalente al siguiente conjunto de k sistemas 
de ecuaciones: 


( P (2, ypy=0, Pola, y)=0, 000, [ Pr (e, y) =0 5 
Qin=0, |0(y=0 0y=0. < 


Si la ecuación Q (x, y) = 0 es equivalente al conjunto de m ecuacio- 
nes Q, (z, y) = 0. Q (z. y) = 0, --.. Qm (©. y) = 0, entonces a 


, 
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cada sistema del conjunto (4) se le puede aplicar la afirmación 6 y 
cada sistema del conjunto (4) puede sustituirse por sn conjunto de m 
sistemas. 

La demostración de todas estas afirmaciones se omite. 

Veamos cómo se aplican las afirmaciones enunciadas al resolver 
sistomas de ecuaciones. 

Sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos incógnitas. 
Examinemos el sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos 
incógnitas: 


[ axr+by+c=0, 
ayt -- bay +0¿=0, 


donde af + b? 0 y al + bi 740, con otras palabras, donde por lo 
menos uno de los dos coeficientes a, y b,, y también por lo menos uno 
de los dos coeficientes az y b, son distintos de cero (en el caso con- 
trario por lo menos uno de los polinomios az +- b,y -H ci Ó aye + 
+ bay + ez no sería un polinomio de primer grado ni respecto de la 
incógnita z, ni respecto de la incógnita y). 

Cada una de las dos ecuaciones del sistema (5) (como so ha mostra- 
do en el $ 3) es la ecuación de una recta en el plano de coordenadas. 
Como se sabe, dos rectas en el plano de coordenadas pueden o bien 
intersecarse en un punto, o bien coincidir, o bien ser paralelas sin 
que sean coincidentes. Por consiguiente, al buscar todas las solucio- 
nes del sistema de ecuaciones (5). también pueden surgir estas mis- 
mas situaciones. 

Aclarémoslas con unos ejemplos. 

1. Sea dado el sistema de ecuaciones 


(5) 


r—y=0, 
ed” "y 
Es fácil ver que el sistema (6) es equivalente al sistema 
Ly, 
r+y41=0, Mm 


Haciendo uso de la afirma 


n 3, pasemos del 


Í t=y, 
y+y+1=0, 


tema (7) al sistema 


(8) 
que es equivalente a (7). 
La segunda ecuación del sistema (8) es de primer grado con una 


incógnita y tiene la única solución y, = -4 - Por consigiento, el sis 
tema (8) y, por tanto, el sistema (6), equivalente a (8). tiene la 


az m 1 1 
única solución (2, Y): (- z7- =z) El punto con estas coorde- 


nadas es el de intersección de las rectas definidas por las ecuacio- 
nes (6) (fig. 31). 


EN 
3 


2. Sea dado el sistema de ecuaciones 
+y+1=0, 
( 2r+2y+2=0. 
Al dividir por 2 los miembros primero y segundo de la segunda ecua- 
ción, pasamos al sistema 
( +y+1=0, 
a+y+1=0, 
que es equivalente al sistema de partida (9). 
El sistema (10) consta de dos ecuaciones iguales, lo que corres- 
ponde en el plano de coordenadas a dos rectas coincidentes (fig. 32). 


(9) 


(10) 


Lawpr=0 

dyari=0 U 2r+29+2=0 

0 

Fig. 31 Fig. 32 

Es obvio que el conjunto de todas las soluciones del sistema (10) y 

por tanto, del sistema equivalente (9), es el conjunto de todos los 

pares del tipo (t, —1 — t), donde ¿ es un número real cualquiera. 

3. Sea dado el sisloma de ecuaciones 

z+y=0, 
27+2y+ 1=0. 


Pasemos al sistema equivalente al dado 


(11) 


a — Y 
2742y+1=0, 


Al hacer uso de la afirmación 3, obtendremos el sistema 


(12) 


z=—y, 
2(—y)+2y+1=0. 


que es equivalente al sistema (12). 

La segunda ecuación del sistema (13) es equivalente a la igualdad 
numérica 1 := O que no es cierta. Por consiguiente, el sistema (13) y, 
por tanto, el sistema (11), no tienen soluciones, lo que corresponde 


(13) 
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a dos rectas paralelas en el plano de coordenadas pero no coinciden- 
tes (fig. 33). 

El método de resolución de los sistemas de ecuaciones (6). (9) y 
(14), que está basado en la afirmación 3, se denomina método de sus- 
titución o método de eliminación de la incógnita. 

Veamos cómo se emplea este método en un ejemplo más complejo, 
cuando una de las ecuaciones del sistema no es ecuación de primer 
grado. 


Analicemos el caso en que 
b= 0. Entonces la primera 
ecuación del sistema (14) es la 
ecuación de una recta paralela 
al eje de ordenadas, La segun- 
da ecuación del sistema (14) 
es la ecuación de una circun- 
ferencia de radio unidad con 
centro en el origen de coorde- Fig. 33 
nadas. Al aplicar el método 
de sustitución (a £ 0, puesto que b = 0). obtendremos el sistema 


T 


Layos 
Zryw =e 


c 
z= =>, 


: 
(res 


da (14). La segunda ecuación 


(15) 


que es equivalente al sistema de par 
del sistema (15) es una ecuación cuadrática, Si 1—7 <0, entonces 


esta ecuación no tiene raíces y, por tanto. el sistema (15) y el (14), 
equivalente al (15), tampoco las tienen. Esto corresponde a la 


5 c M 5 5 
situación en que la recta z= — o corla la circunferencia unidad 


ng! (fig. 34), [en la figura 34 la recta z=— Ê viene 


expresada tanto para el caso de (-4)>1. como para el de 


(-2)<-1]. Si 1—=0, la segunda ecuación del sistema (15) 


tiene la única solución y=0. El sistema (15) y, por tanto, el 

sistema (14), tienen en este caso la única solución (2, yy): ( -4 0) $ 

Geométricamente esto corresponde al caso en que la recta es tangente 
c 


a la circunferencia unidad en el punto (-4. 0) (fig. 35) (en la 


fig. 35 la recta z= -? viene expresada tanto para el caso de 
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(-£) =1, como para el de (-<) = —1). Si 1— $ >0. enton- 
ces la segunda ecuación del sistema (15) tiene tan solo dos raíces, 


z 
n= 1—2 e=- 1-£. Por consiguiente, los sistemas 


a 
415) y (14) lienen en este caso sólo dos soluciones (£4, y1), (S2 Ya); 
(- 2, wi) E (E. — y 1-£) - En cl ¡sentido geomé- 


a 


Batmak <4 


Fig. 34 


trico esto corresponde a que la circunferencia unidad se corta por 
c a c 
—Ż en dos puntos: (- Y Vi) y (- y 


—y/ 1-2) (fig. 36).( Eu Ja 


fig. 36 la recta x 
esentada en tres casos: 1) 
e e 
¿<1 2 (-£)=0, 
2 0>(-¿)>-1). 

Si b0, ontoncos en vir- 


tud de la primera ecuación del 
sistoma (14) podemos expresar 


la recta £ 


G 4 
— 2 está 
a 


la 


y a 
gnita y: y=—2= 
Fig. 35 n 
i -5 y, por analogía con lo 
expuesto más arriba, aplicar el método de sustitución. Resultan 
posibles en este caso sólo tres situaciones: 

1. El sistema (14) no tiene soluciones, es decir, la recta y la cir- 
cunferencia no tienen puntos comunes (véase la fig. 34). 

2. El sistema tiene la única solución, 
gente a la circunferencia dada (véase la 
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3. El sistema tiene tan sólo dos soluciones. es decir, la recta 
corta la circunferencia solamente en dos puntos (véase la fig. 36). 

Queda al cargo del lector realizar los cómputos corrospondientes 
para este caso. 

Método de transformación lineal (el método está basado en la afir- 
mación 4 y consiste en la sustitución equivalente de la primera ecua- 
ción del sistema por otra ecuación, igual a la suma de la primera 
ecuación, multiplicada por un número $ 0, con la segunda ecua- 
ción multiplicada por un 
número g). F 

Examinemos la aplica- iga 


ción de este método en el NTE Ey 
ejemplo de resolución del pda Nerd: 


siguiente sistema de ecua- q j 
HAN 
7 


(4,0% 


ciones: SEE 
24 y43y+1=0, Es 11 (37) 

( a+ y4y—3=0, Lil 

Al restar la segunda ecua- Zi- poámdebgst 


(16) 


ción dela primera, obtendro- g st ate Do E i 
mos. en virtud de la afir- Wo -£ dono $0 
mación 5, el sistema $. soto 
2y+4=0, Fig. 36 
17 
¡be an ta 


que es equivalente al sistema (16). La primera ecuación del siste- 
ma (17) tiene la única solución y, = —2. Al sustituir este valor de 
y, en la segunda ecuación del sistema (17), obtendremos que oste sis- 
tema y, por tanto, el sistema equivalente (16) tienen solamente dos 
soluciones: (1, —2) y (—1, —2). Observemos que dichas soluciones 
ve escriben frecuentemente en forma del conjunto: M = 11, —2); 
'—4, —2)). 

Método de sustitución de un sistema de ecuaciones por un conjunto de 
sistemas de ecuaciones (el método se basa en la afirmación 6 sobre la 
equivalencia entre un sistema de ecuaciones y un conjunto de sis- 
temas de ecuaciones). 

Veamos cómo se aplica este método en un ejemplo de resolución 
del siguiente sistema de ecuaciones: 

a—y—i+y=0, 
( ; as) 
+ y¿—2=0, 


Por cuanto la primera ecuación de este sistema es equivalente al 
conjunto de ecuaciones 


z=y=0,1+y—1=0, 
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entonces el sistema (18) será equivalente al conjunto de sistemas 


Pin pe E 


a+y—2=0, r-y—2=0, (19) 


Cada uno de los sistemas del conjunto (19) se resuelve fácilmente 
por el método de sustitución. El primer sistoma tiene solamente dos 
soluciones: (1, 1); (—2, —2); el segundo sistema también tiene tan 
sólo dos solnciones: 
YB AV Ey, (1-43 14-41 
IE ) X ( 2 2 
ma (18) Liene enatro soluciones: 


an a y (4 8), (68,8), 


2 - 2 
Examinemos, además, la aplicación de este método en el ejemplo 
de resolución de un sistema de dos ecuacionos con dos incógnitas, si 
una de las ecuaciones de dicho sistema es homogénea de segundo grado. 
La ecuación az? - day i cy? = 0 se denomina ecuación homogénea 
de segundo grado. Así pues, resolvamos el sistema de ecuaciones 


| az? + bay + cy? =0, 
P (z, y)=0, 
donde P (x. y) es un polinomio entero respecto de £ e y. 
1. Sea a ~ 0. Es evidente que el sistema (20) es equivalente al 
conjunto de sislomas 
y=0, be+cy=0, 
P (z, y)=0, P (z, y)=0. 
Cada uno de estos sistemas puede resolverse por el método de susti- 
tución. 
2. Soa a # U. Apliquemos al primer miembro de la primera ecua- 
ción dol sistema (20) una transformación idéntica «formación de cua- 
drado perfecto»: 


) + Por consiguiente, el siste- 


(20) 


arty bay y =a (+2 au 


) 
saffe 


donde D -- b? — hac. 
En el caso de D > 0 el primer miembro de Ja primera ecuación 
del sistema (20) se representa en forma de un producto 
b VD b VD 
alorut da) (etana s) 


arte bay + cy 
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por lo cual el sistema (20) es equivalente al conjunto de sistemas 


nA ga 
2 0, a y=0, 2 
P (z, y)=0 P(E, y)=0. 


Cada uno de estos sistemas puede resolverse por el método de susti- 
tución. En el caso cuando D = 0, el conjunto de sistemas (22) se 
compone de dos sistemas iguales de ecuaciones, es decir, de hecho, 
es un solo sistema de ccuaciones. 

Cuando D < 0, de la igualdad (21) se deduce que la primera ecua- 
ción del sistema (20) tiene la única solución (z,, yy): (0, 0) y nos 
queda sólo comprobar si esta ecuación satisface la segunda ecuación 
del sistema (20). 

Resolvamos el siguiente sistema de ecuaciones: 


f P4ay+y 19, 


ea +y=?, 25) 


Apliquemos primero el método de transformación lineal del sistema: 
al multiplicar la primera ecuación por 7, y la segunda, por 19, y al 
sustraer Juego la primera ecuación de la segunda, obtendremos el 


siguiente sistema de ecuaciones: 
122? — 26x; 127 = 0, 
( y +12y > (24) 
Py +=, 


que es equivalente al sistema (23). Apliquemos al primer miembro de 
la primera ecuación la transformación idéntica do «formación de 
cuadrado perfecto»: 


125% 262y + 129=12 [z2 — 22 2% 4 (E) dr 7 


12 2 144 J7 
2-0) 0 (t) e) 
=12 (2-2) (2-4). 


En virtud de esta transformación idéntica y de la afirmación 6, po- 
demos constatar quo; el sistema de ecuaciones (24) es equivalente a] 
conjunto de sistemas de ecuaciones: 

3 


2 
(=—¿y=0, (2-2=0, 


j 
Í anos py=!1. i ryp yp =T. 


Resolviendo cada uno de estos sistemas por el método de sustitución, 
obtenemos que el primer sistema tiene tan solo dos soluciones; 
(2; 3) y (—2; —3); el segundo sistema también tiene sólo dos solu- 
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ciones: (3; 2) y (—3; —2). Por consiguiente, el sistema (23) tiene s0- 
lamento cuatro soluciones: (2; 3); (2; —3); (3; 2); (3; —2). 

En algunos casos para resolver un sistema de ecuaciones, se nece- 
sita que la afirmación 6 sea empleada no una sola vez, sino varias 
veces. Por ejemplo, esto se debe realizar al resolver el sistema de 


ecuaciones 
Í at — y =19(2— y), 


P+ =T (2 +y) 5) 


Escribamos este sistema en la siguiento forma equivalente: 
(1—y) (7 + xy +1y?—19)=0, 
(24y) (—y +y?—7)=0. 


En virtud de la afirmación 6, este sistema es equivalente al conjunto 
de sistemas 


( 2—y=0, a+xy+y—19=0, 
(ay (ay +7) =0, ley (2—ay+y—7)=0. 


Aplicando otra vez a cada sistema la afirmación 6, llegamos a que el 
sistema de ecuaciones inicial (25) es equivalente al conjunto de sis- 
temas de ecuaciones 


z—y=0, z—y=0, a+ ay y?—19=0, 
¡eE das, PERAE E aei 


l z4 ryty — 19 = 0, 
zł—ry+y— T=0, 


Los tros primeros sistemas se resuelven fácilmente por el método de 
sustitución; el cuarto sistema ya se ha resuelto más arriba. Al reunir 
juntas las soluciones de todos estos sistemas, resulta que el sistema 
de partida (25) tiene tan sólo nueve soluciones: (0, 0); v7, Viy; 
(V7, VD (V, V; 0119, —V 19); (2, 3) 2. —3) 
B8, 2 (-3, —2). 

Hemos de indicar que comúmnente para la resolución de tal o cual 
sistema nos vomos obligados a emplear varios métodos. 

Sistemas de ecuaciones con varias incógnitas. En la práctica 
nos encontramos con la necesidad de resolver sistemas de ecuaciones 
no sólo con dos incógnitas, sino con una cantidad mayor de incógnitas: 
con tres, cuatro, elc. Demos a conocer, por eso, las definiciones co- 
rrespondientes y analicomos ciertas afirmaciones que son indispen- 
sables para la resolución de tales sistemas. 

“Supongamos que se pide resolver la ecuación 


i R t eca =O hi oa h (26) 
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donde R (z, y, Z, -.-. t) y Q (z, y. Z, -.., t) son polinomios, ente- 
ros (véase el cap. 11) respecto de las letras z, y, z, . . ., t. En este 
caso se dice que está definida una ecuación algebraica con las incógni- 
tas £, Y, Z, . ... t. Observemos que las incógnitas z, Y. Z, ..., t 
representan el conjunto de todas las incógnitas contenidas tanto en 
el primer miembro, como en el segundo miembro de la ecuación (26). 
Por ejemplo, la expresión 4z? = yz + 5y° es una ecuación respecto 
de las incógnitas z, y, z, puesto que los polinomios que figuran en los 
miembros primero y segundo de dicha ecuación pueden ser escritos 
en la forma R (z, y, 2) = 4r? = 41 + 0-y + O-z, Q (z, y, 2) = 

= yz + 5y? = O-z + y2 + 5y?. de donde se ve que estos polinomios 
son realmente enteros respecto a las letras z. y, z. 

Se llama colección ordenada (zx, y, z, . . .. t) la colección de incőg- 
nitas de la ecuación (26). El CVA de la ecuación (26) es el conjunto 
de todas las colecciones numéricas, correspondientes a la colección 
de incógnitas (z, y, Z, , E), en cada una de las cuales en lugar de 
cada incógnita puede figurar cualquier número real. 

La colección numérica (Zo. Yo, Zo, » - =» to), correspondiente a la 
colección de incógnitas (z, y, Z, . . ., t), se llama solución de la ecuá- 
ción (26) son iguales los valores numéricos de los polinomios R y Q, 
correspondientes a esta colección numérica, es decir, si se verifica la 
igualdad numérica R (£o, Yos Zo, « +=» fo) = Q (Zos Vos Zos «+ ++ to). 

Rosolver la ecuación (26) significa hallar todas sus soluciones, es 
decir, determinar todas las colecciones numéricas, cada una de las 
cuales convierte la ecuación (26) en vna igualdad numérica que se 
verifica. 

Sean dadas dos ecuaciones algebraicas con iguales incógnitas: 


AA IA A AAA 
TREA- Dd 


Estas ecuaciones se denominan equivalentes, si cualquier solución de 
la primera ecuación es también solución de la segunda ecuación y, 
viceversa, cualquier solución de la segunda ecuación es también so- 
lución de la primera ecuación. La sustitución de una ecuación por 
otra, equivalente a la primera, lleva el nombre de paso equivalente 
de la primera ecuación a la segunda. 

Son lícitas las siguientes afirmaciones: 


4. Las ecuaciones R (z, y, 2.....t)=0Q(0, Y. 23... t) y 
Rik p h sn DA OA ha a 0 son equivalentes. 

2. Las ecuaciones R (z, y. 3, .. ., t) — Q (£ Y, 2... t) y 
Lite, Us Le DS (z, y, 2. .10=0(,9,%-. + 
+ S (2,4,2, ..., t), donde S (z, y, 2. .... t) es un polinomio entero 
respecto de las letras x, y, z, .... L, son equivalentes. 

3. Las ecuaciones R (z. y, 2...) =Q (@, Y 2... t) y 


aR (z: V 2; seed) QA. Ya ta t) son egiuvalentes para 


cualquier número real œ, distinto de cero. 
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4. Supongamos que se sabe que se verifica la igualdad idéntica 
R (z, y, 2. , t) = T (z. y, 2, ..., t); entonces, las ecuaciones 
R (z, y z o = Q G, y 2. t) y T (@, Yẹ, z, .. n t) 
= Q (z, y. 2. .... t) son equivalentes. 

La validez de estas afirmaciones se demuestra de manera análoga 
a la de las afirmaciones correspondientes en el $ 1, por lo cual se 
omite aquí. 

De las afirmaciones 1 y 4 se desprende que cada ecuación alge- 
braica puede ser reducida a la forma P (2, y, z, - +... t) = 0. y por 
eso podemos examinar sólo las ecuaciones del tipo 


Plz, y, 2... 1)=0, (27) 
donde P (zx, y. z. .. ., t) es un polinomio entero respecto de las le- 
tras z, y, Z. t 

Sean dados los polinomios P, (z, y, Z, -a t) Pale, Y 3, 
at A Pm (t. y, 2 t), enteros respecto de las letras 
2, Y, 3,- t. Se dice quo está “dado el conjunto de m ecuaciones al- 
gebraicas con las incógnitas 2, Y, Z, .. +, E 


Pla Y, Br 0) =0, Pa (E, y, 2 
s Pmt, Y, 2. 1= 


,1)=0, 
, (28) 


si se requiere hallav todas las colecciones numéricas, correspondientes 
a la colección de incógnitas (z, y, 2, . » «, 1), cada una de las cuales 
sea solución de por lo menos una de las ecuaciones pertenecientes al 
conjunto (26). Cada una de dichas colecciones se donomina solución 
del conjunto (28). De este modo, resolver el conjunto de ecuaciones 
(28) significa resolver cada una de las ecuacionos P; (z, y, 2, ... 
==. f)=0, donde ¿=41,2,..., m, y tomar, a continuación, la 
unión de estas soluciones. 

La ecuación (27) es equivalente al conjunto de ecuaciones (28), si 
cualquier solución de la ecuación (27) es, a la vez, solución del con- 
junto (28) y cualquier solución del conjunto (28) es solución de la 
ecuación (27). La sustitución de la ecuación (27) por el conjunto 
equivalente (28) lleva el nombre de paso equivalente de la ecuación (27) 
al conjunto (28). 

Sean dados los polinomios P, (z, Y, Z, .. ., t), Ps (£, Y, %, 
aans L), oo. Pm (T, Y, Z, - - -» t), enteros respecto de las letras 
£, Y, Z, .... t. Se dice que está dado un sistema de m ecuaciones 
algebraicas con las incógnitas z, y, Z, --., t: 


Pilz, Ys Z, ...,1)=0, 
Palt, Y, Z, ...,1)=0, 


Pig (Z, Ys La 0 0 ,9=0, 


(29) 
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si se requiere hallar todas las colecciones numéricas, correspondien- 
tes a la colección de incógnitas (z. y. Z, ..., t), cada una de las 
cuales es solución de cada ecuación del sis tema (29). es decir, si se 
requiere determinar todas las colecciones numéricas de las incógni- 
tas (2, Y, Z, . . «, t) tales que, siendo sustituida cada nna de las co- 
lecciones en todas las ecuaciones del sistema (29). las últimas se 
reduzcan a igualdades numéricas que se verifican. Cada semejante 
colección numérica se denomina solución del sistema (29) (tas ecuacio- 
nes del sistema se escriben habitualmente eu una columna y se reú- 
nen con una llave). 

Dos sistemas de ecuaciones algebraicas con incógnitas iguales 
£, Y. 2, ..-. t se llaman equivalentes, si cualquier solución del pri- 
mer sistema es a la vez solución del segundo sistema y, viceversa. 
cualquier solución del segundo sistema es solución del primer sistema. 

Se dice que está dado el conjunto de k sistemas algebraicos de 
ecuaciones con las incógnitas £, Y, Z, ..., £ 


Pult, Y z -a 1=0, Polt, y, 2... t)=0 
Pala, ha. Palt 3, aons 1)=0 


ma (Er Y B 021 20, A Palt yz 22.1 1)=0, 


Pal y, 3... 1)=0, 


a a 120, i 


Palah 8. 1)=0, 


si se requiere hallar todas las colecciones numéricas, cada una de las 
cuales es la solución de al menos uno de los sistemas de ecuaciones 
del conjunto (30). Cada tal colección se llama solución dol conjunto 
de sistemas de ecuaciones (30). El sistema de ecuaciones (29) es equi- 
valente al conjunto de sistemas de ecuaciones (30), si cualquier soln- 
ción del sistema de ecnaciones (29) es a la vez Ja solución del con- 
junto de sistemas de ecuaciones (30), y cualquier solución del con- 
junto de sistemas de ecuaciones (30) es la solución del sistema de 
ecuaciones (29). 

He aquí algunas afirmaciones referentes a la equivalencia de 
los sistemas de ecuaciones. 

4. Si se cambia el orden de seguimiento de las ecuaciones del siste- 
ma (29), el sistema obtenido será equivalente al sistema (29). 

2. Si una de las ecuaciones del sistema (29) se sustituye por una 
ecuación equivalente, el sistema obtenido será equivalente al sistema (29). 

3. Supongamos que en el sistema de ecuaciones con las incógnitas 
T, Y, Z, .. .„ t la primera ecuación está escrita en jorma tal, que el 
primer miembro de ésta contiene una de las incógnitas, por ejemplo, £ 
a la potencia una, y en el segundo miembro figura un polinomio entero 
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respecto de las otras letras. En este caso se dice que la incógnita x viene 
expresada de la primera ecuación del sistema por medio de las otras in- 
cógnitas. Si la incógnita z viene expresada a partir de la primera 
ecuación del sistema en términos de otras incógnitas, entonces, al sus- 
tituir en otras ecuaciones del sistema, en lugar de x, el polinomio citado 
de otras incógnitas, obtendremos un sistema eguivalente de ecuaciones, 
es decir, resultan equivalentes los dos siguientes sistemas: 


=Q 2... 0, 2=0Q(Y, 2... t) 
Pela, Ya a 


Observemos que si en cl segundo sistema se examinan sólo las ecua- 
ciones P, = O, Pa = 0, ..., Pm =0, entonces ellas forman un 
sistema de ecuaciones con un número de incógnitas menor que en el 
primer sistema. 

4. Si la primera ecuación del sistema (29) se sustituye por una ecua- 
ción igual a la suma de la primera ecuación multiplicada por cierto 
número real B + Ô, con la segunda ecuación multiplicada por cierto 
número real œ, entonces. el sistema obtenido de ecuaciones será equiva- 
lente al sistema de ecuaciones (29), es decir. cualesquiera que sean p0 
y a reales, serán equivalentes los dos siguientes sistemas de ecuaciones: 


pas «.. £)=0, 
Pa(%, Y, 2, -..,t)=0, 


| PP ls <<. 020, 


BP(0, Y, Z, o. t) OPa lEs Y, 2, +... t) =0: 
Palas Y Z, o. 1)=0, 


Pin (Er Yr Es <<. 1)=0, 


A título du corolario de la afirmación 4 lenomos las afirmaciones: 

5. Si la primera ecuación del sistema (29) se sustituye por la suma 
to la diferencia) de las ecuaciones primera y segunda del sistema, el 
sistema obtenido de ecuaciones será equivalente al sistema de ecuacio- 
nes (29). 

6. Si la primera ecuación del sistema (29) es equivalente al conjunto 
de ecuaciones Q, (e, Y, Z, . t) = 0, Q; (2, y, z. miiy 
oeer Qr (t, Y. Z, ..., t) = 0, entonces el sistema (29) será equiva- 
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lente al siguiente conjunto de sistemas de ecuaciones: 


Que, y, Z, ...,1)=0, Qríz, y, z, ..., )=0, 
P(t, Y, Z, ...,1)=0, Pa(%, Y, 2, -.., )=0, 
Pra (Es Ys 3, 0.211) =0 Pala 95.80, 


Qr (E, Yr 2, ...,1)=0, 
Pl == 


(31) 


Pm lts Ys y... 1)=0 


Si otras ecuaciones del sistema (29) son equivalentes a sus respectivos 
conjuntos de ecuaciones, entonces a cada sistema do conjuntos (31) 
es aplicable la afirmación 6 y cada sistema de conjuntos (31) puede 
ser sustituido por su conjunto de sistemas de ecuaciones. El conjun- 
to completo de sistemas do ecuaciones, equivalente al sistema (29), 
se obtiene examinando todos los casos lógicamente posibles. 

Observación. Los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales se 
analizan detalladamente en el cap. X. 

Ejemplo. Resolvamos un sistema de ecuaciones con tres in- 
cógnitas: 


a4y4i=2, (32) 
a4y4 22, 


Sustituyamos la primera ecuación por la diferencia entre las 
ecuaciones primera y segunda, y sustituyamos la segunda ecuación 
por la diferencia entre las ecuaciones segunda y tercera. De resultas, 
según la afirmación 5, obtendremos un sistema que será equivalente 
al de partida: 


l Pry+im2, 


P+z—y—2=0, (33) 
a+y+ 22, 
Los polinomios que figuran en el primer miembro de las ecuacio- 


nes primera y segunda del sistema (33) pueden ser descompuestos en 
factores: 


(mia 0, 


a +y — r y? [= (2 — y) (2 +y l) 
P+ y? = (ya) lyt i). 


Como resultado, de acuerdo con la afirmación 2, ol sistema (33) es 
equivalente al siguiente sistema: 


l (z=) (z+y— 


0, 
(Y—2 (y+2—1) 
z+y+=2. 


{84} 
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La primera ecuación del sistema (34) es equivalente al conjunto de 
ecuaciones 
—y=0, 2+y-1=0. 


Por consiguiente, según la afirmación 6, ol sistema (34) es equiva- 
lente al conjunto de sistomas 


2—y=0, 2+y—-1=0, 
(mau 0=o [o automo (85) 
t+y+?=2 1+y4+2=2, 


La segunda ecuación en los sistemas del conjunto (35) es equivalente 
al conjunto de ecuaciones 


y—2=0 y+2-1=0. 


Por consiguiente, el primer sistema del conjunto (35) es equivalente 
al conjunto de sistemas 


2—y=0, 2—y=0, 
(o (mia 
py 2=2, z+y+2?=2. 
El segundo sistema del conjunto (35) es equivalente a la totalidad 
de sistemas 
r+y—1=0, x+y=1t=0, 
(ooo, y+z—1=0, 
z+y+z=2, z+ytř=2. 
Do este modo, el conjunto de sistemas (35) y, por tanto, el sis- 


tema (32), equivalento al conjunto (35), son equivalentes al si- 
guiente conjunto de sistemas de ecuaciones: 


r—y=0, a—y=0, a+y—1=0, 
(o (ra (ra 


a+ y 2=2 14y42=2 


Todos los sistemas de este conjunto se resuelven con facilidad por el 
método de sustitución. El primor sistema tiene tan sólo dos solucio- 
VE A1+V35 -1+V3) (1-V3; 
y el segundo sistema, sólo dos soluciones 
: 2) (4; 1; 0); el torcer sistema, sólo dos soluciones 
(2; —1; —1); el cuarto, solo dos soluciones 
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(2, y (1, 0; 1): (4; 2; —1). Por consiguiente, el sistema de par- 


tida (32) tiene solamente 8 soluciones (z, y. 2): (: V3; —1 + 
VE —1 +V3} (1 V3: —1 -V 3; V3); (0; 4; 1); 
(43 0; 1); (1; 1; 0) (—1; —4; 2 (4: 2, —4); 1; —1). 


Ejercicios 


Aplicando el método de formación de cuadrado perfec: 'scríbase en forma 
do la suma algebraica de los cuadrados de polinomios los siguientes polinomios 
i): 


4. 6z?+7z—3. 2, 284312 —57?, 3, 2722152142, 4. 12—6 (14-12). 
5. z(2+34)-4280. 6. S4 etry. 1. E 442. dd Ra 


T 
Y. 4r?— 4r 1. 10, árt- 32341. 11, 24294009 — 421. 
ap a 3r? 
12, 2422 rg 13, Pr A 5 
14. 1625441677 —428—b29-4-210, 
Escríbanse los polinomios que siguen en forma de un trinomio do segundo 
grado repo de », y hállense sus discriminantes (15 . 
15. 3-44 dan 16. 237 — 120 — 2%. 


17. 13s — 11 — 8z (1 +- 1). 18. z (22 -+ 2) — 2 (£ — 3). 
19. 4 4 a24 2 (Aæ 6). 20. (r — 1) (3 — 2a) — Bet + 2 
2. (2z — 3) (Bz + 1) — (z — 11). 22e 3 (z + 1) (22 + 3) — (2 — 1). 
23. 8z — (4x -+ 3) (r — 2) — z (2z — 1). 24. 1? — (£ + 2) (3 — 2) — 
- 2-8. 
25. RA 4 4040) 2 a ra. 
1 548 ee 2 
A z sA EEDE E, 


29. 2mz — mn — nz + 2%. 30. 124 2a (b — z) + 3bc. 

31. z? — b (2: — b) — 4b? 32. 5a (x — a) + Ba (1 | 2a) — s (z — a) + 
+ 2a (2 — a). 

33. (z — 3) Br — a) — (e — 2a) (2z — 3). 


¿Pertenecerá el conjunto {1; —2) al conjunto de todas las soluciones de las 
siguientes ecuaciones (34 ... 41): 


34. 21 +1 =3 (r 


23) — (7; 35. (r — 1) (z +2) = 0; 
PS 


2z (1 — 1) 
40. 0d 3z (z — 3) = Tz — 9; 4t. (2? + 32 — 5) (2° -+ 3e -+ 8) + 7=02 
¿Serán equivalontes las siguiontes dos ecuaciones (42 ... 54): 


42. 2241m y w= 1 ZE 


hå, z? = 4 y A A 


=95 y (21)=2% 


M2 B+ ár) =r y (+= 


i 


48. (+ 4)=0 y (z+ 4) (7 + áz + 100) = 0; 

49. z — 12 =17 — 2r y (z — 12 = (17 — 22)? 

50. 6-2 y 2 {s 2) m Ga) (2?) 

5i. 22+ 8 = 5r y (z? + 6) (z + 4) = 5z (£ + å); 

52. 3 = 2r — 2? y 3+ (° + 5) = 2z — 2? + (2° + 5); 

53. FO = 0 y 2 (H1) (E+ 3) + 81 eH 1) (eH 5) 


54. (Bz 4 2) (2r — T) = 6 (z + 2 7 y 3 [5—2 (1? — 22 + 10)1 = 52? 


¿Serán equivalentes las siguientes ecuaciones y conjuntos 
de ecuaciones (55 ... 72) : 


¡yxq¿qpq _ _ o _ _ _z=zz—_<RRERQ —K—— 


Ecuación Conjunto de ecuaciones 
, 4t á fg 7—1 PEREA 
A ) 182920; 2=1 5; 
era + Pe —)= 71=18—2x; 304+0=0; 
(+5) (043) 
sr. | 96-02, 2z—517— (0—6) (+ 1)] =28; 
a 7 7 an 
58. 28m 24b 2=—4 d+ 12=0; 
50. | (Br—507—5=2"+4243 2—4=0; =p: 
$0. 22 (147) =x*+ 32 5rt=bz; 524 4=0; 
6t. 29 15=x 2(e—1)=24 1; 224 5=0; 
62. 45—Uz=8z (12) 82—5=0; z-+3=0; 
63. apt z 2z=1; 2462 (r44) +1; 
64. (2+1) (2743) = 4r? —22 0,3z—1,8=0,7—0, 2z; 2245=0; 
65. (3252422 (3u-+5)—0 3(1—3 [2—2(2—1)])=0x; 22= 
y y e a a 
| (+) + fBr1=0 | 221=0;6—B—2=42—4; 
67. (¿—2*=2 (222,5) 15—z (8—2) = (7—5); 125; 
o | zero ed 4 z à 
68. 2i -e 17 0,524 =z; 215 5)9=0; 
60. La use 
70. 392 (29) —16=0 
Pl +49=0; 
mol rr r—29-2+0-13=0 247=0) 132244 +9=0; 
12. 4 2r— 3—4 (22—310 Y 32—242=0; 


30D (P+1 
4 
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Resuélvanse las siguientes ecuaciones (73 ... 123): 

73. 5 — 4 (z — 3) = z — 2 (z — 1). 

T4. 4 (3 +a) — 3 2r — 5) = -26—2. 

75. 3 {15 — 2 [z — 2 (z — 4)] — z} = 52 — 20. 
Ba, 3-2 225 2-2 

76. 6 it, A L. 

78. 0,2(2—1)+0,5(8:—9)=F—2. 19. a HATS A 


AAA 
80. (z + 2) (z — 1) = 0. 81. 27 (3z — 4) = 0. 
82. (3z + 4) (5 — 22) = 0. 
+ 6 = 0, 84, 22? — 5z + 12 = 0. 
85. 3z? — Tz — 1 = 0. 86. 2z {z + 6) = z? — 3r. 
87. 3 (z? + 20) = 241z. 88. z+ 2r (21) =5. 


89. (27-+-5)24-27 (82-+5)=0. 90. (+++) (7 a 


7 + 

91. 7 + 5z + 8) = 3 (z + 1) (z — 2). 

92. 3 (1? — 3z + 1) — 2r (z — 2) = 20 — 3 (z + 1) (2z — 4). 

93, 2 (z — 3) — 3 (z? — 2r — 4) = 4z? — (3 — 5r) (z — 1) — 34. 

3(2—2%) 
7 


9. 3—22 — =z. 


95, (z + 2) (z — 3) + z (z -+ 4) = (z — 3) (z — 7) + è. 

96. (x + 1) (z + 2) +9 + (z+ 2) (æ + 3) = (z + 3) (r + 4). 

aT. 0+050) (F—1)+3 p0 (P424). 

98. 18 + (z + 4) (z — 3) (z — 1) = (z + 1) (+3) (+2). 

99. (1 — z) (z -+ 2) (z + 3) = 9z? — 2 + 4 (1 — 72). 

100, z? + 4z — 8V B-z + 20 = 0. 101. z (z — 3) — 21 (Y Dex — 8) = 0. 

102. (z + 1) (& — 3) — 2+ Y 7=0. 

103. 3z? — 2z (z — 2) + (z + 2) (3r — 1) = 0. 

104. (VÈ — z) z — (V 3z + 4) (z + 2) = 0. 105. (z + 2)? = 2 (r + 2) + 
+3. 

106. (r? + 5z — 7) (23% + 102 — 11) +14 = 0. 107. 26 — 323 -4 2 = 0. 

108. 25 + 2z? — 8 = 0. 109. x° — 225 + z = 0. 

140. (24 + 2? + 1) (ê 4 z? 4- 2) = 142.414. (2? 2e 1) (at Set 
+7=0 

112. (4r — 197% + 122) (22? — Te + 6) = 0. 

113. (z? — 1) (2? — 5z — 6) = 0. 114. 32% — 3z (z — 1) = 70%, 

115. 23 — z+ r — 1 = 0. 116. A+r—2 o. 

117. 2—2(+1)=xz. 118. ao a — 12 + 

119. (e + 9) (z — 1) (22? + 16r — 20) = 

120. E E eds TT 

121. t Ha Ha? aA m O. 122, EE 

123. $ + 3 = f, 

¿Pertenece el conjunto (72 1) al conjunto de todas las soluciones de las 
siguientes desigualdades (124 .. . 134): 


124. 72—3 (2243) >2 (24); 125. 


241 4 42%. 
% 
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Ta 


>5—x; 127. % <03 (24 7)42 t ; 
128, x(2—1)—6>5r—a% 129. 22—4r43<0; 
130. Le 3+0; 13 9621 >0; 


132. 2(0—3)—2<te—(22+2) 133. do (2—5) > 2 


2) Bz + 4) (z? + 1) > 0? 
cutos las siguientes dos desigualdades (135 ... 153)? 
135. 24 42+12>0 y z-2—3>0; 


136, (22—5) (211) <0 y Herz 


137. += 13 >0 y 1—z<0; 

138. 4z — 3 > 1 y áz — 3) (14 2)>x+4 2 

139. 2 (5z — 4) <4 y 4 (52 — 4 < 16; 

140. £ +3 > 0 y 2>-—32% 

141. z — 4? L? y (x — z?) (z + åz? + 5) < 2 (e + 4r? + 5); 

142. 4>3 y 2r átl +33 H2 at 

143. br 6<0y1<2+7 

164. z? —« — 6> 3r— i y 3<5 

445. zb á z 3e 2 y z(e tA 3% 

us. g-a [eE 5 y > 

147. 6u% — 207 + 30 <0 y —31% + 52 + 2 > 0; 

148. (1? — 4) (z +1) >0 y z? — 2z — 3 >O; 

149. 2 — r +10 y áta 

150. 2# — 1< 0 y<; 

5.221 y 4150; 

152. 08 qe 14>0 y 12?—32+10>0; 

153, 2-1 Krt y hat — ha? d Sa? — hr 41 > 02 

Resuólvanse las siguientes desigualdades (154 ... 205): 

154. 21 — 7 (2x — 9) > 3z. 155. 5 (3— 2) — 3 (2— 4) < 16r; 

A a E Mh 

157. Lan 6 59) >A (04940. 
MIA rei 

A 15 5 5 ? 
Er 20 et> 


160, 


161. + 


162. (37 —2) E A AS 
4640, (BiH (671013 
IE + 


163. 3 12 £ 
y AD (z1) a > 
164 E < 17 


165. (22 + 3) {z — 7) — (232 — 11) < 2 (z + 8) (£ — 2). 
3 2 4, 4 
166, PD (6-8)4> y Et- 
167. 2—2—2<0. 168. 3z? — 5z — 8 < 0. 
169. 1523 — 772 + 10 > 0. 170. 3z? + 13r — 30 > 0. 
171. 462 — 15x {z + 1) < 0. 172. 24 — 22r — r? < 0. 
173. (z — 4} (z + 5) < 0. 
175. gar eds 1i A 
175. (z — 3) > (z — 3}. 176. 8r (1+2+3(04+0>-1 
177, (22 + 2) (z — 1) < 5z -H 6. 


178. Laa Sapte 


179, Véa —2V 21-Y3242<0. 

180. (z? — 162)? — 63 > 2 (z? — 162). 

181, z? -+ 2z + 7 > (4 -H 2r + z?) (3 -+ 2z + 17). 

182. (82? — 4z + 1) (ri — 52 + 2%) < 0. 

183. 2? + 22? > 6 + 3z. 184. (z + 2) (21) (z — 3)? < 0. 

185, (e + 4) (2 + 29 (2 — 1) (2 — 2)* (° — 32 + 5) > 0. 

186. (z? — 4) (z? — 4z + 4) (z? — z — 2) < 0. 

187., (9 — 2%) (1? — 2z — 3) (z +- 8) > 0. 

188. (z? — 22? — 3z + 4) (z — 32 + 7) > 0. 

189. (27 — 3722 — 164%) (x? -+ z + 1) < 0. 

190, (22 — ás — 12) (° — Tz — 6) > 0. 19. (r? + 107 -+ 25) x 
X (25 — 23) > 0. 

192. (2z? — 3r — 14) (212 |- tiz + 14) < 0. 

193. {323 — 24) (223 - Gr — 20) > 0. 

194. (2% + 4r — 45) (32% — 14x — 5) (1 + 1) < 0. 

195. (22? + 2r) (2? — 22 +1) (B29 + 77 — 10) > 0. 

196. (64 — r? + 16) (Br — Maè — 19 — 4) < 0. 

197. z (eL 3r — 4) > 749 -~ (80? + Gr +5. 

198. 477 + 30% — 5 (4e + 3) > 20 — Se (2 + Sr — 2%) 

199. (z — 1) (z — 3) (z — 4) (z — 6) + 10 > 0. 

200. (1? — 3z + 2) (22 — 52 H 6) (1 -— 13) < 0. 

201. (51? — z — 4) (2? — 1) (£ — 10) > 0. 

202. 3 (z? + 3242) > (2 $- 1) (0 r 2) (243). 

203. (22 — 16) (3z — 9) < (1? — 8z + 16) (27 + 8). 

204. (z? + 42) (124 z — 6) > (1? — 9z) (z? + 22 — 8). 

205. (322 — Tz -+ 2) (z? — 9) < (2z? — 5x — 3) (923 — Gr + 1). 

En los problemas NN: 206 .. . 213 por colección numórica (a; b) se en- 
tiende una colección numérica correspondiente a la colección de incógnitas 
(a y) para z = a e y = 

¿Perteneca el conjunto {(2; 4)} al conjunta de todas las sohiciones de los 
siguientes sistemas de ecuaciones (206 . . . 209)?: 


7245y=1, 951 —49=2 
206. ( pagai Te { ma i 
208. f O e 


¿Es ol conjunto (2 3), (3; 2) el conjunto de todas las soluciones de los 
siguientes sistemas de ecuaciones (210 ... 213): 


pr z+y=5, z44=5, 
zo {i 9=35; ii a on 
22 [ twt, ab Atap mti 
Ta ay yt = 133. { 2y=0 
En los problemas NN: . 221 por ta numérica (a, ù, c) se en- 
tirnde una col ón nadas que corresponde a la colección de incógnitas 
4z, y, 2) para =b, 
¿Pertenece el vonjanto (8 De al o de todas las soluciones de los 
41149, 


siguientes sistemas do ecuaciones (214 
5r—3z 
215. $ 2+2) =8+43y, 


2432 =14—x; 
y id=6, 0 (y+5)=14, 
216 ( 247 ( 


2yx—23+22y=43, (445) (248) y 


nes 


I—y+2=2 (2+8) (1) =18? 
des el conjunto ((3; 4; 1), (3; —4; —1)) el o de todas las solucio- 
at- zy- zz = 25, 
218. ( 219. [ ayy? yz=32 
a+ y+? =B; 
220. ( yz+3y+ 23 
zz+z+3z=9 
Ea 2y—e 
7 
3 E A 
=41, 
y { z4y=1 


le los siguientes sistemas de ecuaciones (218 
ay+2r4-y=%, 
221. 
¿Son equivalentes los siguientes dos sistemas de ecuaciones (222... 229)? 
áz—2 dyS2 _ s+, 
ayy? =A; 


+2y=t, 
ds [ah -81° =127; 
z+y=5, 
4 (424 y?) 3724; 
2—a +49, 


Y À aya yt 744; 
( 4r—5y4b2=3, 
y $ 8r—7y—32=0, 
Tz—8y +% =6; 
228. y REE 


a+ = 8A; 
ata 
z3— (+a)? 


e y 
ya=9 


í 

l 2 
pri 
Í 


Resuélvanse los siguiontes sistemas de ecuaciones (230 .. . 273): 
2. { 542 9z, 


pa — Iy, 
16y+107—8 0. 


i 51—3= — 2y, 
ze { 6y-+152=9. 
24y=5, 
2e. lee toy 24m. 
P E =41, 
238, Erie A 
240. 
242. 2. { es 
2y=05, 
AN 
¿4 ay=240, 
246. À y 21—ey. 28% pecto Bi 
a2 3y*=3y—2—30, 
Ei { ati ytd- y=18. 
a24 2ry 410? = 145, pi 214 4y2=52y, 
20t { ay +y? = 24. si { 2r? =y? 4-31. 
oni atty =s, 53 14ayy=837, 
252. { A: 253. p pos 
ss a—ay+y?=39, ge ayi, 
SN CAU A (en) (9410, 
7 2%y4zy?=420, ay sty? =5, 
256. ¡estr i A ar 
10z—9z 
org f P+zy+yt=49, 5 al 
A adn aia N 259. í Br—y=40, 
22—y 
260, 261. ( 324-3y =6r— 36, 
2(y+2)=4 (26). 
262. ( 263. ( 
264. ( 265. ( 
fzr. 
260, E 267. { 
(+u) (4) =08 
268. 4 (+2) (42)=42, 269. 
(2+2) (24 y) =54 
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Y+z=2Yz, 
270. $ 2+bx=xyz, 271. f 
z4}y= zyz. 


q?yz? = 144, 
272. ( 273, ( zy2=18, 


yA = 108. 

¿Qué 6 lanra m el plano de coordenadas se define por las siguientes ecua- 
dnt {274 . 81)? 

274. TA eA z — 2y = 0; 276. 3z -— 2y = 1; 277. xy = 0; 278. 
(1 — z) (£ — y) = 0; 279. z? + y? = 5; 280. z% -+ p? = 0; 281. z? — y? = 0? 

¿Tienen un punto común las siguientes dos rectas (282 ,.. 284)? 

282. z -+ 2y = 4 y 2z + 3y = T; 

283, 4r — y =3 y 8r = 2y +6; 

284, 2z — y — 3 = 0 y 2y + 9 = ár? 

¿Tienen un punto común la circunferencia yla recta siguientes {285 . . . 289): 

285. 224 y? = 16 y 22+5=0; 

286. z? -+ y? = 25 e y = z; 

287, z? -+ y? = 49 e y = 2z — 3; 

288. z? -+ p? = 4 ey 

289. z? + y? = 18 0 y 


CAPÍTULO 


IV 


POTENCIAS Y LOGARITMOS 


$ 1. Potencia con exponente entero 


En el primer capítulo se ha definido la operación de elevación a 
potencia con exponente nalural de cualquier número real. En el 
párrafo presente se repite esta definición y, además, se aducen las 
definiciones de elevación de un número a potencia nula y a potencia 
con exponente entero negalivo. 

Sea a un número real cualquiera y n, cualquier número natural, 
Entonces, se denomina potencia del número a con exponente natural n 
(o bien n-ésima potencia del número a) un número que se escribe en la 
forma a” y que se determina según la regla 


aa... a, sin>2; 


—— 
a n veces 


a, si n= 


Sea a un número cualquicra real distinto de cero. Entonces, se 
denomina potencia nula de este número la unidad, es decir, por defi- 
nición, a? = 1 para cualquier número real a distinto de cero. 

La potencia nula del número cero no se define y el símbolo 0° se 
considera privado de sentido. 

Sea a un número real cualquiera distinto de cero y n, cualquier 
número natural, entonces se llama potencia del número a con expo- 


nente entero negativo (—n) el número . es decir, por definición, 


a 
1 0” qe 
ar = q Para cualquier número real a, distinto de cero, y para todo 
número entero negativo (—n). 
La potencia entera negativa del número cero no se define y el sim- 
bolo O- se considera privado de sentido. 
Así pues, la polencia natural (-ésima) se determina para cual- 


quier número real, mientras que las potencias nula y entera negativa 
se definen sólo para cualquier número real, distinto de cero. 


12° 179 


Si a es un número real cualquiera distinto de cero, entonces se 
puede enunciar la definición de potencia con exponente entero, la 
Cual representa la reunión de las definiciones antecedentes. 

á Sea a un número real cualquiera distinto de cero y œ, cualquier 
número entero; enlouces, por número a% se entiende aquel que se 
determina según la siguiente regla: 


m es un número nalural, m>2; 


an=} m veces 
A, si a=0; 
$ E sia=—n, (—n) es un número negativo entero; 


en oste caso el número a% se denomina potencia con exponente entero, 
el número a es la base de la potencia, el número a, el exponente 
de la potencia. 
n el primer capítulo se han aulucido las propiedados principales 
que posee la operación de elevación a potencia con exponente natu- 
ral. Para la operación de elevación a polencia con exponente entero 
estas propiedades también tienen Jugar. 

A saber, sean a y b cualesquiera númoros reales distintos de cero, 
y sean œ y P enalesquiera números enteros, enlonces: 


a) (ab) =a" b) (5 


A 
c) atab=artb d) aras fy matt 
a 


e) (amy? =0%, 


Demostremos que estas propiedades son lícitas. La validez de 
la propiedad a) para a natural (2 = n, n € N) se deduce de las 
leyes principales de adición y multiplicación de números reales: 


aby? = (ab)" = (ah) (ab) ... (ab)=4 dba ma, 
K ) 
E a 
a veces Voces n veces 


Sea œ = 0, entoncos (ab)* = (ab)" ab? = abt, es 
decir, (aye = «lA, 


Supongamos que «== —m, y m es un número natural. Por defi- 
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nición de potencia con exponente negativo, (ab)%=(ab)"= 


según la propiedad de una poten: He 

con exponente natural 

según la propiedad de las fracciones = += 
por definición de poleneia con expo- =p =a307, 


nente negativo 


Por consiguiente, la propiedad a) es válida. 

La propiedad b) se demuestra del modo análogo. 

Con el fin de demostrar Ja propiedad c) oxaminemos cada uno 
de Jos seis casos posibles: 1) 4 = n, B = m; 2) a = n, B = — m; 
3) a = —n, $ = m; å)a = —n. p — —m (donde n y m son números 
naturales cualesquiera); 5) « es un número entero cualquiera, P = 
= 0; 6) a = 0, P es un número entero cualquiera. 

1. Cuando œ = n, B = m, la validez de la propiedad c) se des- 
prende de las Jeyes principales de adición y multiplicación de los 
números reales: 


aab = a"-a™=(a ...0)(a...a)=0... am a" m aab, 
(TRAS E 
n veces m veces (n+m) veces 


2. Sea a = n, B = — m, donde n y m son números naturales; 
entonces, por definición de potencia con exponente entero negativo, 
tenemos 


1 
atab asa" 


Aplicando la regla de multiplicación de fracciones, tendremos 


an 
a+ 


Supongamos que n > m, entonces, aplicando la propiedad de la 
potencia con exponente natura). obtenemos 


an 


w= 


ia" = a” m aH) — gath, 


Sea n = m, entonces, por definición de potencia con exponente 
nulo, obtenemos 


a? = PH ga, 


Sea n < m, entonces, al aplicar la propiedad de la potencia con 
exponente natural y la definición de potencia con exponente nega- 
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tivo entero, obtenemos 


= (MA) a — gH) — gath, 


3. Supongamos que 4 = —n. B = m, donde n y m son números 


naturales. Este caso es análogo al caso en que 4 = n, f = —m. 
4. Sea a = —n, B = —m, donde n y m son números naturales. 
Entonces ab "a ™ = 


según la definición de potencia con 
exponente entero negativo 

según la regla de multiplicación de 
fracciones 


según la propiedad de una potencia =p 

con oxponente natural 

por definición de potencia con expo- MN m q" aa 
nente entero negativo =a Mm) = art, 


5. Sea œ un número entero cualquiera y sea B = 0, entonces, 
aplicando la definición de potencia con exponente nulo, obtenemos 


arab = a% 4 = 0% = 090 = qab, 


6. Supongamos que œ = 0, y $ es un número entero cualquiera, 
entonces, aplicando la definición de potencia con exponente nulo, 
obtenemos 


aab = 1.a8 = aP = 00 = 0, 


Por consiguiente, la propiedad c) es lícita. 

Para demostrar la propiedad d) con œ y B naturales (œ = n, f = 
= m, REN, mE N), examinemos tres casos: 

1. Si n>m, entonces n = m + 1, donde 1 € N. Aprovechemos 
las propiedades fundamentales de la multiplicación y la división de 
números reales: 

m veces 7 veces 
an 


E ERE WF E = 
at: a= a": a"n T 


an gob, 


2, Si n=m, entonces 


Por definición, a? = 1. Por lo tanto, 
a% : a = a" i a™ RA 9, 


3. Si m > n, entonces m = n + k, donde k € N. Aprovechemos 
las propiedades fundamentales de la multiplicación y la división de 


números reales y, además, la definición de elevación a una potencia 
negativa: 


n veces 
mA 
n 
E TS (a... a) EE” AEn 
tn Rd =a" = 
E St 


n veces k veces 
= aM- m a" m gab, 


Cabe señalar que en este caso (n — m) no es un número natural. 

En los demás cinco casos para los valores de æ y B la demostra- 
ción de la propiedad d) es análoga a la de la propiedad c). 

Con el objeto de demostrar la propiedad e), examinemos al igual 
que en los casos c) y d), los seis casos posibles: 

1. Supongamos que œ = n, P = m, donde n y m son números na- 
turales. En este caso hagamos uso de las leyes fundamentales de 
adición y multiplicación de números reales: 

(0%)? = (a")™ = (a”) (a) ... a =(a ...2)...(8 ... 4) = 
AS a 


m veces n veces n veces 
ii 
m veces 
=00 ... an = atb, 
—_— 
nm veces 
2. Supongamos que 4 =n, B = — m, donde n y mson números 
nalurales. Entonces (02)? = (ar 


por definición de potencia con expo- 
nente entero negativo 


según la propiedad de la potencia == 
con exponente natural 
por definición de potencia con expo- == 
nente entero negativo == au, 
3. Supongamos que a = — n, $ = m, donde n y m son números 


naturales. La validez do esta propiedad se demuestra igual que en 
el caso de a = n, $ = —m. 


4. Supongamos que 4 = —n, $ = —m, donde n y m son núme- 
ros naturales. 
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Entonces (af = (ay 


por definición de potencia con expo- = 
nente entero negativo 
de acuerdo con el caso 3 que acaba- =54= 


(a7 


mam 
mos de examinar 
por definición de potencia con expo- = 5 = 
nente entero negativo aam 

i 1 
conforme a la propicdad de las frac- =1: m= 
ciones 
de acuerdo con la regla de división = a" m m 
de las fracciones =a%, 


5. Supongamos que a es un número entero cualquiera y $ = 0, 
entonces, por definición de potencia con exponente nulo, (a%)P == 
= (04) = 1 = a = % = a, 

6. Supongamos que œ = 0 y f es un número entero cualquiera, 
entonces, por definición de potencia con exponente nulo, (a%)® = 
= (a0) = (18 =4=0 = 0% = a, 

Por consiguiente, la propiedad e) es lícita. 

Ejemplo. Hagamos uso de la propiedad de la potencia con expo- 
nente entero para calcular la siguiente expresión numérica: 


Puesto que (- +) = + dy 
Wi=E+ 510= 


$ 2. Potencia con exponente racional 


En el capítulo I se ha dado la siguiente definición de raíz aritmé- 
tica de un número posilivo. 

Sea n un número natural y a, un número positivo. Entonces el 
número positivo b tal, que 5” = a lleva el nombre de raíz aritmé- 


tica de n-ésimo grado del número a y se designa b = Va. 
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Hemos asumido sin demostración la afirmación de que para todo 
número positivo a existe una, y sólo una. raíz aritmética de n-ésimo 
grado. 

Por definición de Ya, resulta válida la afirmación: 


f aes un número posilivo, 


7 n es un número natural, 
a => - z i 
W Y a es un número positivo, 
(Va) =a. 
Demos a conocer ahora la definición de elevación de un número 
entero a una potencia con exponente racional aprovechando con este 
fin la definición de elevación a potencia entera y la definición de raíz 


aritmética de un número positivo. 


Sea a un número positivo yr =P, un número racional, con la 


particularidad de que q es un número natural (q>0). El número 
positivo b tal, que b=V/ a” lleva el nombre de r-ésima potencia. 


del número a y se denota b=a", es decir, VD, 
1 

Observemos que ya =a", 

Supongamos que a y b son cualesquiera números positivos y r}, Fz 
cualesquauiera números racionales. Resultan válidas las siguientes 
propiedades, llamadas propiedades de las potencias con exponentes 
racionales: 


a) (ab) = anb, 


(EE, 


sí 


+ra 


c) didi=a" 


d) dra 
e) (aya = a, 

Demostremos la validez de estas propiedades 
a) Sea r,=-7 donde g es un número natural. 


Pal 
Examinemos Ln] = 
por definición de potencia racional [Y ab" = 
por definición de raíz aritmética = (ab)? = 
por la propiedad de la potencia con 
exponente entero =a" = 


185 


por definición de raíz aritmética =(Y PY PF = 


ERTEN 
por definición de potencia racional = (as) (21) = 
Según la propiedad de la potencia con 


292 
exponente natural = (ato 
Así pues, [(ab)"1]9=[a'1b"1]%, Conforme al teorema 1 del $ 2, 
cap. H, esta igualdad es equivalente a la igualdad (ab) = a"1b"!, 
y la propiedad a) queda demostrada. 
La propiedad b) se demuestra análogamente. 
tS 
e) Supongamos que n=» rm=th. Entoncos, "1a"? = ata". 


gp mgo 
Examinemos [har a 
según la propiedad de la potencia pany myg 
con exponente natural S (ar) - 
según la propiedad de la potencia Pqaga my 270 
con exponente natural =|[ (a:) ] [(.=) ] = 
por definición de potencia racional CADA 
por definición de raíz aritmética = (aP)" (a7)= 
según la propiedad de la potencia 
con exponente ontero =amatt= 
según la propiedad do la potencia 
con exponente entero =P 
por definición de raiz aritmética = (V arma 
pn+ mg 
por definición de potencia racional =(a M yA, 


Así pues, tomando en consideración que O r tra 


tenemos (a"1a"2)™ = (a"1*"2)°", De acuerdo con el teorema 1 del $ 2, 
cap. I, esta igualdad es equivalente a ja igualdad: aaa=a ta, 
y la propiedad e) queda demostrada. 

La propiedad d) se demuestra análogamente. 


ES. 
e) Supongamos que n=t ? n=. Entonces (a'1)"a = (a)r 
pyme 
Examinemos L(a)=] = 
según la propiedad de la potencia con Po. EN 
exponente natural = (ía) "py 
por definición de potencia con a py qnys 
exponente racional A 1 ) = 
Pym 
por definición de raíz aritmética = ((«3) Pa 
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según la propiedad de la potencia 
con exponente entero 


según la propiedad de la potencia 
con exponente entero 

por definición de potencia con 
exponente racional 

por definición de raíz aritmética 
según la propiedad de la potencia 
con exponente entero 

por definición de raíz aritmética 
por definición de potencia con 
exponente racional 


eya 
s[e] = 


= UY ap)" = 
=(P)" = 
=g 


= (y jm 
= (a 4 . 


Así pues, [(any:]"! = (arr2)90, De acuerdo con el teorema 1 
dol $ 2, cap. II, la validez de esta igualdad predetermina la validez 


de la propiedad e). 


Demostremos una propiedad más de la poteucia con exponente 


racional, 


f) Supongamos que a es un número positivo, n=£, un nú- 


mero racional, mientras que q y n son números naturales, 


E a 
En este caso at=a%ñ, 


Examinemos 

según la propiedad de una potencia 
con exponente natural 

por definición de una potencia con 
exponente racional 

por definición de raíz aritmética 
según la propiedad de una potencia 
con exponente entero 

por definición de raíz aritmélica 


por definición de potencia con expo- 
nente racional 


H pu 
Así pues, (ai) = (asn) 
validez de la propiedad f). 


z 
=a)" = 
=(= 
=(a")"= 


=4a"= 


(yo 


puyan 
la. 


de donde precisamente proviene la 


Para las raíces aritméticas las propiedades demostradas tienen 


por expresión 


k Vd=V3v5 
Vi 
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Va Vu; 
y yaya yaa, 
9 Ya y 


Va" a; 
DY, 
Ejemplo. Simplifíquese la expresión numérica 
A=(2/84+3V5-1V9D) (V72+V 20-42). 
Apliquemos las propiedades estudiadas: 


V8E=/B=2/2 VR-=/2-%=yB.YB=6 2; 
VO=/25=V2V3=2V5. 


Por consiguiente, 


A=(4V2+3V5-7V/D(6/2-215)-4V2)= 
=3. (V 5-1 D)-2-.1 245) =6(V5-V2 (154 2 
=6 (5-2) = 


Estudiemos ahora las propiedades principales del tipo de desigual- 
dades para la potencia con exponente racional. 


g) Supongamos que a>1Í y == es número racional positivo 


(p>0, 9>0). Entonces, d >1. 


2 
Examinemos (aiy = 

por definición de poteucia con expo- 

nente racional =(YPY= 
por definición de raíz aritmética 07. 


De acuerdo con el teorema 1 del $ 2, cap. IT, las condiciones a > 
> 1 ya > 1? son equivalentes, quiere decir, de la condición a > 1 
2 


se desprende que a” > 1, mas, en este caso, (a°)? > 1%, es decir, 
(a) > 12, de lo cual, según la misma propiedad, resulta que a? > 1. 
La propiedad g) queda demostrada. 

h) Sea O<a<l, y n= un mímero racional positivo (p >Q, 
q>0). Entonces 4 < 1. 

La demostración de esta propiedad es análoga a la del caso g). 

i) Supongamos que a > y T}. ra son números racionales tales, 
que 1, > Ta tonces ai > ar, 

Demostración. Por cuanto (r, — rs) es un número racional posi- 
tivo, entonces, conforme a la propiedad g), 7172 > 4. Al multipli- 
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car esta desigualdad por el número positivo «2, obtenemos (en vir- 
tud do la propiedad 21 de las desigualdades (véase el § 2 cap. II) 
ar (aria) > a, Aplicando al primer miembro la propiedad c) de 
una potencia con exponente racional, llegamos a que a! > a”z, es 
decir, la propiedad i) queda demostrada. 

j) Supongamos que 0 < a < t, y sean r; y r, números racionales 
tales, que r, > r,. Entonces a"! < a. 

La demostración do esta propiedad es análoga a la de la propio- 
dad i). 

Ejemplo. Demuéstrese que para cualesquiera números positivos 
a y b se verifica la desigualdad 


2 2 2 

t> (a DY, 
Demostración. Denotemos a+b con e y examinemos las fracciones 
L y 2. Por cuanto Lita, entonces 0<E a N 0< <L 


1 1 
Valiéndonos de la propiedad j), obtenemos (5 a A (¿f< 1, 
2 4 


2 2 
3 
z 


o bion (2 e, E a. Por consiguiente, (2) <(4 
ç A a o 


T 
numéricas se verifica tambien la desigualdad 
2 
3 
Pgh, 


y (2) < (+7 - De acuerdo con la propiedad de las desigualdades 


e 


de donde, teniendo en cuenta que t42- 1, llegamos a que so 
verifica la desigualdad 


HE 


Teniendo on cuenta que c os un número positivo y multiplicando 
2 
esta desigualdad por c, concluimos que se verifica la desigualdad 
Pr A 


aj+b3>c, lo que se trataba de demostrar. 


$ 3. Potencia con expontente irracional 


Tomemos los valores aproximados del número VŽ por defecto: 
1, 1,4, 1,41, 1414, ... 


y los valores aproximados del número “Z por exceso: 
2, 1.5, 1,42, 1,415, ... 
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De acuerdo con la propiedad i) de la potencia con exponente racio- 
nal, tenemos 
(1) 


32 > 3118 > 311 > 3 ,.. (2) 


En las desigualdados (1) y (2) hay una infinidad do términos y 
cualquier término de las desigualdades (1) es inferior a cualquiera de 
los términos de las desigualdades (2). Resulta natural entender por 


número 3V? un número que es superior a todo término de las desi- 
gualdades (1) e inferior a todo término de las desigualdades (2). 
Quiere decir, por número 3YVZ se entiende un número que es mayor 
que 3 a cualquier potencia racional que aproxime VŽ por defecto, 
y que es menor que 3 a cualquier potencia racional que aproxime 
V 2 por exceso. Admitimos (sin demostración) que tal número exis- 
te y es, adomás, único. 

De igual modo se determina también a%, donde a > 1, y & es un 
número irracional positivo. A saber, se hallan los números racionales 
ri que aproximan el número «a por defecto: ry < ry < Ta < 
... < 0, y luego. los números racionales 1, que aproximan el nú- 
mero a por exceso: h > l> l> .., >a. después de lo cual 
se forman las desigualdades m! < q2 < a3 <... y h> > 
>a ... Entonces, por a% se entiende un número que es superior 
a cualquier número a”, e inferior a cualguier número ar. Esta defi- 
nición puede enunciarse también del modo siguiente. 

Sean dados un número a > 1 y un número irracional positivo 0%. 
Designemos con r; los números racionales que aproximan œ por dc- 
fecto, y con ly, aquellos que aproximan œ por exceso. Por número a 
se entiende un número y tal, que para cualesquiera r; y 1, se verifica 
la desigualdad ari < y < atr. Se asume aquí sin demostración que 
tal número existe y es, además, único. 

Sean dados un número a tal, que 0 < a < 1, y un número irra- 
cional positivo a. Denotemos con r; los números racionales que apro- 
ximan & por defecto, y con lp, por exceso. Por número a* se entiende 
un número y tal, que para cualesquiera r; y 1, se verifica la desigual- 
dad ari > y > a'r. Se asume aquí sin demostración que tal número 
existe y es, además, único. 

Sean dados un número positivo a tal, que a 4 1 y un número irra- 


3 314 < 314 < 3144 < 


y 


1 
cional negativo œ. Por número a” se entiende un número igual a īa 
es decir, si a21 y a os un número irracional negativo, entonces 


a= 


Far Por cuanto el número ale! es distinto de cero y en el con- 


junto de números reales la operación de división es siempre realiza- 
ble, entonces existe un número (y este número es único) igual al cociente 


1 r 
PER Dicho número se denomina número a%. 
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Observación. 1. Sia = 1, Lenemos a” = 1 para cualquier número 
real æ. Por eso, en las definiciones citadas más arriba el easo de 
a = 1 no se examina. 

2. En virtud de las definiciones citadas anteriormente y de la 
definición de potencia con exponente racional, para a>0 y para 
cualquier número real a el número a* es siempre positivo. 

Para las potencias con exponente irracional resultan lícitas las 
siguientes propiedades. Supongamos que a œ> 0, b > 0, œ es un nú- 
mero irracional, B, un número racional o irracional, entonces: 

a) (ab)* = atb"; 


a ya a 
(ER 
c) a*a? = gar; 
d) a: a = arb; 
6) (00)P = arb. 


La demostración de estas propiedades se realiza con ayuda de la 
teoría de los límites y por esta razón no se da en la obra presente. 


$ 4. Potencia de un número positivo 


Todo lo expuesto en los $ 1 . 3 permite dar la definición de 
potencia real de un número positivo. Observemos que el número a% 
existe y, además, es único para cualquier número real œ. 

Definición. Sean dados un número positivo a y un número real q. 
Por número a” se entiende un número positivo que se determina según 
la siguiente regla: 

l. Si a>0 y: 

1. a =m, m es un número natural, entonces 


a, para m=1, 

ač= { aa ... a, para m>2. 
panigi 
m veces 


1 dE e e 
de Cr ES q es un número natural, entonces a%= f a (raíz 


aritmética de q-ésimo grado de un número positivo); 
p 


3. a= 
=V; 

4. œ es un número irracional, entonces: 

a) si a > 1, el número p* será mayor que a'i y menor que a'h, donde 


r; es cualquier aproximación racional del número a por defecto y ly. 
cualquier aproximación racional del número a por exceso: 


b) si 0 < a< 1, entonces a es un número menor que a'i y mayor 
que a? (r; y ly son los mismos que más arriba): 


, donde p, q son números naturales, entonces a" = 


19 


c) si a = 1, entonces a* = 1. 
H. Si a = 0, entonces a = 1. 


TIJ. Si a< 0, entonces a=- 


El número a% recibe el nombre de potencia, el número a es la base 
de la potencia y a, el exponente de la potencia. 

De los $$ 1... 3 se deduce que la potencia de un número posi- 
tivo posee las siguientes propiedades principales: si a y b son nú- 
meros positivos, y a y ĵ, cualesquiera números reales, entonces: 

a) (ab) = ab"; 


m 


aya a 
yò) = 
c) ata” = ath; 

d) a : ab y 


e) (a7) = a, 

Estudiemos ahora las propiedades principales de la potencia de 
un número positivo del tipo de desigualdad. 

Teorema 1. Sia > 1 y a >0, entonces a > 1. 


Demostración. Si o = 2 es un número racional (p y q son númo- 


ros naturales), entonces la propiedad de a7 > 1 ya se ha demostrado 
en 01 § 2. Si œ es un número irracional, elegimos cualquier número 
racional positivo r quo aproxima œ por defocto, en este caso a> a, 
según la definición de potencia irracional. Al mismo tiempo, de 
acuerdo con la propiedad demostrada en el $ 2, a" > 1. Conforme 
a la propiedad de transitividad de las desigualdades, la validez de 
dos igualdades a%>« y a >1 predotermina la validez de la 
desigualdad a” > 1. El teorema 1 queda demostrado. 

Teorema 2. Sia >1 y a <0, entonces a? < 1. 

Demostración. El número B = — a es positivo, por lo cual, al 
aplicar el teorema 1, tenemos aê > 1. Multipliguomos ambos miem- 
bros de esta igualdad por el número positivo a%. Según la propiedad 
de las Cosigualdades tenemos aat > a”; según la propiedad c) y la 
definición de potencias concluimos que aba% = ar = a? = Å, por 
consiguiento a% < 1 y el teorema 2 queda demostrado. 

Teorema 3. Si a >1 y az > 1, entonces a > 0. 

Demostración. Supongamos que at >1 y a >1, pero a <0, 
es decir, o bien e = 0 o bien æ < 0. Si a = 0, entonces a% = 1 por 
definición. Si a < 0 y a > 1, entonces, aplicando el teorema 2, te- 
nemos 4% < 1. Así pues, si œ < 0, ontonces a < 1, lo que contra- 
dico la suposición de que a% > 1. El teorema está demostrado. 

Teorema 4. Si a >1 y a? < 1, entonces a < 0. 

La demostración del teorema es análoga a la del teorema 3. 

Keunamos los teoremas 1... 4. 


Afirmación 1. Si a > 1, entonces las condiciones at >1 y a > 0 
son equivalentes: además, son equivalentes las condiciones a% <1 y 
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a < 0, es decir, sí a > 1, entonces 
a>i>a>0, 
a<ic>a<0, 
Teorema 5. Si 0< a< 1 y a >0, entonces ar < 1. 
Demostración. Examinemos el número b > E Por cuanto b > 1, 


entonces, aplicando el teorema 1, tendremos b2 = 1. Multipliquemos 
ambos miembros de esta desigualdad por el número positivo a“. Se~ 
gún la propiedad de las desigualdades tenemos: ba% > a“. Según 
las propiedades de las potencias tenemos b%a% = (ab)* = (1)2 = 1, 
por lo cual ar < t. 

Teorema 6. S¿0<a<tya<0O, entonces at > 1. 

Teorema 7. SI0<a<1 y ar > 1, entonces a < 0, 

Teorema 8. Si 0< a< 1 y ar < 1, entonces a > 0. 

La demostración de todos estos teoremas os análoga a la del teo- 
rema 5. 

Reunamos los teoremas 5... 8. 

Afirmación 2. Si 0< a< 1, entonces las condiciones a% > 1 y 
a < 0 son equivalentes, además, son equivalentes las condiciones a% < 1 
y 2>0, es decir, si 0<a<t, entonces 

at> a<], 
` a<itoa>0 

De las afirmacionos 1 y 2 se obtiene con facilidad el siguiente coro- 
lario: 

Afirmación 3. Si a >0 y a 34 1, entonces las condiciones ač = 1 
y a =0 son equivalentes, es decir, si a >Q y a A 1, se tiene 

a=ic> =0, 

Teorema 9. Si a >1 y 4, > Zp entonces aù > au. 

Domostración. Examinemos un número $ = œ; — %y. Por cuanto 
PB > 0, tenemos que af > 1. Multipliquemos ambos miembros de 
esta desigualdad por un número positivo a”. De acuerdo con la pro- 
piedad de las desigualdades, aa% > a%, y conforme a las propieda- 
des de las potoncias tenemos añas: = a%, por lo cual at: > a^a y el 
teorema 9 queda demostrado. 

Teorema 10. Sia >1 y a, < 0, entonces au < a*r, 

Teorema 11. Si a >1 y a% > a%, entonces dy > Uy 

Teorema 12. Sia >1 y au < at», entonces Oy < tg. 

La demostración de estos teoremas es análoga a la del teorema 9 

Reunamos los teoremas Y... 12. 

Afirmación 4. Sia > Í, entonces las condiciones a% > a% y 
a, > Qa son equivalentes; además, son equivalentes las condiciones 
a < ay %; < Ma, es decir, si a > Å, entonces 


q > 4% > 4, >. 
ATs < as <> 0, Me 
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Teorema 13. Si0<a<t y 9, > 2, entonces au < a% 

Teorema 14. Si O<a<1 y 94/<a,, entonces au > a*s. 

Teorema 15. Si 0< a< 4 y a% > a%, entonces Qy < Mg. 

Teorema 16. Si0<a<4 y au < a, entonces o, > a 

La demostración de estos teoremas es análoga a la del teorema 9. 

Reunamos los teoremas 13 ... 16 

Afirmación 5. Si 0< a< 1, entonces las condiciones a > at 
y a, < a, son equivalentes; además, son también equivalentes las con- 
diciones a% < a% y a, > a es decir, si0 <a < 1, se tiene 

0% > ats <> 0, < Oo, 


aa <Z ats <> 0 > da. 


De las afirmaciones 4 y 5 se obtiene con facilidad el corolario si- 
guiente: 

Afirmación 6. Sia >Q y a 1, entonces las condiciones a™ = 
= a% y q, = a, son equivalentes, es decir, si a > Oya 1, entonces 


0% = (% > 0, = Oo 


Las afirmaciones 4 y 5 se enuncian verbalmente del modo siguiente: 

Si la base de una potencia es mayor que la unidad, entonces al 
mayor exponente le corresponde mayor potencia, y viceversa, a la 
potencia mayor le corresponde el mayor exponente. 

Si la base de una potencia es menor que 1 (0 < a < 1), al mayor 
exponente le corresponde menor potencia y, viceversa, a la menor 
potencia le corresponde el mayor exponente. 

Observación. Si œ > 0, el concepto de operación de elevación 
a una potencia puede extenderse al conjunto de todos los números no 
negativos,t puesto que, por definición, 0% = 0, si æ > 0. 

Veamos cómo se emplean las propiedades de las potencias de un 


número positivo. Supongamos quese requiere demostrar que Sm 
Por definición, 3/3 <3", donde r os la aproximación racional 


i e 7 
del número irracional 5 por exceso. Tomemos r == . Por cuanto 


1 7 
Vi<t» entonces 3/3 <37. Demostremos que 3° <7. 


Aplicando dos veces el teorema 5, llegamos a la equivalencia de 
las siguientes desigualdades: 


1 1 


Saiak 


Empleando las propiedades de las potencias del tipo desigualdad, 


Ea 
7 


obtenemos que la desigualdad (L2)<1 es equivalente a la 
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desigualdad L < 1, la cual so verifica, puesto que 37= 2187, M= 
=2401. 

Por consiguiente, en virtud de la equivalencia de los pasos, se 
verifica también la desigualdad 35 < 7. 


$ 5. Logaritmos 


Analicemos los problemas principales que surgen al estudiar las 
potencias. 

1. Sean dados los números reales a y a. Hállese un número real x 
tal, que x = a%. Este es un problema de elevación de un número real 
a potencia. Es resoluble para cualquier número positivo a y cual- 
quier número real a. Sia = Ô y a >0, entonces z = Ô (véase el$ 4, 
cap. IV). El problema en el que a < 0 aquí no se analiza. 

2. Sean dados los númoros reales b y æ. Mállese un número real z 
tal. que se verifique 2% = b. 

Si b es número positivo cualquiera y æ es cualquier número 
real distinto de cero, el problema se reduce al anterior, pues la 


1 ija 1 
respuesta la da el número x==»%, En efecto, z%= (2) A r 
= b? = b, Si œ = 0 y b = 1, entonces la solución de este problema 
es un número real x distinto de cero, Si œ = 0y b s4 1,este problema 
no tiene solución. El caso cuando b < 0 aquí no se analiza. 

3. Sean dados los números reales a y b. Hállese un número real 
z tal, que se verifique a* = b. Estudíaremos este problema sólo para 
a y b reales y positivos. Sia = 1 y b = 1, a título de solución de 
este problema interviene cualquier número real z. Sia = 1 y b + 1, 
el problema no tiene solución. Analicemos el caso en que a + 1. 

Teorema 1. Para todo par de números reales a y b tales, que a > 0, 
a 1, y b >O, eriste un número real, y sólo uno, z tal, que a* = b, 

La existencia de tal número x no se demuestra aquí. Demostremos 
la unicidad. Supongamos que existen unos números reales x, y Ši 
tales, que a*1 = b y a*: = b, Según la propiedad de transitividad 
de las igualdades tenemos a*ı = a72. En virtud de la afirmación 6 
(véase el $ 4), z, = z,, lo que se trataba de demostrar, 

Definición. Si a >0, a 41 y b œQ, un número real a, recibe 
el nombre de logaritmo del número b de base a y se denota œ = log, b, 
si 0% = b. 

Hemos de notar que la definición de logaritmo se puede dar sólo 
después de demostrar el teorema 1, puesto que sin tenerlo demostrado 
no esté claro si existe tal número æ que sea a%= b si cs él único, 
Subrayamos una vez más que el logaritmo se define solamente para 
un número positivo de base positiva y distinta dela unidad, es decir, 
para cualquier a < 0, a = 1 y para todo b < 0 el concepto de loga- 
ritmo está privado de sentido. Por ejemplo, la afirmación de que el 
número 3 es el logaritmo del número (—8) de base (—2) no tiene 
sentido. 
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Así pues, en la definición de logaritmo log, b tenemos siempre 
a>0,a3 1, b > 0. De definición de logaritmo se deduce la identi. 
dad logarítmica fundamental 


aat =b. 


Haciendo uso de la definición de logarilmo, obtenomos log, a = 
= 1, y loga 1 = 0. 

Teniendo en cuenta la unicidad del logaritmo podemos constatar 
que si p> 0 y p1, entonces siempre log, p 40. 

Procedamos a considorar las propiedades principales del loga- 
rilmo. 

Supongamos que los números .M, N, a, b, æ y B son tales que 
M>0, N >0, a>0, b>0, a #1, b #1, mientras que a y P 
son númoros reales cualesquiera (8 + 0). En esto caso: 

a) log, MN = loga M + loga N; 

b) loga 4 = loga M — loga Ni 

c) log, M” == log, M; 

d) log, p4 = EJ loga M; 
loga M 
Toga > 
de una base a otro logaritmo de base diferente): 

f) log, M = loga N => M =N; 

g) si a > 1, entonces loga M < loga N <> M < N; 

h) si 0 < a < 1, entonces log, W < loga N => M >N; 

d’) logaBMB = loga M; 

e*) log, b- loga a = 1. 


(regla que rigo el paso de un logaritmo 


0) log, W= 


Demostremos estas propiedades. 


i Mi 
a) Examinemos aN 
según la identidad logarítmica =MN= 
fundamental 
según la identidad logarítmica 
fundamental = aa Maa N 


según la propiedad de la potencia de 


A ne M+logg N 
un número positivo mafa MHOB N, 


Así puos, aSa afa MIES Y, A] aplicar a la última igual- 
dad Ja afirmación G que caracteriza las propiedades de las poton- 
cias, obtenemos log, MN = log, M 4102, N. 

La propiedad b) se demuestra análogamente. 
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c) Examinemos 
según la identidad logarítmica funda- 
mental 
según la propiedad de la potencia de 
un número positivo 


(MA 


MM? (EM 


2 105 M. 


Así pues, als UD a71 Aplicando la afirmación 6 do las 
propiedades do las potencias, obtenemos log, (M%) =a log, M. 


d) Examinemos 
según la identidad logarítmica funda- 
mental 
según la propiedad de Ja potencia de 


un número positivo 
1 


por cuanto $380, se tiene 1I=PB.>7, 
y por eso 
según la propiedad de la potencia de 
un número positivo 
2 
¿ya Š loga M 
Ep 00% _ (ap e 


Así pues, (ab) Š 


(as) logg ADA 


= (M) = (a'a Ma 


=0% MZ 


alog, M 


i 
= [(00)P 


Aplicando a la última 


ecuación la afirmación 6 sobre las propiedades de las potencias, 


obtenemos 108,9 (M)2=- loga M. 


e) Examinomos 

según la identidad logarítmica funda- 
mental 

según la identidad logarítmica funda- 
mental 

según la identidad logarítinica funda- 
mental 

según la propiedad de la potencia de 
un número posilivo 


aa M nen 
=M= 
=p 


toga è, logy, M 
E n 


= ¿ab logy Mt 


Asi pues, a'%aM a qabi Mm Aplicando a la última igual- 
dad la afirmación $ sobre las propiedades de las potencias, oblene- 
mos log, M = log, b log, M. Conforme a la propiedad de las igual- 
dades, ambos miembros de osta igualdad podemos multiplicarlos por 


1.7 T (puesto que b1, tenemos log, b40) y convencernos de 
a 


que es válida la igualdad 


boga M 
log, M= Tota A 
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f) De acuerdo con la identidad logarítmica fundamental lene- 
mos M =a €a" y N=a%4%, por consiguiente, 
M=N <= EM tan, (1) 
Según la afirmación 6 sobre las propiedades de las potencias, tenemos 
alta m aa Ss log, M = log, N. (2) 
De (1) y (2) se deduce que 
M=N <> loga M = log, N. 


g) De acuerdo con la identidad logarítmica fundamental tenc- 


i M ooir 
mos M =u" a" y N=al%aN, por consiguiente 


M <N <= aa Mala, (3) 
Según la afirmación 4 sobre las propiedades de las potencias tenemos 
aBa M ala Y Jog, M < boga N. (4) 


De (3) y (4) so deduce que 
M < N <= log, M < loga N. 


La propiedad h) se demuestra de modo semejante. 

Las propiedades g) y h) se enuncian verbalmente así: 

Si la base es mayor que la unidad, al menor de dos números positivos 
le corresponde el logaritmo menor y al menor logaritmo le corresponde 
el número menor. 

Si la base es menor que la unidad, al menor de dos números positivos, 
le corresponde el logaritmo mayor y al logaritmo mayor le corresponde 
el número menor. 

Los logaritmos de base 10 se denominan decimales y en lugar de 
la designación log,o M se escribe a menudo ig M. 

Los logaritmos de base e (e es un número irracional, cuyo valor 
aproximado es 2,718281828459045 ...) se denominan naturales, 
y en lugar de la designación log, N se escribe a menudo ln N. 

Las propiedades de los logaritmos se utilizan para transformar 
diforentes exprosiones logarítmicas tanto con los números, como con 
las letras. 


1 
. 7 Tns H#y3 25 
Ejemplos. 1. Calcúlese A=( va” E . Doacuer- 
do con la propiedad e') de los logaritmos, TT = 185; 
conforme a la propiedad e) de los logaritmos, logyy3 125= 
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= log ;5*=-¿-log, 5. Valiéndonos do las propiedades de las poten- 
y 
cias y de la identidad logarítmica fundamental, obtenemos 
$ 
ÉS 


CE AES 3 3 
g 08s ò+ g loga » = 31085 =Y 


A=(87 =3 = (3015) 525 5 = 1/0008. 

2. Demuéstrese que si a, b y e son números reales que satisfacen 
la condición 0 < b <S c < a — 1, entonces se verifica la desigualdad 
loga (a + b) < logas a. 

Demostración. Por cuanto a >O y c > b >Q, resulta evidente 
la validez de la desigualdad 


a? — (c — b) a — be < aè, 


la cual puede ser escrita de la manera siguiente: 


(a + b) (a — c) < a. (5) 

Como a > 1, podemos aprovechar la propiedad g) y obtener la desi- 
gualdad 

log, (a + b) (a—c)<2, (6) 


que es equivalente a la desigualdad (5). 
Haciendo uso de la propiedad a), obtenemos la desigualdad 
log, (a + b) + loga (a —c) < 2, (7) 


que es equivalonte a la desigualdad (6). 

Cada sumando en el primer miembro de la desigualdad (3) es posi- 
tivo, puesto que (a -+b)>1 y (a—c)>1. Por consiguiente, 
podemos valernos del teorema 1, $ 2, cap. H: elevando al cuadrado 
los miembros primero y segundo de la desigualdad (7), obtendremos 
una desigualdad equivalente. 

Por eso, la desigualdad (7) es equivalente a la desigualdad 


Noga (a + b) + log, (a— c))* < 4, 
la cual es equivalonte a la desigualdad siguiente 
[loga (a + b) — loga (a — ¢)]? < 4 — 4 loga (a + 0) log, (a —c). 
(8) 


La desigualdad (8) es equivalente a la desigualdad (5), la cual es 
lícita, por consiguiente, será lícita también la desigualdad (8). 
Dado que, para b > 0, c > 0, se verifica la desigualdad 


0 < Iloga (a + b) — loga (a — 0), (9) 


er valernos de la propiedad de transitividad de las desigual- 
ages. 
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En este caso la validez de las desigualdades (8) y (9) predetermina 
la validez de la desigualdad 


0<4-— 4 loga (a + b) log, (a — 0), 
que puede ser escrita en la forma 
log, (a + b) log, (a — c) < 1 
Al aplicar la propiedad e') y al tener presente que a—c >i y 
a > 1, concluimos que la desigualdad de partida es lícita 


Ejercictos 


Hállese el valor numérico de las siguientes expresiones numéricas (1. . .19): 


a 2 (A 


a (AE 
E amo) E a (34) . 


pr 


T. (471.2. (5) eaen. 


PO O. 


wa (EFN: [0047]. 
yu (2322: ) + J7” (—0.298)0. 
DT” 
12 (2 +)+[ a. ($)] £ 6-9 —[(—33,44)290. 
E aeai) 
eE 
15. [(1079)-2-4-53-(25)4-29-(29)2 518. (42)2] : [e e (+) eK 10*] f 
1 [o (g) 8000935) 0 (5) *]x 
x[(+) Tem 
1 f [FP eaer Eo. 


10. 3 


1. og (17) 


+ [44-82-12], 


o BARA 
18. -6T 

4 \ 7276, (2)? 72-63. 1(88)3-42)2 
19. 100-[2»-( 3 ) ] -( 5) A da) 


135-2105. 147-0] -0° F 36: [92-4 E 
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Sáquense del signo de la raíz aquellos factores del número subradical que 
pueden sacarse (20 ... 25): 


20, V, V 147, Y 108, Y 25, Y 3 
Y 1080, Y 375. 

22. $80, $405, $328. 23. $ 480, $800, y 12500. 

24, Visa Vi, VAR-V 3. 25 Y 48(2—V Tr 
VIV 

Introdúzcanse bajo el signo de la raiz todos los factors que están delante 
del signo de la raíz (26 .... 30): 


2%. 4V3, 5V3, 1 2,1/8. 2.235.312, 121 41, 
7 E J 


24. 3 32, $ 55, j 512, 


28. 2ys, 17 V% iiy. +. 29. 243-142, (4-V1)-V3. 


30. (Y 3—2)-Y/5, (11—V13)-Y7. 
latas del signo de la raíz el denominador de la fracción subradical 


(1... 33): 
MZ 2 El 
Y + e de 
3 + 3 3 3 
2 Y >, 2-4 ERE 
4 E y 


4 + 5 4 
7 EY 1 

NAAA ño 
el Escríbase en forma del Gi de des números el siguiente número 
34... 37): 
3.147 VIV 254118, 5415411. 
35. 5/3, YI D4/20, 3-V84i 2 
36. 312-384 30—V 15. 37. yB i 754) 32] 40. 
Halles el valor numérico de las siguientes expresiones numéricas (38 . 

45): 

38. 2V 5V 8+3 V 0V 22V 5/2. 
V T6 —2 V 275+ Y 1584 —Y 84. 


0,125-+ 5 0,0016. 

44. Y 0000 — Y 0,0032. 45. (Y 6-21 15)--3-4 12. 

Escríbanse en forma de raíces de un mismo orden los siguientes cuatro nú- 
meros (46 ... 50): 

46, Y3, va 5, 


48. V2, V7, Y 


Uy 


T NO EAS E 
Y Vy3 V7ivrVz3 

Escríbanse en forma de potencia con exponente racional los siguientes nú- 
meros (5... 53): 


st. y3 


53. 2 EL, 3/3, 777, 3/27, 9/35. 
Escríbase; empleando el signo de la raíz, la siguiente potencia con expo- 
nente racional (54 .... 57): 
1 
4T, 55, 305, 49,89, 49,5, 7123, 3 T, 
i 


2= 
» 5-60,25, 7.38,25, 2.9 2, 


4-3 


-2 3 -= 
aanas, 75 T, 6T, 840 2, 
Hálese el valor numérico de las siguientes expresiones numéricas (58 . . . 
+, += 64), al sustituir todos los signos de las raíces por los exponentes racionales 


de la potenc: 
OVS: V Fp. 


s9. V2: aya- ya. 


wj- 


16 8 VaV 2V3. 


a En 
AVES AER 
1 


6027 AV Bra VIDA VR. 
Viv Va ar RL 
AAA ar 


EDA 
Mállese el valor numérico de las siguientes expresiones numéricas (63 . . . 
78) 


64, 


1 
6. (672 (5) o Zuo) E, 
E Es 2. ¿E E -b k 
68, 22-324S piqa E a e Ea T): 3E, 
ES 1 i 1 


di 
2. 


gs -(225%) 5] 2y0 


69. (3715 E 
N. 3 ++ 


70. {18 


4 
1 3 
e 3 142 
caba. 
1 1 1 4 
74. (27 VD +8 V3)* —[+«04s VaD*—10 wo V3)? |. 
RATO AO y ET 
YY 5) (sy mz). 
76. (a Vos VE+ yom—s+ v3a) (0,5 y 3. 
11. 0VE-V45+4VD)8V54+ 48-213. 
ELA E a a 
18. (V4 vV 10) G+ yT). 
Demuéstrese la validez do las siguientes igualdades numéricas (79 ... . 112) 
7. V i04 Vim y2. 80. Vi=2y/2=y 314. 
st. V542 164 V5-2/8=2y3. 


pemr- 9_ 2vV3+vž+2 
e Y Vira v54 Vie ta, 


2 
73. 402.4000 $ — (100 


85. Vo. Vs-V a+ VB=Y3+1. 
86, Vf DV DF VE=V 54 Y 241 
87. V842 V 0+2V5+V 204215 
ss. Vai. ss V55 
EEE 
a. VBa V-V ir 
a2. V 3494 12—9 V 8 
o3. (ora V 5+ 24 
o. Ya V20ta Vd- 4V2 2-2 0V 
05. V 2844 V =V 341. 96. Y 17+12) 2 
97. V 28-16 3=y 3—1. 
a8. Vop2a iF Vir aV 6—2 ir 341 D=2 V2. 
VY5+V2 
V3 y35—3 V2 


1244-15. 


7=2. 


“244. 


=154+V2. 


203 


RVD 5 5) (242 522 45 E 
00. a =3 
i 4+3 V5 re 


IES 


106. 

20204 + Y BY 7 
wi. ( 3 ne ai M mt AA 
10s. — 6 a 3843-9841 2445 


A A 


113. La diferencia 1140 V 2—57] —V 40 y 2457 es un número entero 
Hállese este número. 

¿Cuál de dos nfmeros siguientes es mayor (114 ... 123): 

114. $106 13 115. (Y OBS ó t; 

116, 24 63 5; 417. 023 Š; 

148. (2 2 ò 2-11; 19. 


vo, ¡A VY y a 


Demuéstreso la validez de las siguientes dosigualdados numéricas 124 .. . 
Se DE Usan, 125, 202903 > 303202, 

126. V3+ TV 33 3 <233 

127. Y mea > His 

128. 26 ERA 

129. 6 24413451 5>) 

130. (BID (541 


5y?) a3. 
+71 104335 
v)>9; 
>24 A+) +i 


132. 04] Dy 5> 


Hállese ol valor numérico de las siguientes expresiones uuméricas (133 + e e 
+ 170): 


133. log) dt Blog (27 V3) — log, Y 
134. tl 7 ra Jen oga (2 


135. log y W8-+108570 
3 3 


196, logs 27— logy; 27—log y 27— 
3 


% 3 4 “j 
137. 1oga (2 yava t ) 100, V Prt log, (033). 


T 
138. 10go,4 (53% 50 )-+1og0,s EE 2 ) Hegas . 
139. log, Y35- ogs g (51 Diyn gita E) 
af S = 4, 
140. Vi 2142 Hoe yy Y 


7 T VE a 
tat. V 18 y 1. ai +log a 7 
142. (18/53) Vin 


(51 5)+ gy 5 


5 


E 1 
143, 2-logs + 5+ eS V5-2. 


144. 4 01ers SH. apanas Myg 1 


145. log, logs log, 16. 146. logs log, log, 64. 
147. log, loga logs 81- 


148. 108, [log3 (3) 45102. V345]. 
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149. (log, 125 : log? 25) - (og, V5: logo, 72). 


on [ro Y Foi, (£) 206, (4)]0y,37 
16 
log 3 3-1 
154. BIHOR 4 y glog23=2. 159 ¿310812 _ RE 5) buy 


153, 23-108134721087 241, 454, 1617 wgs ¿47 1o82 393105 5 


155. 9210ga 2+4 logsı Ves =. 


8 
156. (0, pei .1=1,5 160,1. (9, y Vey+2-10 w 


-y 9-log; =h 
157, 72. a A a do 


logs 8 
158. Ter (361-1088 bailó 
logy 316 


Toa YE llog; (2 yioo?" 


pe 9-18 5+lg 25 n, 


- 2182 


160. 40 
161. log rz 3-10ga 30-4+10g,yz 8-103, 81. 


AS n 
162, 72 logs VŽ ioga $410 loga (55 


TA gE 32 logs 64+log, 10 


164. (0; yO opt 3 108p,, w» 


165. wv 0 1Ky3 b- -2 10875 25-1023 10+2 loEy5 yA 
1 
166. (142412 5+1g 300—1g 3)-3% 1080 3. 


167. (dogs 27— logos y) e (eu, 


1-10gs 2,5 
169. 21085 3, - ) 02% Tog, 2log; 81. 


170. logs 2-10g, 3-log, 4- logs 5-log, 6-logs 7. 
¿Tendrán sentido las si tes expresiones (171 ... 173): 
114. VTog,1,4+10g2 0,7 ; 172. V lg 15+ 180,07; 
173. lg lg lg 14? 

¿ Cuál de los númoros es mayor (174... 188): 
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174. log 0,245 ó 0; 175. 1g (44) ó o; 


176. 1g} 10 ó logs VŽ; 177. log,¿5 ú logo 5; 
178, logg 10 ó log 14; 179. loga 2 ó logs 
180. loga 2 ó l0go.0s250,25; 181. 10Z159 1323 á l0gas 147; 


182, 1og,11 ó logs V TE; 183. $+lg3 ó 1g19—lg 2 


5 "7 Sy? 
184. logp20,8-+logo5 60. 185. EPELT EE, 


1 
186. 3(lg7—18 5) ó 2 (7129-5188) 3 487. Iglglg5 å 1815; 
188, log logy 5 ó log, log r; 7? 
Demuéstrese la validez do las siguientes desigualdades numċricas (189 , |. 


189. logs 382 < log, 5. 190. log, 14 > log, 18. 
191. 10816729 < logs 16. 192. log; V5< log; V2. 
T E 


1 e | 
193. l08jog, ¿7 >0- 194. Tea t Ton < 
1495. (1-+loga 5) (log3 55+ 1) > 21082 5. 


£ 
ma 
4 
197. logo 2 log 3 loga 5 < 37 - 
198, 3 logs 7-+108, 5+ 10849 5> 4. 
199. log; 4/35- log; (45 V5) > 24 log; } 5 log; 13. 
3 
206, ELE Ig2tIg3+ies. let 4lg24)e ) 


196. 108,,-; V 35 (t-r) >4. 


1g 24183 54188 
20%. Ig > ELE g2+18 pethe Her 


7 6 
202. log, logs y <log y log y 7- 
232 7 
24 
203. log y 2-10g,2 2-log, g- > 1. 204. log; 7 > log, 3— 
7 T ES 
205. togn (V 34 VE +V 3—73 ) < log, (233). 
206. Hállese log, 72, sabiendo que logs 2 = a. 
207. Hállese logyg 9, sabiendo que logs 8 = b. 
208. Hállese logro 64, sabiendo que log, 125 = c. 


209. Hállese logs 6, si se sabe que logio 3 = & y logio 2 = B. 
210, Hállese logs, 24, si se sabe que logg 15 = m y log;s 18 = n. 


njan 


CAPÍTULO 
Vv 


TRIGONOMETRÍA 


$ 1. Angulos y medición de los mismos 


Concepto de ángulo. Sean dados dos rayos coincidentes: el rayo 
OA y el OB (tig. 37). 

Supongamos que el rayo OA realiza cierto giro, dando vuellas 
en un plano on torno al punto O. Entonces para cualquior giro some- 
janto ol rayo OB se considera como rayo inmóvil (inicial) de giro, 
mientras que el rayo OA, el rayo móvil, que realiza el giro dado. 

Cualquier giro del rayo móvil OA con relación al rayo inmóvil 
OB puede realizarse en dos direcciones opuestas (en el sentido de las 
agujas del reloj y en el sentido contrario). Si en el rayo móvil 04 


Fig. 87 


montamos un dispositivo trazador quo se aleje uniformemente del 
punto O, desplazándose a lo largo del rayo OA, entonces, a medida 
que gira el rayo OA, el dispositivo dejará on el plano cierta huella. 
Al realizar el rayo DA cierto giro, la huella representará una curva 
on desencollamiento en torno del punto de giro O. Dicha curva tiene 
por origen el rayo inmóvil OB y termina junto al rayo móvil OA. 
Con ayuda de tal curva se muestran en los dibujos los giros, con la 
particularidad de que junto al rayo móvil la curva termina con una 
flecha que indica el sentido del giro realizado. 

En la figura 38 se muestra uno de los giros en el sentido de las 
agujas del reloj 

En la ligur: se muestra uno de los giros on el sentido contrario 
a las agujas del reloj. 

Supongamos quo el rayo móvil QA roaliza semejante giro en el 
sontido de las agujas del reloj de modo tal, que el rayo OA ha coin- 
cidido por primera vez con el rayo inmóvil OB. Este giro suele lla- 
marse vuelta completa en el sentido de las agujas del reloj (tig. 40). 
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Supongamos que el rayo móvil OA realiza tal giro en el sentido 
contrario a las agujas del reloj, que el rayo OA coincide por primera 
vez con el rayo inicial OB. Este giro suele llamarse vuelta completa 
en el sentido contrario a las agujas del reloj (tig. 41). 

En la fig. 42 se muestra un giro igual a tres vueltas completas en 
el sentido contrario a las agujas del reloj. 

En la fig. 43 so muestra un giro igual a dos vueltas completas en 
el sentido de las agujas del reloj. 

Así pues, de los ejemplos examinados está claro como se debe 
mostrar en el dibujo cualquier giro. 

Supongamos que el rayo móvil OA realiza un giro en el plano 
en torno del punto O respecto del rayo inmóvil 0/. En este caso 


pa £ 
B 
A 4 
Fig. 38 Fig. 39 


suele considerarse que de osta manera se forma un ángulo a y se 
dice que el rayo móvil OA prefija el ángulo a. correspondiente al 
giro citado. El punto O se denomina vértice del ángulo «, el rayo 
inmóvil OB es el rayo de referoncia del ángulo a, y OA. el rayo móvil 


( à A B ( ] A Y 
Fig. 41 


Fig. 40 


que prefija el ángulo æ. El rayo inmóvil OB (comienzo de referencia 
para cualquier ángulo) suele disponerse en los dibujos horizontal- 
mente orientado a la derecha. Se ha couvenido en considerar que 
si el rayo móvil realiza cierto giro en el sentido contrario a las agujas 
del reloj, se prefija de este modo el correspondiente ángulo positivo; 
si el rayo móvil realiza cierto giro en el sentido de las agujas del 
reloj, él prefija el correspondiente ángulo negativo; si el rayo móvil 
no realiza ningún giro, él prefija el ángulo nulo. 

Por ejemplo, si ol rayo móvil QA da una vuelta completa en el 
sentido contrario a las agujas del roloj, dicho rayo prefija el ángulo 
positivo completo: si ol rayo OA da una vuelta completa en el sentido 
de las agujas del reloj, él prefija cl ángulo negativo completo. 

Medición del ángulo en grados. Supongamos que el rayo móvil 


OA realiza un giro igual a 300 parte de vuelta completa en el sen- 


140282 209 


tido contrario a agujas del reloj. En este caso se dice que el rayo 
móvil OA prelija un Ángulo cuya medida en grados es igual a un 
grado, o, en forma más breve, un ángulo de un grado (1%). Por con- 
siguiente, el ángulo posilivo completo y el de 360” es el mismo ángu- 
lo, prefijado por el rayo móvil OA que realiza una vuelta completa 
en el sentido contrario a las agujas del reloj (véase la fig. 41). 
Para las partes del ángulo de un grado se han aceptado denomi- 


naciones especiales que son minuto y segundo. 
Supongamos que el rayo móvil OA realiza en el sentido contrario 
a las agujas del reloj un giro igual a ¿7 parte do vuelta, correspon- 


Fig. 42 Kig. 43 


diente al ángulo de un grado. En este caso se dice que el rayo móvil 
OA prolija un ángulo de un minuto (1). Por consiguiente, un ángulo 
de 60 y un ángulo de 1% sou un mismo ángulo. 

Supongamos que el rayo móvil OA realiza en el sentido contrario 


a las agujas del reloj un giro igual a + parte de vuelta. correspon- 


diente al ángulo de un minuto. En esto 
o se dice que el rayo móvil OA prelija 
gujo de un segundo (1%). Por consi- 


A 


un 
guiento, un ángulo de 60” y un ángulo de 
1 son un mismo ángulo. 

Supongamos que el rayo móvil QA 
realiza en el sentido contrario a Jas agujas 


del reloj wa giro igual a L parte douna 


0 5 vuelta completa. En este caso se dice 
que el rayo móvil OA pretija un ángulo 
recto positivo o bien nn ángulo de 90° 
(fig. 44). 
Supongamos que el rayo móvil OA realiza eu el sentido contrario 


a das agujas del reloj un giro igual a 2 parte de una vuelta com- 


Fig, 44 


pleta, En esto caso so dice que el rayo móvil OA prefija un ángulo 
llano positico, o bien un ángulo de 180” (fig. 45). 

Supongamos que el rayo móvil OA no realiza ningún giro, en 
este caso se dice que el rayo móvil OA prefija un ángulo nulo, o bien 
un ángulo de 0” (véase la fig. 37). 
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En los casos como el citado suele decirse a veces que el rayo 
móvil OA ha realizado una vuelta nula. 


Supongamos que el rayo móvil OA realiza un giro igual az parte 


de una vuelta completa en el sentido de las agujas del reloj. En este 
caso se dice que el rayo móvil OA prefija un ángulo llano negativo, 
o bien un ángulo de (— 180”) (véase la fig. 45). 


A Ñ 7 Jj 
Fig. 45 


Supongamos que el rayo móvil OA realiza un giro igual a 4 


parte de una vuelta completa en el sentido de las agujas del reloj, 
Entonces, el rayo móvil OA prelija un ángulo recto negativo, o bien 
un ángulo de (90% (fig. 46). 


0 5 


LA 


Fig. 46 Fig. 47 


Medida radial del ángulo. Supougamos que el rayo móvil OA 
coincide con el rayo inmóvil OH sin dar ninguna vuelta. Elijamos 
arbitrariamente un punto 4 en el rayo inmóvil OB y un punto N 
del rayo móvil OA que coincide con el punto M. Tracemos una 
circunferencia con centro en el punto O y de radio R, igual a la 
longitud del segmento ON (fig. 47). 

Si el rayo móvil OA empieza a girar alrededor del punto O, el 
punto N se desplazará a lo largo de esta circunferencia. 

Supongamos que el rayo móvil OA realiza tal giro en el sentido 
contrario a las agujas del reloj que el punto N, desplazándose por 
la circunferencia, pase uva distancia igual al radio de ésta. En este 
caso se dice que el rayo móvil OA prefija un ángulo cuya medida 
radial es igual a un radián, o, más brevemente, un ángulo de un 
radián (fig. 48). 

Sea dado un número positivo $. Supongamos que el rayo móvil 
OA realiza tal giro en el sentido contrario a las agujas del reloj que 
el punto W, desplazándose por la circunferencia, pase una distancia S, 
igual a BA; entonces se dice que el rayo móvil OA profija un ángulo 
de B radianes. 
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Sea dado un número negativo $, y supongamos que el rayo móvil 
OA realiza tal giro en el sentido de las agujas del reloj, que el punto 
N, desplazándose por la circunferencia, pase una distancia S$, igual 
a |P | R; entonces se dice que el rayo móvil OA prefija un ángulo de 
p radianes. 

Así pues, la medida radial de cualquier ángulo se define del 
modo siguiente. Sea dado cierto ángulo «a, prefijado por el rayo 
móvil OA. So denomina medida 
radial del ángulo œ tal número, 
cuyo valor absoluto es igual a la 
razón entre la distancia $, reco- 
rrida a lo largo de la circuaferen- 
cia de radio R por el punto N 
del rayo móvil OA, y el radio 
R, y cuyo signo se define por el 
sentido del giro realizado, en 
otras palabras, se llama medida 
radial del ángulo œ un número 
Fig. 48 positivo $; 

en el sentido contrario a las 
agujas del reloj o bien un número negativo ( =- 5) si el giro se 


R 
realiza en el sentido de las agujas del reloj. 
Si el ángulo viene prefijado por el rayo móvil OA que no realiza 
ningún giro, entonces el ángulo æ será nulo y la medida radial de 
este ángulo se considera igual a cero. 


Y N 
(id A 5 Mm A B 


Fig. 49 Fig. 50 


, si el giro se realiza 


Supongamos que el rayo móvil OA realiza una vuelta completa 
en el sentido contrario a las agujas del reloj, entonces, el punto N 
del rayo móvil OA, dosplazándose por la circunferencia de radio R, 
recorre una distancia igual a 202. Quiore decir, en este caso el rayo 
móvil OA prelija un ángulo, cuya medida radial es igual a 2% radia- 
nes, o, más brevemente, un ángulo de 2x radianes (fig. 49), es decir, 
el ángulo de 360” y el de 2% radianes son un mismo ángulo (véanse 
las figs. 41 y 49). 

Si el rayo móvil OA da una vuelta completa en el sentido de 
las agujas del reloj, se prefija un ángulo de (—2x) radianes (tig. 50), 
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es decir, el ángulo de (—360°) y el ángulo de (—2x) radianes son un 
mismo ángulo (véanse las figs. 40 y 50). 


Supongamos que el rayo móvil OA realiza a parte de vuelta 


completa en el sentido contrario a las agujas del reloj. En este caso 
el punto N del rayo móvil, desplazándose por la circunferencia de 


radio R, recorre una destancia igual aT . Por consiguiente, si el 
A 
N 
c A 
ME i 
A 
Fig. 51 Fig. 52 


rayo móvil OA realiza + parte de vuelta completa en el sentido 
contrario a las agujas del reloj, él prefija un ángulo de z radianes 


(fig. 51), es decir, un ángulo de 90° y un ángulo de ~= radianes son 
un mismo ángulo (véanse las figs. 44 y 51). 
Si el rayo móvil OA realiza + parte de vuelta completa en el 


sentido de las agujas del reloj, é) prefija un ángulo de (— 3) radia- 
nes (fig. 52), es decir, un ángulo de (—90”) y un ángulo do (-5) 
radianes son un mismo ángulo (véanse las figs. 46 y E 

Supongamos que el rayo móvil OA roaliza Es parte de vuelta 
completa en el sentido contrario a las agujas del reloj. Entonces, 
el punto X del rayo móvil QA, desplazándose a lo largo de la cir- 
cunferencia do radio R, recorre una distancia igual a 7R, por con- 
siguiente, en este caso, el ángulo que se prefija por el rayo móvil OA 
medirá «1 radianes (fig. 53), es decir, el ángulo de 180° y cl ángulo de 
a radianes representan un mismo ángulo (véanse las figs. 45 y 53). 

Análogamente, el ángulo de (—18Ú”) y el ángulo de (—a) radianes 
representan un mismo ángulo que se profija por el rayo móvil QA 
que realiza -y parte de vuelta completa en el sentido de las agujas 
del reloj (véanse las figs. 45 y 53). 

Si la medida radial de cierto ángulo constituye f radianes, mien- 
tras que la medida por grados del mismo ángulo es igual a a grados, 
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los números mencionados estarán ligados entre sí mediante la siguien- 
te proporción 


WERF =p 


Haciendo uso de esta proporción, se puede convertir la medida 
radial en medida en grados, y viceversa. la medida en grados a la 
radial. Los ejemplos aducidos más arriba representan un caso parti- 
cular de dicha proporción. He aquí unos ejemplos más. 


El ángulo de 30° y el de + radianes representan un mismo 
ángulo, lo que se deduce de la vatidez de la proporción 30° :360° = 
mn. 
=p: 2n. 
El ángulo de 45% y el de z radianos representan un mismo 


ángulo, lo que se deduce de la validez de la proporción 45° : 360° = 


Fig. 53 


n r i 

=-23:21, El ángulo de 60° y el de radianes representan un 
mismo ángulo, lo que se deduce de la validez de la proporción 
60° : 360° = —: 2n. 

Observación. En lo sucesivo siempre se ompleará sólo la modida 
radial del ángulo. En las designaciones las medidas de un ángulo en 
radianes casi siempre se omite la palabra «radián». Por esta razón, 
en adelante 


— por ángulo n se entiende un ángulo de n radianes, es decir, 
un ángulo cuya medida radial es igual a n radianes: 


—por ángulo ~ se entiende un ángulo de radianes, es decir. 
7 


y 


un ángulo cu medida radial es igual a radianes; 


— por ángulo a (donde a es cierto número fijo) se entiende un 
ángulo de z radianes, es decir, un ángulo cuya medida radial es igual 
a «a radianes: 

— por ángulo (a -+ $) se entieno un ángulo, cuya medida radial 
es igual a (x > f) radianes; 

— por ángulo (a — f) se entiende un ángulo cuya medida radial 
es igual a (æ — f) radianes. 
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Notemos, además, que por las palabras «un ángulo œ tal que 
a p -+ ky, eZ se entiende que a es un ángulo tal que su medida 
radial no es igual al número (PB |- kp), cualquiera que sea el número 
entero k. 

Circunferencia unidad. Supongamos que en un plano se ha intro- 
ducido un sistema rectangular de coordenadas rÔy con el somieje 
positivo de abscisas Ox orientado a la derecha y el semieje positivo 
de ordenadas Oy. hacia arriba. Sea dada una circunferencia cuyo 


(0-1) 


Fig, 54 Fig. 55 


radio es igual a la unidad de medición de longitudes con centro en 
el origen de coordenadas (fig. 54). Tal circunferencia suele llamarse 
circunferencia unidad, 

Tomemos como vértice de cualquier ángulo el origen de coordena- 
das. es decir, el punto O (0, 0). Consideramos como rayo inmóvil 
el semieje positivo de abscisas, es decir, como punto de reforencia 
para cualquier ángulo a. 

Sea dado un ángulo cualquiera æ: es obvio que el rayo móvil OA, 
que prefija este ángulo a, cortará sin falta la circunforencia unidad 
en cierto punto Q (a, b). No es menos evidente que para cualquier 
punto R (e, d) de la circunferencia unidad existe obligatoriamente 
un ángulo f tal. quo el rayo móvil OA, que prefija dicho ángulo f, 
corte la circunferencia unidad precisamente en este punto KR (c, d). 

Determínemos las coordenadas de algunos puntos de la cirein- 
ferencia nnidad. 

Queda claro. ante todo que (fig. 55): el rayo móvil OA, que pre- 
fija el ángulo nulo, corta la circunferencia unidad en o) punto 
M (1; 0); el rayo móvil OA que prefija el ángulo a, corta la cir- 
cunferencia unidad on el punto P (—1: 0); el rayo móvil OA que 


profija el ángulo Ž interseca la circunferencia unidad en el punto 


T (0; 1); el rayo móvil OA que prefija cl ángulo 
la circunferencia unidad eu el punto £ (0, —1). 


AN 
z) interseca 
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Supongamos que el rayo móvil OA, que prefija el ángulo F , corta 


la circunferencia unidad en un punto A (fig. 56). Calculemos las coor- 
denadas de este punto. Tracemos por el punto K una recta paralela al 
eje Oy, y supongamos que corta el eje Ox en el punto K,. Por cuanto 
ambas coordenadas del punto X son positivas, serán iguales, respecti- 
vamente, a las longitudes de los catetos del triángulo rectángulo 


sceles OK,K. Conforme al teoroma de Pitágoras, | OK ĵ = 
10K, |? i- | KK, |°; como |OK, | — | K,K |, obtenemos de aquí que 


10K1=1Kk 4%. Por oso, la ahs: 


sa de] punto K es igual a 


Fig. 56 Fig. 57 
ROS å y2 R P 
la ordenada del punto K e igual al número T Quiere decir, el 
rayo móvil OA que prefija el ángulo + corta la circunforencia 
i ol - (¥2. Yży: 
unidad en el punto K (4:%) . 


Supongamos que el rayo móvil OA, que prefija el ángulo de > 
corta la circunferencia unidad en el punto $ (fig. 57). Calculemos 
las coordenadas de este punto. Tracemos por el punto § una recta 
paralela al eje Oy que corte el eje Oz en el punto S,. Por cuanto ambas 
coordenadas del punto $ son positivas. serán iguales, respectiva- 
mento, a las longitudes de los catetos del triángulo rectángulo OS,S. 
Del enrso de geometría se sabe que en un triángulo rectángulo la longi- 


tud del cateto opuesto al ángulo dez „es igual a la mitad de la longi- 


tud de la hipotenusa. Por consiguiente, | SS, | = E De acuerdo 

con el teorema de Pitágoras, 108S, RP = | OS [è — | SS, |°. De aquí 

tenemos |0S, | = => Por eso la abscisa del punto $ os igual 
Y 


Sea aai el 
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Quiere decir el rayo móvil OA. que prefija el ángulo de E, 


A a o 1 
corta la circunferencia unidad en el punto $ (7 y +). 


Supongamos que el rayo móvil OA, que prefija el ángulo de + 
corta la circunferencia unidad en el punto Z (fig. 58). Calculemos 


Fig. 58 Fig. 59 
las coordenadas de dicho punto. Tracemos por el punto F una recta 
paralela al ejo Oy, que corta el eje Oz en el punto F,. Por cuanto 
ambas coordenadas del punto / son positivas, serán iguales, respecti- 
vamente, a las longitudes de los catetos del triángulo rectángulo. 


Fig. 60 Fig. 61 
Empleando la afirmación enunciada más arriba sobre la longitud 
del cateto opuesto al ángulo de Ž, llogamos a que 108, | = +. 


2 
mas, en este caso, al aplicar el teorema de Pitágoras. encontramos 


que IFF] = LŽ. Por eso. la abscisa del punto F es igual a+, 
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y su ordenada, a 


Quiere decir, el rayo móviLO4 que pretija el ángulo de 7 corta 


i F t Y3 
la circunferencia unidad on el punto F (y, ES). 


Supongamos que el rayo móvil OA. que prefija el ángulo a, corta 
la circunferencia unidad en cierto punto Q (a, b). En este caso es 
fácil ver la validez de las siguientes afirmaciones: 

1. El rayo móvil OA. que prefija el ángulo (a + 2n), corta la 
circunferencia unidad en el mismo punto Q (a, b) (fig. 59). 


Fig. 62 Fig. 63 


2. El rayo móvil OA que prefija el ángulo (a — 21) corta la cir- 
cunferencia unidad en el mismo punto Q (a. b) (fig. 60). 

3. El rayo móvil que prefija el ángulo (æ > n) corta la circunferencia 
unidad en el punto Q, (—a, —b), simétrico al punto Q (a, b) con rela- 
ción al origen de coordenadas, es decir, al punto O (0, 0) (fig. 61). 

4. El rayo móvil que prefija el ángulo (—a) corta la circunferencia 
unidad en un punto Q, (a, —b), simétrico al punto Q (a, b) respecto del 
eje Ox (tig. 62). 

5. El rayo móvil que prefija el ángulo (n —a) corta la circun- 
ferencia unidad en un punto Q, (—a, b), simétrico al punto Q (a, b) 
respecto al eje Oy (fig. 63). 


$ 2. Seno y coseno de un ángulo 


Sea introducido en un plano el sistema rectangular de coordenadas 
Wy con el semieje positivo de abscisas Ox orientado a la derecha y el 
semieje positivo de ordenadas Oy, orientado hacia arriba (fig. 64). 
Sea dada, además una circunferencia unidad. 

Elijamos como vértice de cualquier ángulo el origen de coordena- 
das, es docir, el punto O (0, 0). El semieje positivo de abscisas se 
considera como el rayo inmóvil OB, os decir, como el punto de refe- 
rencia en la medición de cualquier ángulo æ. 


218 


Supongamos que el punto Af es un punto común del rayo inmóvil 
OB y de la circunferencia unidad. Entonces, una parte del rayo 
inmóvil OB, a saber, el segmento OM se denominará radio unidad 


inmóvil, o bien punto de rofe- 
rencia de los ángulos. 

Supongamos que el rayo 
móvil OA coincide con el in- 
móvil OB sin realizar ningu- 
na vuelta, Denotemos con N 
el punto del rayo móvil QA 
que conincide con ol punto M 
del rayo inmóvil OB. Enton- 
ces, una parte del rayo móvil 
OA, es decir, el segmento ON 
se denominará radio unidad 
móvil, y el punto N, extremo 
del radio unidad móvil. 

Si el rayo móvil OA rea- 
liza cierto giro, entonces jun- 
to con él realizará también 


Fig. 64 


el mismo giro el radio unidad móvil ON. Por eso se puede conside- 
rar que el ángulo a lo prefija no sólo el rayo móvil OA, sino tam- 
bién el radio unidad móvil ON. 

Convengamos en decir en lo sucesivo: el radio unidad móvil ON 
prefija un ángulo «a, sobreentendiendo por ello que el rayo móvil 


"| 


Pig. 65 


correspondiente OA prefija el mis- 
mo ángulo œ. 

Supongamos que el extremo del 
radio unidad móvil ON, que pro- 
fija el ángulo a. coincide con el 
punto Q (a. b) de la circunferoncia 
unidad; entonces, coordenadas 
del punto Q se llamarán coordena- 
das del extremo del radio unidad 
móvil que profija el ángulo a 
y se notará: N (a, b). 

Seno de un ángulo. Sea dado 
un ángulo cualquiera œ. El nú- 
mero igual a la ordonada del ex- 
tremo del radio unidad móvil que 
prefija dicho ángulo a leva el nom- 


bre de seno del ángulo æ y se designa seu æ (fig. 65). 
De la definición proviene que para cualquier ángulo æ existe el 
seno de este ángulo y, además, único. 


Ejemplos. 


La ordenada del extremo del radio unidad móvil, que prefija 


el ángulo nulo, es igual a cero (fig. 66), por consiguiente, sen Ô 


La ordenada del extremo del radio unidad móvil que prefija el 
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ángulo q es igual a cero (véase la fig. 66). Por consiguiente, sen n = 0, 
La ordenada del extremo del radio unidad móvil que prefija el 


ángulo de pa es igual a la unidad (fig. 67), por consiguiente sen 5 Le 
da de) extremo del radio unidad móvil que prefija el 
) es igual a(— 5) (véase la fig. 67), por consiguiente, 


La orden 


ángulo ( 


Mead 


10,1) 
Fig. 66 Fig. 67 
sen (l-4) =-1, 
La ordenada del extremo del radio unidad móvil, que profija el 


ángulo de > os igual a 5 (fig. 68), por consiguiente, sen E = 4 g 


Fig. 68 Fig. 69 

La ordenada del extremo del radio unidad móvil, que prefija el 
j E c KE qe a i A 
ángulo de T ,esigual a nues (fig. 69), por consiguiente, sen i = Y . 


La ordenada del extremo del radio unidad móvil, que prefija el 
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i Tog EP 7 i 
ángulo de ES esigual a ya (fig. 70), por consiguiente, sen E ES n 

Demos a conocer algunas propiedades del seno de un ángulo. Por 
cuanto, para cualquier ángulo æ, la ordenada del extremo del radio 
unidad móvil, que prefija dicho ángulo æ, no puede ser menor de 
(—1) y mayor de 1, encontrándose encerrada entre los valores adu- 


Ma,bl 


A E 


Fig. 70 Fig. 71 


cidos, incluidos (—1) y 1, entonces, cualquiera que sea el ángulo a, 
so verifica la desigualdad doble —1 < sen a < 1. 

Supongamos que la ordenada del extremo del radio unidad móvil, 
que prefija el ángulo a, es el número b, entonces, según lo expuesto 
más arriba, la ordenada del extremo del radio unidad móvil, que 
profija el ángulo (—a), será el número (—b) (fig. 71). Por eso, para 
cualquier ángulo œ se verifica la igualdad 

sen (—a) = —sen %. 

Esta propiedad del seno de un ángulo puede enunciarse así: el 
signo monos puede sacarse del signo del seno o introducirse bajo el 
signo del seno, es decir: 


sen (—a) = —sen u = sen (—a). 


Ejemplos. 


Según lo indicado anteriormente, la ordenada del extremo del 
radio unidad, que prefija el ángulo a, es igual a la ordenada del 
extremo del radio unidad que prefija el ángulo (1 — a) (lig. 72). 
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Por eso, para cualquier ángulo æ se verifica la igualdad 


sen (1 — a) = sen a. 


ee 
e am E E. E z 
Ejemplos. sen 4 sson (a— z ) =n z=; 
n e, E 
ba n (a T ) = son (3 j 
BE- S 43 
sen = =seu (a y=. 


Supongamos que la ordenada del extremo del radio unidad móvil, 
que profija el ángulo æ. es el número b, entonces, según lo expuesto 


4 y 


Ni-a. i Nay) 7 


p OT MID) T 


NE) 


Fig, 72 Fig. 73 


más arriba, la ordenada del extremo del radio unidad móvil, que 
prelíja el ángulo (n — 22), será el número (—6) (fig. 73). Por eso, para 
cualquier ángulo œ se verifica la igualdad 


sen (a + 4) = —sen %. 
Ejemplos. sen32 sen (a+) = —<on < 2, 
son t= swn (144) = — sen E 5 
sen M sen (14 +)= sen 2 CE 


Según lo indicado más arriba, la ordenada del extremo del radio 
unidad móvil, que prefija el ángulo œ, es igual a la ordenada del 
extremo del radio unidad móvil que prefija el ángulo {æ + 27) e igual 
a la ordenada del extremo del radio unidad móvil que prefija el ángn- 
lo (x — 21). Por eso, para cualquier ángulo a se verifican las siguien- 
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tes igualdades: 
sen a = sen (a + 2a), 


sen g= sen (x — 21), 
Haciendo uso de estas igualdades y aplicando el método de inducción 


matemática, se puede mostrar que para cualquier número entero n 
y todo ángulo « se vorifican las igualdades 


sen œ = sen (a + 2an) = son (a — 2an). 


Esta propiedad del seno de un ángulo puede enunciarso así: el seno 
de cualquier ángulo « se repite. al variar el ángulo en la magnitud de 
2an, donde n es un número entero cualquiera. 


Ejemplos. 


Sea dado un número ß € (0, n). nos un ángulo cuya 
medida radial es el número B. Èl extremo del radio unidad móvil, 
que prefija dicho ángulo. coincide con cierto punto de la circun- 
ferencia unidad dispuesto en e) primero o en el segundo cuadrantes. 
o bien en el semieje positivo do ordenadas. Por eso, la ordenada del 
extremo del radio unidad móvil, que prefija el ángulo mencionado. 
es positiva, con otras palabras. el seno de esto ángulo es positivo. 

Tomando en consideración que sen B — sen (P -> 21m) para cual- 
quier número entero n, se puede afirmar que sen œ es positivo para 
cualquier ángulo a tal. que su medida radial (el número 9) pertenece, 
para cierto n entero, al intervalo correspondiente (2an. n + 2an). 
En la recta numérica (fig. 74) so muestran tales intervalos, que para 
cada número æ, perteneciente a cualquiera de estos intervalos, sen % 
es «positivo. 

De modo análogo se muestra que es también válida la siguiente 
afirmación: sen æ es negativo para cualquier ángulo æ tal, que su 


medida radial (el número a) pertenece, con cierto z entero, al inter- 
valo (a + 2an; 2n -- 2an). En la recta numérica (fig. 75) están mos- 
trados tales intervalos, que para cada número a, pertenciente a cual- 
quiera de ellos. sen æ es negativo. y 

En fin, teniendo presento que sen a = sen (a + 21m) para todo 
número n entero y que sen Ô = sen 7 = 0, resulta que sen a es igual 


Fig. 74 


a cero para cualquier ángulo a tal, que su medida radial (el número æ) 
s igual al número am, siendo m entero. En la recta numérica 
(Sig. 76) so muestran aquellos números æ, para cada uno de los cuales 
sen æ es igual a cero. 


Arco seno de un número. Surge con frecuencia el problema on 
el que se roquiere hallar, para cualquier número real a, tal ángulo « 
que el seno de ésto sca igual al número a. 


m2? mA m0 > nl al mð 


-2 -4 0 EJ 28 dd g 


Fig. 76 

Observemos que si «œ> 1 y si a < —1, entonces este problema 
no Lieno solución, pues, por definición de seno de un ángulo, no existe 
tal ángulo cuyo seno sea mayor del 1, o menor que (—1). 

En cambio, si a €[—4; 1], se puede mostrar que existe una 
intinidad de ángulos tales, que el seno de cada uno de ellos es igual 
al número a. En electo, la recta y — a (a € l-14, 1)) corta la cir- 
cuulerencia unidad o bien en dos puntos (fig. 77) o bien en un solo 
punto (fig. 78). Mas, según lo expuesto más arriba, para todo punlo 
de este tipo en la circunferencia unidad existe um ángulo q tal. que el 
seno de dicho ángulo es igual a la ordenada del punto citado, es decir, 
igual a a. Ahora, de acuerdo con la propiedad del seno tenemos 


sen a = sen (a -+ 21m) 
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para cualquier ángulo æ y para lodo número entero n. Por eso, el 
seno del ángulo (œ + 2an) es igual al número a, cualquiera que sea 
el número entero n. 
Se ha convenido en lo siguiente: el ángulo cuyo seno es igual al 
na + 
número a y que forma parle del segmento [- zah recibe el 


nombre de ángulo principal y se designa arcsen a (se lee: arco seno del 


(Ez 0) 


DAA 
A 


Fig. 77 Fig. 78 


número a). De este modo, por definición, arcsen æ es el ángulo que 
satisface simultáneamente dos condiciones: 


= +< arcsen as » sen (arcsen a) =a. 


Es fácil ver que para cualquier número a € [—1; 1] el arco seno de 
este número existe y es, además, único. Para todo número a € 
€ (—00, —41) U (1, +00) el arco seno de él no existe. 


z 
sena = 0; está claro que éste es un ángulo cero, por consiguiente, 


Ejemplos. 1. arcsenÚ es un ángulo œ tal, que — sasi y 


arcsen 0 = 0, 


2. arsen 1 es un ángulo a tal, que << 


y sena= 1; 


está claro que éste es el ángulo + (véase la fig, 78), por consi- 
guiente 
arcsen 1=- 
7- 


3. arcsen (—4) es un ángulo œ tal, qe—<a< y 


sena =—4; está claro que éste es el ángule (-E) (véaso la 
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fig. 78), por consiguiente, 
arcsen (— 1) = -5 


4, aresen = es un ángulo œ lal, que r E y sena = 


=- i está claro que éste es el ángulo E, por consiguiente. 


arcsen += - 

5. aresen (-%) es un ángulo œ tal, que ses y 
sen a= — está claro que éste es el ángulo ( -+ , por con- 
siguiente, a 

aresen (44) =P. 


6. aresen L es un ángulo æ tal, que ss y sena = 


p n i n PP. 
-~ E: esti claro que éste es el ángulo--, por consiguiente, 


arosen p T> 

Indiquemos algunas propiedades del arco seno de un número, que 
se desprenden de su definición. Para todo número a, mayor que 1, 
y también para todo número a menor que (—1), Ja notación arcsen a 
está privada de sentido. Por ejemplo, no tienen sentido las notaciones 


arcsen 2, arcsen(—3), arcsen (—V 5), 


arcsen n, aresen (— 3x1), aresen y 


Para cualquier número a € l—4; 1) se verifica la siguiente desi- 
gualdad doble 
— Te arcsen aL. 
Para todo número a € [—4; 1] es válida la igualdad 
sen (arcsen a) = a. 
HF] es válida la igualdad 
aresen (sen a) =œ. 


. n 
Para todo número a € [-+ 


Ejemplos. 1. Calcúlese sen (srcsen +). Por cuanto €l—1, Un 


entonces sen (areson 4) os 


226 


2, Calcúlese aresen (sen V3). Por cuanto vz € [-4 ë 
+) , entonces arcsen (sen VEa=VZ3. 


4 ahisi Ba 13a n n] 
3. Calcúlese arcsen (sen ==). Por cuanto #5 ce[-4 3]. 


6 


n (sen H) Ta . No obstante, 


no podemos escribir que are. 


es fácil ver que sen a =sen (21 + +) =sen + Por eso, 
13n) ES ES no” 

arcsen (sen +4) =arcsen (sen +) . Por cuanto € [-+ Ep 

entonces arcsen (sen +)=+ Así pues, aresen (sen =i. 


4. Calcúlese arcsen [sen(—5)]. Es fócil ver que sen (—5)= 
= sen (2n — 5) y (21—5) € [ - + , 4] . Porosoarcsea [sen (—5)] = 
arcsen [sen (2x — 5)] = 2a — 5. Así pues, arcsen [sen (—5)} == 
= 2x1 — 5. Por fin, demos a conocer una propiedad más del arco 


seno del número a: para cualquier número a € [--4; 4] se verifica 
la igualdad 


aresen (—a)= —aresen a. 


Efectivamente, por definición, aresen a=«, con la particula- 
ridad de que sen a=a y ac[ -F + +] , Arcsen (—4)=$, con 


la particularidad de que scu ĝp= —a y pe[- + , +). 


De aquí se hace evidente que $ = —g, es decir, 
aresen (—a) = —arcsen a. 
Ejemplos. 
4 
1. arcsen ( +) = —arcsen 
2. arcsen ( A —arcsen 
3. arcsen (-4)- —aresen A. + 


Coseno de un ángulo. Sca dado un ángulo æ cualquiera. El núme- 
ro igual a la abscisa del radio unidad movil, que prefija dicho ángulo 
æ, se denomina coseno del ángulo a y so designa cos « (fig. 79). 

De la definición se deduce que para cualquier ángulo œ existo el 
coseno de este ángulo y es, además, único. 

La abscisa del extremo del radio unidad móvil, que prefija el 


ángulo —, os igual a cero (véase la fig. 67). por consiguiente, 
7 1 g 


x 
cos -y =0. 
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La abscisa del extremo del radio unidad móvil, que prefija el 


ángulo (3) os igual a cero (véase la fig. 67), por consiguiente, 
cos (—5)-0. 

La abscisa del extremo del radio unidad móvil, que prefija el 
ángulo nulo, os igual a la unidad (véase la fig. 66), por consiguiente 
cos 0 = 1 

La abscisa de los extremos del radio unidad móvil, que prefija el 
el ángulo a. es igual a (—1) (véase la fig. 66), por consiguiente, 
cosa = —l. 

La abscisa del extremo del radio unidad móvil, que prefija el 


73 
angulo -© , es igual a LE (véase la fig. 68), por consiguiente, 


La abscisa del extremo del radio unidad móvil, que prefija el 
par 
ángulo Pes igual at? (véase la fig. 69), por consiguiente, 
cos =V 
s ==. 

La abscisa del extremo del 
radio unidad móvil, que prefija 
el ángulo + es igual a+ 
(véase la fig. 70), por consi- 

a 30 i 
guiente, cos ==. 

He aquí algunas propiedades 
del coseno de un ángulo. 

Por cuanto para cualquier 
ángulo œ la abscisa del extre- 
mo del radio unidad móvil, que 
prefija el ángulo a, no puede ser 
menor que (—1) y mayor que 1, 
encontrándose encerrada entro 
dichos valores, incluidos (—1) y 1, entonces para todo ángulo au se 
verifica la siguiente desigualdad doble 


—1 < cos a < 1. 


Según lo mostrado anteriormente, la abscisa correspondiente al 
extremo del radio unidad móvil, que prefija el ángulo a, es igual a la 
abscisa del extremo del radio unidad móvil que prefija el ángulo (—a). 
Por oso, para todo ángulo a se verifica la igualdad 


Fig. 79 


cos (—a) = cos œ. 


Esta propiedad del coseno de un ángulo puede enunciarse así: el 
signo delante de un ángulo que está bajo ol signo del coseno se puede 
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cambiar sin variar el valor del coseno del ángulo, es decir, 
cos (—a) — cos a = cos (—a). 


Supongamos que la abscisa correspondiente al extremo del radio 
unidad móvil, que prefija un ángulo œ, es el número a; entonces, de 
acuerdo com lo mostrado anteriormente, la abscisa del extremo del 
radio unidad móvil, quo prefija el ángulo (1— %), es el número (—a) 


(véase la 72). Por eso, para todo ángulo œ 
se verifica la igualdad 
cos (n — 4) = —cos U. 
a 3n > a 
Ejemplos. cos -y = cos {x - ) 


q 
4 
cos $e = cos (n=) 


=cos (1—5) 


Sea el número a la abscisa correspondiente al extremo del vector 
unidad móvil que prefija el ángulo a; entonces, según lo mostrado 
anteriormente, la abscisa del extremo del radio unidad móvil, que 
prefija el ángulo (a -+ æ), es el número (—a) (véase la fig. 73). Por 
eso, para cualquier ángulo æ se verifica la igualdad 


cos (a + a) = —cos a. 
Ejemplos. cos E = cos (a+) —oos F= 
cos de =cos (a+ > )= cos 
cos Ecos (a+) = —ws= +. 


Como se ha indicado más arriba, la abscisa del extremo del radio 
unidad móvil, que prefija un ángulo a, es igual a la abscisa del 
extremo del radio unidad móvil que prefija el ángulo (u + 21) y es 
igual a la abscisa del extremo del radio unidad móvil que prefija 
el ángulo (ua — 2x). Por eso, para enalquier ángulo a se verifican 
las igualdades 

cosa — cos (a + 21), 


cos a = cos (g — 21). 
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Haciendo uso de estas igualdados y aplicando el método de inducción 
matemática, podemos mostrar que para todo número entero n y para 
cualquier ángulo æ se verifican las igualdades 


cos œ == cos (a + 2an) = cos (x— 21m). 


Esta propiedad del coseno puede enunciarse así: el coseno de cual- 
quier ángulo « se repite, al cambiar el ángulo en la magnitud de 21m, 
donde » es un número entero cualquiera. 


Ejemplos. cos 


cos = 
cos 
cos 


5n 
cos = 


Sea dado un número $ € —5 3) Examinemos un ángulo 
cuya medida radial es el número f. El extremo del radio unidad 


Fig. 80 


móvil que prefija este ángulo coincide con cierto punto de la cir- 
cunferenciafunidad dispuesto o bion en el cuadrante I o bien on el 
cuadrante IV, o bien en el semieje positivo de abscisas. Por eso, la 
abscisa correspondiente al extremo del radio unidad móvil, que 
prefija el ángulo dado, es positiva. Con otras palabras, el coseno de 
este ángulo es posilivo. Teniendo presente que cos $ = cos (B + 2an) 
para cualquier número a positivo, podemos afirmar que cos œ es posi- 
tivo para todo ángulo a tal, que la medida radial de ésto (01 número a) 
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pertenece, para cierto n entero, al intervalo (- 32m ¿+ 2an). 


En la recta numérica (fig. 80) se muestran los intervalos de tal género, 
que para todo número a, perteneciente a cualquiera de ellos, cos œ 
es positivo. 

Análogamente se muestra que cos y es negativo para cualquier 
ángulo y tal, que la medida radial de ésto (el número y) pertenece, 


mn n=0 des 
A E E EC 
-Y -4-3 0 a Yak aye 
Fig. SL 
con cierto n entero, al intervalo ($ -+ 2mm. E + 2an). En la 


recta numérica (fig. 81) se muestran los intervalos «de tal género, 
que para todo ángulo y, perteneciente a cualquiera de ellos, cos y 
es negativo. 

Por fin, tomando en consideración que cos æ = cos (2 -+ 21m) para 


todo n entero y que cos $ =0cos ( — +) =0. resulta que cosa es 


ad 1=0 nat 
-i2 ale iafe 7 
Fig. 82 


igual a cero para cualquior ángulo « tal, que la medida radial de 
éste (el número a) es igual, con cierto n entero, al número 


(m+). En la recta numérica (fig. 82) se muestran tales 


números a, que para cada uno de ellos cosa es igual a cero. 

Arco coseno de un número. Surge con frecuencia el problema 
en el que se requiere hallar, para cualquier número real a, tal ángulo a 
que el coseno de éste es igual al número a. 

Notemos aquí mismo que si a > 1, y también si a < —1, este 
problema no tiene solución, puesto que, por definición de coseno 
de un ángulo, no existe un ángulo, cuyo coseno sea mayor que ¿lA 
o menor que (—1). 

En cambio, si a € [—1; 1), podemos mostrar que e. 
nidad de tales ángulos que el coseno de cada uno ile 
al número a. 

En efecto, la recta z = a interseca, para a € l—1; 1], la circun- 
ferencia unidad o bien en dos puntos (fig. 83), o bicn en un punto 
(fig. 84). Mas, según lo expuesto anteriormente, para cada tal punto 


te una infi- 
allos es igual 
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existe un ángulo æ tal, que el coseno de él es igual a la abscisa del 
punto cilado, es decir, igual a a. Ahora, de acuerdo con la propiedad 
del coseno, 
cos œ = cos (a + 27n) 

para cualquier ángulo & y cualquier número n entero. Por eso, para 
cualquier número entero n el coseno del ángulo (2 + 21m) es igual 
al número a. 

Se ha convonido en lo siguiente: el ángulo cuyo coseno es igual 
al número a y que forma parte del segmento [0, x recibe el nombre de 


Fig. 83 Fig. 84 


ángulo principal y se designa arccos a (se lee: arco coseno del núme- 
ro a). De este modo, por definición, arccos! a es un ángulo que satisfa- 
ce simnltáncamente dos condiciones: 
0<arccosa< a, cos (arccos a) = a. 

Es fácil ver que para cualquier número a € [—1, 1] el arco coseno 
de este número existe y es, además, único. Para todo número a € 
€ (—o, —1) U (1, +00) el arco coseno de éste no existe. 

Ejemplos. 1. arccos 1 es un ángulo a tal, que (Ú<a<a, 
y cos a = 1. Es obvio que éste es un ángulo celo (vias la fig. 84), 
por consiguiente, arccos 1 = 0. 

2. arccos O es un ángulo æ tal, que 0 <a < mn, y cos a = 0. Es 
obvio que éste es el ángulo pa y. por consiguiente, arccos O 

3. arccos (—1) es un ángulo a tal, quc 0 L a <a, y vos a = 1: 
Es obvio que éste es el ángulo x (véase la fig. 84) y, por consiguiente 
arccos (—A) == m. 
es un ángulo a tal, que O<a<a, y cosa = 


A. arccos 
4. arccos 7 


A r r n Se 
Está claro que éste es el ángulo = Y, por consiguiente, arccos 


£ 
2 


5 2 e 
5. arccos VŽ es un ángulo a tal, que 0<a<a, y cosa 


2 
Está claro que éste es el ángulo = y. por consiguiento, 
q FE i g 
V3_. 
arccos ==. 
y3 A 3 
6. arccos 5 es un ángulo a lal, que OLan, y cosa= he 


Demos a conocer algunas propiedades del arco coseno de un 
número, que se deducen de su definición. 

Para cualquier número a inferior a (—1) y lambién para cualquier 
número a superior a 1, la notación arccos a está privada do sentido. 
Por ejemplo, no tienen sentido las notaciones 


arccos 


5 
arccos ( -+) y ANCCOS TE 


arccos ( — $5) , arccos yx, arccos ( — 4) 
Para cualquier número a € [—1; 1] es válida la desigualdad doble 
0 < arccos a <a. 
Para cualquier número a € [—4; 1] es válida la igualdad 
cos (arccos a) = a. 
Para cualquier ángulo æ € [0; a] os válida la igualdad 
arccos (cos a) = a. 


Ejemplos. 1. Calcúlese cos (arecos 0). Por cuanto 0 € Lt; 1), 
se tiene cos (arccos 0) = 0. 


2. Caloúlese cos (arecos 7). Por cuanto 1 €{—1; 1), se tiene 


(arccos +) 

3. Calcúleso arccos (cos 1). Por cuanto REIO, a, J se tiene 
arccos (cos a) =V m. 

4. Calcúlese arccos [cos (—6)]. Por cuanto (—6) € 10, 2], entonces 
no se puede escribir que arccos [cos (—6)] = —6. No obstante, es 
fácil ver que cos (—6) = cos (21 — 6) y (21 — 6) € 10, al. Por eso, 
arccos [cos (—6)] = arccos [cos (21 — 6)1 = 2n — 6. 

Por fin, indiquemos una propiedad más del arco coseno de un 
número: para todo número a € [—4; 1] se verifica la igualdad 


arccos (—a) = n — arccos a. 
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En efecto, por definición, 
arccos a = œ, con la particularidad de que cos æ = a y a € (0, x], 
arccos (—a) = f, con la particularidad de que cos p = —a y 
b € [0, al. 
De aquí se ve que f = n — g, es decir, arccos (—4) = n — arccos a. 
Ejemplos. 


4 in 0 a_n 
i arecos ( —) = a — arccos z=1-5 

2, arccos ( Lf) =a arccos Boa Z 3 A 
3. arccos 4 a—arccos A +. 


$ 3. Tangente y cotangente de un ángulo 
Tangente de un ángulo, Sea dado un ángulo cualquiera a tal, 
que a + 7 + ak, k € Z. Se denomina tangente de dicho ángulo œ 


un número igual a la razón entre el seno del ángulo a y el coseno 
del mismo y se designa lg a, es decir, 


De la definición se deduce que para cualquier ángulo a tal, que a +4 
+ 3 + ak, k € Z, la tangente de este ángulo & existe y es, además, 
única. 


Ejemplos. tg0= = 


Demos a conocer algunas propiedades de la tangente de un ángulo. 
Para cualquier ángulo æ tal, que at tak, kEz, se verifica 
la igualdad 


tg (—a) = —tg a. 
En electo, para cualquier ángulo œ se verifican las igualdades 
sen (—4) = —sen œ y cos (—a) = cos «, por lo cual para cualquier 


ángulo a tal, que a + = + ak, k € Z, tendremos, de acuerdo con 
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la definición de tangente: 


—_Sm(—a)_ —sema sema 
te (a= 0 =3 cos a eng 7'8 


Esta propiedad de la tangente puede enunciarse así: para todo ángulo 
a tal, que a + + nk, k €Z, el signo menos puede sacarse del 
signo de la tangente o introducirse bajo el signo de la tangente, es 
decir, si œ +5 + nk, k €Z, entonces 


tg (—a) = —tg a = tg (—a). 
Ejemplos. tg ( +) =-te E =i 
n E 3 
6(-5)=-6+ 


tg (-4)= tg F=-V3, 


Haciendo uso de las propiedades del seno y del coseno de un 
ángulo, podemos mostrar que para todo ángulo « tal, que a 5£ 
#5 + ak, kEZ, se verilican Jas igualdades 

tga = tg (ua + 1) = tg (x — a). 


En efecto, para todo ángulo de esta índole resultan lícitas las cadenas 
de igualdades 


eros (ada)_ —sena_ sena 
tg(0+1)= cos(x+n)  —=cosa cosa — 18% 
tg (a—a) = GD sema ús, 


cos (4—1) 


Ejemplos. tg E tg (1+3) =tg + 


tg Sx =tg (x 


2 
t =ig (a ty fa 


Aprovechando las igualdades 
tg a = tg (a + x) = tg (a — 1) 


y aplicando el método de inducción matemática, se puode mostrar 
que para todo número entero z y para cualquier ángulo « tal, que 
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a 


ela 


lan, n€Z, se verifican las igualdades 

tga = tg (a + xn) = tg (a — an). 
Esta propiedad de la tangente de un ángulo puede enunciarse así: 
la tangente de cualquier ángulo æ tal, que a = 3 an, nel, 


se repite al cambiar el áugulo en magnitud de an, donde n es un núme- 
ro entero cualquiera. 


Ejemplos. lg iir =0 ( - + 2a) =lg = 


(42) 08 ($-a) 


Para cualquier ángulo œ cuyos seno y coseno son de un mismo 
signo, la tangente del ángulo æ es posiliva, es decir, tg « es positiva 


nað, A 


Fig. 85 


para todo ángulo œ que se prefija por el radio unidad móvil, cuyo 
extremo coincide con un punto de la circunferencia unidad dispuesto 


en los cuadrantes F ó FU (es decir, para todo número « que inter- 
viene como medida radial del ángulo correspondiente œ, pertenecien- 
te, para cierto n entero, al intervalo ( an, 3 + an) ) En la recta 
numérica (fig. 85) los intervalos que se muestran son tales que para 
todo número a, perleneciente a cualquiera de ellos, tg æ es positiva. 
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Para cualquier ángulo a, cuyos seno y coseno son de signos 
opuestos, la tangente del ángulo a es negativa, es decir, tg a es nega- 
tiva para cualquier ángulo «a que se prefija por el radio unidad móvil 
cuyo extremo coincide con un punto de la circunferencia unidad 


dispuesto en los cuadrantes II ó TV (es decir, para cualquier número a 
que interviene como medida radial del ángulo correspondiente œ, 
perteneciente, para cierto n entero, al intervalo ( — +a, an) ) 


n=-2  n=4 nð n=} n2 nð 
US En E4 z 
-4 e -A 0 4 a Ela EE sx 


Vig. 86 


En la recta numérica (fig. 86) están expuestos tales intervalos que 
para todo número a, perteneciente a cualquiera de ellos, tg œ os noga- 
tiva. 

Para cualquier ángulo a, cuyo seno es igual a cero, la tangente 
del ángulo a es también nula, es decir, tg a = 0 para todo ángulo a 
prefijado por el radio unidad móvil cuyo extremo coincide o bien 
con el punto M (1; 0) o bien con el punto P (—1; 0) (es decir, para 
cualquier número a que interviene como medida radial del ángulo 
correspondiente œ, igual, para cierto n entero, al número an). En la 
recta numérica (fig. 76) se indican los números a, para cada uuo de 
los cuales tg a es igual a cero. 

La definición de tangente de un ángulo, aducida más arriba, puede 
ser enunciada así: 

sea dado (fig. 87) un ángulo cualquiera œ tal, que % +5 + nn, 


n €Z, y supongamos que el extremo del radio unidad móvil, que 
prefija dicho ángulo «, es el punto N (a, b) (con la particularidad 


de que a 0 a consecuencia de que a 3 ž + nn, n € 2); se denomi- 
na tangente del ángulo citado el númoro igual a la razón de la orde- 
nada del punto N a la abscisa del mismo punto N. es decir, 
b 
tga=-=p. 


Es fácil ver (fig. 87) que la recta que pasa por el origen de coorde- 
nadas y el punto N (a, b) corta la recta 2 = 1 en el punto K (a, 2. 


Con otras palabras, la recta que pasa por el origen de coordenadas y 
el extremo del radio unidad móvil, que prefija el ángulo œ 


( o +3 +1mm,nez ) + corta la recta z = 1 en el punto K (1, tg a). 
Por eso la recta x = 1 se llama a menudo línea de las tangentes. 
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Arco tangente de un número. Surge con [recuencia el problema 
en el que se requiere hallar, para cualquier número real k, un ángulo 
a tal, que su tangente sea igual al número citado k. 

Se puede mostrar que existe una infinidad de ángulos tales, 
que Ja tangente de cada uno de ellos es igual a k. Efectivamente, en 


Fig. 87 Fig. 88 


la fig. 88 se ve que la recta que pasa por el origen de coordenadas y el 
punto C (f; k), dispuesto en la línea de tangente, interseca la cir- 
cunferencia unidad en dos puntos: 
( 1 k ) š ( =i =i 
Vip’ yr INTER? VE 
cado más arriba, para cada uno de estos puntos de la circunferencia 
unidad existe un ángulo « tal, que la tangente de dicho ángulo es 
igual a la razón de la ordenada de este punto a la abscisa del mismo, 
es decir, a k. Ahora, de acuerdo con la propiedad de la tangente 
tenemos 


p- Poro, según lo indi- 


tga = tg (a + al), 


para cualquier ángulo « tal, que a 4 ES + am, m € Z, y para todo 
número entero l. Por oso, para todo número entero 1 la tangente del 
ángulo (œ -+ 7l) es igual al número ķ. Se ha convenido en lo siguien- 
te: el ángulo cuya tangente es igual al número Æ y que pertenece al 
intervalo (- pa 3) recibe el nombre de ángulo principal y se 
designa arctg k (se lee arco tangente dol número X). 

De este modo, por definición, arctg k es un ángulo que satisface 
simultáneamente dos condiciones: 


—F<artgk <a tg (arctg k) = k. 
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Es fácil ver que para cualquier número real k existe el arco tan- 
gente de este número y es, además, único. 
n 


Ejemplos. 1. arctg0 es un ángulo æ tal, que — q << + 
y tga=0, Está claro que éste es el ángulo nulo, por consiguiente, 
arctg0=0. 

2. arctg 1 es un ángulo a tal, que —F<a< y tga=1, 
Está claro que éste es cl ángulo -y y por consiguiente arctgl=H, 

3. arctg V 3 es un ángulo æ tal, que—F <a y tg a= 
=V3. Está claro que éste es el ángulo E. Por consiguiente 

a 


arctg V3= + A 


135 
4. arctg r es ua ángulo a tal, que -4 <a y tga= 


3 + Está claro que éste es el ángulo FP. Por consiguiente, 


arctg Haz, 
5. arctg (—1) es un ángulo a lal, que -4 << y tga= 


= —1. Está claro que éste es el ángulo (-%). Por consiguien- 


te, arctg (—1) = (-Z). 

Demos a concocer algunas propiedades dol arco tangente de un 
número, que se deducen de su definición. 

Para cualquier número real Æ se verifica la siguiente desigualdad 
doble: 

-4 <arctgk <p. 
Para cualquier número real Æ se verifica la igualdad 
tg (arctg $) = k. 


Para cualquier ángulo a € ( -4 5 +) se verifica la igualdad 
arctg (tg a) = a. 
Ejemplos. 1. Calcúlese tg (arctg 10). Obtenemos lg (arctg 10) = 
= 10. 
2. Calcúlese arctg (te +) . Por cuanto $e ( + +) ” 


entonces arctg (e 3) =%. 


3. Caloílese arctg (tg 3n). Por cuanto 314 ( — $ , Æ) enton- 
ces no se puede escribir arctg (tg 37) = 3x. No obstante, tg 3n = 


= tg 0. Por consiguiente, arctg (tg 3n) = arctg (lg 0) = 0. 

4. Calcúlese arctg (tg10). Por cuanto 106 (E 3). 
entonces no se puede escribir arctg (tg10)=10. No obstante 
tg10=tg (10—37). Por cuanto (1030 E ($. +). resulta 


2 
arctg (tg 10) — arctg tg (10 — 3x)} = 10— 
Por fin, indiquemos una propiedad más del arco tangente de un 
número: para cualquier número real k se verifica la igualdad 


arctg (—k) = —arctg k. 


En ofecto, por definición, 


arctg k==a, con la particularidad de que tga =k y € ( -+ 3) , 


arctg (—k)=f, con la particularidad de que tgĝ= —k y PE 


aon 
dl-+ +) 
de aquí es evidente que f = —a, es decir, 
arctg (—k) = —arctg k. 
Ejemplos. 
4. arctg (—1)= —arctg1= -5 


2. arctig (—V 3) = —arctg V3 


3. arctg (E 5 = 


Cotangente de un ángulo, Sea dado un ángulo cualquiera «œ tal, 
que a 3£ nm, m € Z. Se denomina cotangente del ángulo a el número 
igual a la razón entre el coseno de este ángulo a y el seno del mismo 
y se designa ctg a, es decir, 

cosa 

sena * 


ctga = 


De la definición se desprende que para cualquier ángulo a tal, que 
a + am, m € Z, la cotangente de dicho ángulo œ existe y, además, es 
única. 


Ejemplos. 
eE TE 
G ag 0 E 2 0 
ce —=G=0, e (—-<F)= 2 =0, 
sn 


Demos a conocer algunas de las propiedades do la cotangente de 
un ángulo. 
Para cualquier ángulo a tal, que a s nm, m € Z, se verifica la 
igualdad 
ctg (—a) = —ctg æ. 


Efectivamente, para todo ángulo de este género os válida la cadena 
de igualdados 
cos(—9)_ cosa coso 


MO a BA 


Esta propiedad de la cotangente de un ángulo puede onunciarso así: 
para cualquier ángulo a tal, que a 4 am, m € Z, el signo menos puede 
sacarse del signo de la cotangente o introducirse bajo el mismo, es 
decir, si 4 4 nm, m € Z, entonces 


ctg (—a) = —ctg a = ctg (—a). 
Ejemplos. 


oe (E) -e= ae (E) 


2 —V 3 


Haciendo uso de las propiedades del seno y del coseno de un ángu- 
lo, se puede mostrar que para cualquier ángulo « tal, que g =e am, 
m €Z, son válidas las igualdades 


ctga = ctg (a + n) = ctg (a — 1). 


En efecto, para cualquier ángulo de éste génoro son válidas las 
cadenas de igualdades 


E = costa) —c0sa cosa _ 

A pa ama = sna = 40 
= slan) osa cosa _ 

Siama snaa ~ sma seng “CE A 


7 ea 
ctg T =ctg (F+x) =0ag8=V3, 
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Aprovechando las igualdades 
ctga = ctg (a + n) =,ctg (a — 1) 
y aplicando c} método de inducción matemática, se puede mostrar 
que para todo número entero n y todo ángulo æ tal, que o s£ am, 
m€ Z, se verifican las igualdades 
ctga = ctg (a + na) = ctg (a — na). 

Esta propiedad de la cotangente de un ángulo puede enunciarse 
así: la cotangente de cualquier ángulo œ tal, que œ s+ nm, m € Z, 
se repite cuando el ángulo varía en la magnitud an, donde n es un 
número entero cualquiera. 

Ejemplos. 


clg (5) =ctg (5+2) =cg F=V3, 


ctg ( E) =0t8 ( A 21) =ctg F=V3 
ag (7) =ote ( ra + 2a) = ctg z mi, 


gim cg (— +20) = 018 (—< 


ctg (24413) =0 5% á 


ctg ( — 2135) =08 (-4)=- 
ctg (-H+151) =0g (—) =0. 


Para cualquier ángulo œ, cuyos coseno y seno son do un mismo 
signo, la cotangente del ángulo a es positiva, es decir, ctg æ es positi- 
va para cualquier ángulo æ prefijado por el radio unidad móvil cuyo 
extremo coincide con el punto de la circunferencia unidad dispuesto 
en los cuadrantes I ó 111 (es decir, para cualquier número a, que inter- 


viene como medida radial del ángulo correspondiente a, pertenecien- 
te, para cierto 1 entero, al intervalo ( al, ES + al). 

En la recta numérica (véase la fig. 85) se muestran tales interva- 
los, que para cada número «a, perteneciente a cualquiera de ellos, 
ctg œ es positiva. 

Para cualquier ángulo a, cuyos coseno y seno son de signos opues- 
tos, la cotangento del ángulo æ es negativa, es decir, ctg a es negativa 
para cualquier ángulo a prefijado por el radio unidad móvil cuyo 
extremo coincide con el punto de la circunferencia unidad dispuesto 


en los cuadrantes 11 o IV (es decir, para cualquier número a que 
interviene como medida radial del ángulo correspondiente œ, per- 
teneciente, para cierto $ entero, al intervalo G + akn + ak) y 
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En la recta numérica (fig. 86) se muestran tales intervalos, que 
para cada número q, perteneciente a cualquiera de ellos, ctg œ es nega- 
tiva. 

Para cualquier ángulo «a, cuyo coseno es igual a cero, la cotangen- 
te del ángulo a es también nula, es decir, ctg « = 0 para todo ángulo 
& prefijado por el radio unidad móvil cuyo extremo coincide o bien 
con el punto 7 (0; 1), o bien con el punto L (0; —1) {es decir, para 
todo número œ que interviene co- 


mo medida radial del ángulo corres- 
pondiente a igual, para cierto núme- 


ro n entero, al número (E re an) J: 


En la recta numérica (fig. 82) 
se indican los números «, para cada 
uno de los cuales ctg œ es igual 
a cero. 

La definición de cotangente de 
un ángulo, aducida más arriba, 
puede enunciarse con otras pala- 
bras del modo siguiente: 

sea dado un ángulo œ cualquiera 
(fig. 89) tal, que æ am, m € Z, 
y supongamos que el extremo del Fig. 89 
radio unidad móvil, que prolija 
esto ángulo, es el punto NV (a, b) (con la particularidad do que ò Æ 0, 
a consecuencia de que œ 4 am, m € Z); se denomina cotangente 
del ángulo œ un número igual a la razón de la abscisa del punto M 


a la ordenada del mismo punto N, es decir, ctg a = A 


Es fácil ver (fig. 89) que la rocta que pasa por el origen de coorde- 
nadas y el punto Y (a, b) interseca la recta y =1 en el punto 


P E rl ) Con otras palabras, la recta que pasa por el origen de 


coordenadas y el extremo del radio unidad móvil, que prefija el 
ángulo a (a nm, m € Z), interseca la recta y =1 en el punto 
F {ctg a, 1). Por eso, la recta y = 1 se denomina a menudo línea 
de cotangentes, 

Arco cotangente de un número. Surge frecuentemente el problema 
en el que se requiere hallar, para cualquier número real d, un ángulo 
a tal, que la cotangente de él es igual al número d. Se puede mostrar 
que existe una infinidad de ángulos tales que la cotangente de cada 
uno de ellos es igual al número d. 

Efectivamente, es fácil ver (fig, 90) que una recta que pasa por el 
origen de coordenadas y el punto D (d; 1) dispuesto en la línea de 
cotangentes interseca la circunferencia unidad en dos puntos: 


d 4 —a —i nas 
( VE via) á ( VE" vz): Pero según lo indi- 
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cado más arriba, para cada punto de esta índole existe un ángulo tal 
que la cotangento de él es igual a la razón de la abscisa de dicho 
punto a su ordenada, es decir, igual a d. Luego, de acuerdo con la 
propiedad de la cotangente, 


ctga = ctg (u + an) 
para cualquier ángulo o tal, que < = nm, m € Z, y para cada número 


entero n. Por eso, para cualquier número entero n la cotangente del 
ángulo (x + nn) es igual al número d. 


Fig. 90 


Se ha convenido en lo siguiente: un ángulo cuya cotangente es 
igual al número d y que pertenece al intervalo (0, x) recibe el nombre 
de ángulo principal y se designa arcetg d (se lee: arco cotangente del 
número d). 

De este modo, arcctg d es, por definición, un ángulo que satisface 
simultáneamente dos condiciones 


0< arcctgd <n, ctg (arcctg d) = d. 


Es fácil ver que para todo número real d el arco cotangente de 
dicho número existe y es, además, único. 
Ejemplos 4. arcolgÓ es un ángulo a tal quo O<a<a y 


ctga=0. Está claro que éste es el ángulo + por consiguiente. 


a 


arcctgÚ = Te 
2. arcetgV 3 es un ángulo « tal, que 0<a <1 y ctga=V3 
Está claro que éste es el ángulo- . Por consiguiente, arcctg /3= 


244 


3. arccig Í es un ángulo a tal, que (<a<ua y ctga=1. 


Está claro que ésle es el ángulo. Por consiguiente, arcctg 1 = 


= 8 
==. 
4 Y3 Á ES 
4. arcctg => es un ángulo a tal, que O<a<n y ctga= 
= re Está claro que éste es cl ángulo +. Por consiguiente, 
arcctg Y3 q 
5. arctg(—1) es un ángulo a tal, que Ó<a<ua y ctga= 
—1). Está claro que éste es el ángulo(32). Por consiguiente, 


arcctg (— 1) = sn 


Demos a conocer algunas de las propiedades del arco cotangente 
de un número que se desprenden de su definición. 
Para cualquier número real d se verifica la desigualdad doble 


0< arcctg d < a. 

Para cualquier número real d se verifica la igualdad 
ctg (arcctg d) = d. 

Para todo ángulo œ € (0, 1) se verifica la igualdad 
arcetg (ctg a) = a. 

Ejemplos. 1. Calcúlese ctg (arcctg 10). Obtenemos 
ctg (arectg 10) = 10. 


2, Calcúlese arcetg (ae). Por cuanto FEO z), se ticne 
arcelg (ctg q)=+. 


3. Calcúlese arcctg [ez ( -3) |. Por cuanto 


3) 40 2), 


no se puedo escribir arcctg [ets ( -5)]=-3. No obstanto, es 


fácil ver que ctg ( Z )=ctg ( — 5 +a) =clg Ea y eo, n). 
Por consiguiente, arcotg[ cig (-)] =arcctg (cta 2-4 > 


Indiquemos, por fin, una propiedad más del arco cotangente de 
un número: para cualquier número real d se verifica la igualdad 


arcetg (—d) = n — arcetg d. 


245 


Efectivamente, por definición, tenemos 
arcetg d = a, con la particularidad de que ctg a = d y a € (0, 1), 
arcctg (—d) = f, con la particularidad de que ctg $ = —d 
y BEO, a). 


De aquí se deduce que f = 1 — g, es decir, 
arcotg (—d) = a — arcctg d. 


$ 4. Identidad trigonométrica fundamental 


Teorema. Para cualquier ángulo a se verifica la igualdad 
son? a + costa = 1, (1) 


que se denomina identidad trigonométrica fundamental, 

Este teorema puede enunciarse así: el cuadrado del seno de cual- 
gu igilo más el cuadrado del coseno del mismo ángulo es igual a la 
unidad. 

Demostración. Sea dado cierto ángulo æ. Entonces las coordena- 
das del extremo del radio unidad móvil que prefija el ángulo a serán 
(cos æ, sen a) (fig. 91). Por cuanto 
el cuadrado de la distancia entre 
dos puntos cualesquiera de un pla- 
no prefijados por sus coordenadas 
es igual a la suma de los cuadrados 
de la diferencia entre las coorde- 
nadas ohmónimas, entonces para 
los puntos (cos æ, sen æ) y (0, 0) 
tenemos 


(cos æ — 0)? + (sen a — 0} = 1°, 
o bien 


sen? a + cos? a = 1 


Fig. 9 y el teorema queda demostrado, 

La identidad trigonométrica fun- 

damental muestra en qué depen- 

dencia se encuentran el seno y el coseno de un mismo ángulo. Cono- 
ciendo una de las magnitudes que figuran en la identidad trigono- 
métrica fundamental para cierto ángulo «a, se puede hallar la otra 
magnitud del mismo ángulo æ. En efecto, la identidad trigonométri- 
ca fundamental es equivalente a la igualdad cos? q = 1 — sen? q, 
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la cual es equivalente, a su vez, a la siguiente: 


[cos x| = V 1—=senía. (2 


De la igualdad (2) tenemos 


cos == 1—sen? a, (2a) 
para cualquier ángulo œ con 
el que cos a es no negativo 


(es decir, para cualquier œ 
perteneciente, con cierto kEZ, 
al intervalo [25 


coca=—Yi=sena (2b) 
para cualquier ángulo œ con el 
que cos œ es no positivo (es 


decir, para cualquier œ, pertene- 
ciente, con cierto kEZ, al inter- 


valo Prez; #4 2ak)]. 


+2ak)). 


Luego, la identidad trigonométrica fundamental es equivalonte 
a la igualdad 
senta = 1 — cos? a, 


la cual es equivalente a la siguiente: 


Isen a] =V TZ costa. (3) 
De la igualdad (3) tenemos 
sen a=VI=costa (3a) son a= —V 1—costa (3b) 


para cualquier ángulo æ fcon 
el que sen œ es no negativo 
(es decir, para cualquier œ por- 
teneciente, con cierto mEZ, 
al ¡intorvalo (21m; n+ 27m]). 


para cualquior ángulo « con 
el que sen « es no positivo 
(es decir, para cualquier œ per- 
teneciente, con cierto mEZ, al 
intervalo |n + 21m; 2-4- 21m). 


Observación. Para los valores de frontera del ángulo « (es decir, 
cuando œ = E -+ zk, donde k € Z) las fórmulas (2a) y (2b) dan un 


mismo valor de cos œ = 0; las lórmulas (3a) y (3b) dan en las mismas 
condiciones (cuando œ = nm, donde m EZ) un mismo valor de 
sena = l. 


Ejemplos. 1. Calcúleso son æ, si cos a= -T yag (x ES] y 
Para cualquier ángulo æ del intervalo citado sen æ es negativo, 


ó = —V T= os a= M E A E 
y por esta: razón sen a= vi cos? Q= yı ( 11) = 
2V0 
idi m2. i 
2. Calcúlese cos œ, si sen a= -4 y ac( -7 -4). 


Para cualquier ángulo æ dol intervalo citado cos « es negativo, 
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y por esta razón cos a= —V TZ sn a= yı ( 5) 
2v2 


Corolario 1. Para cualquier ángulo a tal que a == z + ak, k EZ, 
se verifica la igualdad 
14+ta=—— 4) 


costa * 
Demostración. Por cuanto «i + + ak, k € Z, entoncos cos « 6 
Æ 0, y por esta razón la identidad trigonométrica fundamental (1) 
puede dividirse término a término por cos* a. En este caso para 
cualquier y Lenomos 
cost a sent a 
cos? a 


costa. senta 
cost a cos? a 


Ha 


La igualdad (4) está demostrada. 
La igualdad (4) muestra en qué dependencia se encuentran Ja 


tangonto y el coseno de un mismo ángulo œ (a+ nk, kez) 7 


Si so conoce una de las magnitudes que figuran on la igualdad (4), 
se puede hallar, para cierto ángulo œ de esla índole, la otra mag- 


nitud del mismo ángulo. Efectivamente, por cuanto az tnk, 
kEZ, la igualdad (4) es equivalente a la igualdad cos a= 


=p’ la cual es equivalente a su vez a la siguiente: 
losa] === (5) 
Vita * 
De la igualdad (5) tenemos 
1 n 
a cos 2= —_—_—_—— 5b 
(5a) E (5b) 
para cualquier ángulo œ con para cualquier ángulo œ con 
el que cos œ es positivo {ss el que cos g es negativo (os 
decir, para cualquier œ perte- decir, para cualquier æ perte- 
neciente, con cierto k EZ, al neciente, con cierto kEZ, al 
intervalo (2nk— $; $+ intervalo (20 +5 Ey, 
21k)). 25k)). 
+25k)) a) 
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Luego, la igualdad (4) es equivalente a la igualdad tg? a = 


=2422, la cual es equivalente a la siguiento 
[la] = (6) 
De la igualdad (6) tenemos 
_ y Ii—osa e ý 
a (5) e — a (6b) 
para cualquier ángulo œ con para cualquier ángulo œ con 
el que tg a y cos æ son de el quo tg æ y cos a son de 
un mismo signo (es decir, para signos opuestos (es decir, para 
cualquier œ, perteneciente, con cualquier «, perleneciente, con 
cierto m €Z, al conjunto cierto mE Z, al conjunto 
[2am, F+ 2am) U [2am a; -5+ 2am) U 
U(Ẹ+2am; n+2am]). U(—F+2mm, 2am ])). 


Observación. Para los valores do frontera del ángulo æ (es decir, 
cuando œ = nm, donde m € Z), las fórmulas (6a) y (6b) dan el mismo 
valor de tg a= 0. 

y5 Bo ) 


Ejemplos. í. Calcúlese tg a, si cos a= ——z> y a € (m + 

Para cualquier ángulo œ del intervalo citado lg œ es positivo, 
mientras que cos a es negalivo, razón por la cual ig œ= 
VI osa 
Sl cosa 

2. Calcúlese cosa, si tg a=-—3 y a€ (-5:0). 

Para cualquier ángulo æ del intervalo citado cos æ es positivo 

1 Vi 
Virga y. 

Corolario 2. Para cualquier ángulo œ tal, que a Æ ak, k €Z, 
se verifica la igualdad 


y por eso cos a= 


1+etga= 


1 7 
En (7 


Demostración. Por cuanlo a 4 nk, k €Z, entonces sen a Æ 0, 
y, por eso, la identidad trigonométrica fundamental (1) puede divi- 
dirse término a término por sen? æ. En este caso, para todo a de esta 
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índole tenemos 


coa +enta 4 
senta — sema * 
costo y sna 4 
sena * senta senig * 
egta+i=L 
ETA 


La igualdad (7) está demostrada. 

La igualdad (7) muestra en qué dependencia se encuentran la 
cotangente y el seno de un mismo ángulo a (a + mk, k €Z). Al cono- 
cer una de las magnitudes que figuran en la igualdad (7), para cierto 
ángulo «, se puede hallar la otra magnitud del mismo ángulo æ. 
En electo, puesto que azé ak, k € Z, entonces la igualdad (7) es 
equivalente a la igualdad 


1 
a PANONE: SPE 
onas > 


la cual es equivalente, a su vez, a la siguiente: 


lse (6) 


al = rpa e 


De la igualdad (8) tenemos 


sen (Sa) 


1 
am Tipae 
para cualquior ángulo œ con el 
que sen æ os positivo (es “decir, 
para cualquier œ perteneciente, 
con cierto n €Z, al intervalo 
(21m; 1 +21m)). 


1 
EA 
sonaa TTE (8b) 
para cualquier ángulo œ con el 
que sen a es negativo (es decir, 
para cualquier œ perteneciente, 
con cierto nEZ, al intervalo 
(+21; 21 4-21). 


Luego, por cuanto a 4 xk, k € Z, entoncos la igualdad (7) es 


equivalente a la igualdad 


cig a= 


Y —sen? ar 
sen? a, 


ia cual es equivalente, a su vez, a la siguiente 


lotga]= 


Vizna 


isena] K 


De la igualdad (9) tenemos 
Viena (9a) 


10m 


para cualquier ángulo œ con el 
que ctg a y sen a son de un 
mismo signo (es decir, para cual- 
quier æ perteneciente, con cier- 
to k €Z, al conjunto 


[2-4 : 2ak) Y 
U (27k; F+2nk]) q 


ctga= —V ira (9b) 


seng 
para cualquier ángulo a con el 
que cig œ y sen a son de sig- 
nos diferentes (es decir, para 
cualquicr œ perteneciente, con 
cierto k € Z, al conjunto 


[ae 2al+a) U 
U (1 +2xk; F +20 ]). 


Observación. Para los valores de frontera del ángulo æ (os decir, 
cuando % = ES + nk, k € Z) las fórmulas (9a) y (9b) dan el mismo 
valor de ctg « = 0, 

Ejemplos. 4. Calcúlese ctg a, si sena = -žy a E(—= 

n 
-4) 


Para todo ángulo æ del intervalo citado ctg œ es positivo, mientras 
que sen « es negativo, por lo cual 


ctga= T 0 
2. Calcúlese son g, si ctg a=4 y € (x $) a 
Para todo ángulo œ del intervalo citado sen a es negativo, por 


lo cual 
1 E e 
—V IFctga 17. 
Las definiciones de tangente y cotangente de un mismo ángulo 
predeterminan la validez de la siguiente afirmación: 
para cualquier ángulo œ tal que œ + ES y REZ, se verifican las 
igualdades 


sen a = 


tgactga=1, (10) 

wama: a) 
4 

ga. (19) 


Las igualdades (11) y (12) muestran en qué dependencia se en- 
cuentran la tangente y la cotangente de un mismo ángulo « 


a 5 , n € Z). Si se conoce una de las magnitudes que figuran 
en las igualdades (11) y (12), para cierto ángulo œ, se puede hallar 
la otra magnitud del mismo ángulo æ. 
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Ejemplos. 1. Caleúlense cos æ, tg a y ctg a, si sen ad 
n 
y a€(—a, —5). 
Para cualquier áugulo g del intervalo citado cos œ es negativo 
y por esta razón 


cosa= —V T= sem a= — 


Por cuanto cos z (0, enloncos 


3 


vas na A 
8%= cosa TA 


Análogamento, por cuanto sen « 0, entonces 


tg y. 


Por cuanto ctg 2340, entonces tg a= 


Para cualquier áugulo æ del intervalo citado sen æ es positivo, 
mientras que cos œ es negativo, por consiguiente, 
1 Vi 
apa 10 


ti r 
,  Cosa- Vaa, 


sen a= 


$ 5. Fórmulas de adición 


Scan dados un ángulo a y otro ángulo ß, es decir, supongamos que 
están dados un número œ, que representa la medida radial del ángulo 
œ, y otro número f que representa la medida radial del ángulo f. 
Entonces, por ángulo (x — $) se entiende un ángulo cuya medida 
radial es el número (g — ß); el ángulo (a — fi) recibe el nombre de 
diferencia de dos ángulos dados. Por ángulo (œ + $) se entiende un 
ángulo cuya medida radial es el número (œ + f); el ángulo (æ + ß) 
se denomina suma de dos ángulos dados. 


Coseno de la diferencia y coseno de la suma 
Teorema. Vara cualesquiera ángulos œ y P se verifica la igualdad 
cos (x — $) = cos a cos $ + sen a sen P, (1) 


que lleva el nombre de fórmula del coseno de la diferencia de dos ángulos. 
Esto teorema puede enunciarse del modo siguiente: el coseno de la 
diferencia entre dos ángulos cualesquiera es igual al producto del coseno 
del primer ángulo por el coseno del segundo ángulo más el producto del 
seno del primer ángulo por el seno del segundo ángulo. 
Demostración. Scan dados en un plano el sistema rectangular 
de coordenadas zOy y una circunferencia unidad. Convengamos en 
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considerar que el radio unidad inmóvil OM de dicha circunferencia 
(donde M (1, 0)) es el punto de referencia. 

Supongamos que el ángulo « se prefija mediante cl radio unidad 
móvil cuyo extremo coincide con el punto N (cos œ, sen æ) de la 
circunferencia unidad, y el ángulo f, mediante el radio unidad móvil 
cuyo extremo coincide con el punto P (cos B, sen P) de la circun- 
ferencia unidad. 


y si 


MZ Mia 


p 


Fig. 92 Fig. 93 


Son posibles dos casos do disposición relativa de los puntos N 
y P: éstos o bien coinciden (fig. 92) o bien no coincidon (fig. 93). 

Demostremos el teorema separadamente para cada uno de los 
casos aducidos. 

4. Supongamos que los puntos N y P coinciden. En esto caso los 
ángulos æ y $ son de tal índole quea = f + 2ak, es decir, (a — $) = 
= 2nk para cierto número entero fijo k, y la igualdad (1) puede ser 
escrita en la forma 


cos 21% = cos P cos (B + 21k) + son $ sen (P i+ 2a) 
o, por cuanto 
cos 21d = 4 
cos (B + 27k) = cos f, 
son ($ + 27k) = sen P, 


1 = cos? $ + sen? P, 


es decir, en el caso que se considera la igualdad (1) es una forma equi- 
valente de la notación para la identidad trigonométrica fundamental, 
porj consiguiente, la igualdad (1) es válida. 

2. Supongamos que æ y f son tales que a + $ + k, cualquiera 
que sea el número entero k. Cualculemos la longitud del segmento PN, 
empleando con este fin dos procedimientos. 


en la forma 
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En el sistema de coordenadas dado las coordenadas de los puntos 
N y P son conocidas, por lo cual, de acuerdo con el teorema sobre la 
longitud de un segmento cuyos extremos están bien definidos por las 
coordenadas prefijadas, tenemos 
dhp = (cos a — cos f)? + (sen a — sen f)? (2) 
Introduzcamos ahora otro sistema rectangular de coordenadas 
x'Oy' de tal modo que la unidad de escala coincida con la unidad de 
longitud elegida anteriormente; el semieje positivo de abscisas 
(Oz*) sería en este caso la prolonga- 
ción del radio OP, el semieje posi- 
tivo de ordenadas (Oy') formaría 
con el semieje positivo de abscisas 
(Oz”) el ángulo positivo 5 (fig. 94). 
En el nuevo sistema de coorde- 
nadas el punto P tendrá las coor- 
denadas P (1,0). El radio OP se 
toma ahora por el radio unidad in- 
móvil, es decir, por el nuevo punto 
de referencia para medir los ángulos. 
El sistema de coordenadas 2'Oy” 
se introduce de tal modo que el 
nuevo punto de referencia para 
Fig. 94 medir los ángulos (el radio unidad 
i inmóvil OP) sea desplazado a un 
ángulo ß con relación al punto de 
roferencia anterior (el radio unidad inmóvil OM). Entonces, el radio 
unidad móvil ON prefijará (con relación al nuevo punto de referencia 
para medir los ángulos, un ángulo (a — f) y en el sistema de coor- 
denadas a'Oy' las coordonadas del punto N serán W (cos (a — $), 
sen (a — f)). De acuerdo con el teorema sobre la longitud de un 
segmento cuyos extremos están bien definidos por las coordenadas 
prefijadas ($ 3, cap. III) tendremos 
dp = [1 — cos (a — PB)? + [0 — sen (a — p)? (2) 
Por cuanto el cuadrado de la distancia entre dos puntos fijos de 
un plano, determinado en dos diferentes sistemas rectangulares de 
coordenadas con una misma unidad de longitud, es un mismo número, 
entonces dp = dẸp. 
Empleando la propiedad de transitividad de las igualdades, 
tendremos, a partir de las igualdades (2) y (3): 


(cos æ — cos f)* + (sen a — sen PB)? = [1 — cos (a — B)} + 
+ [sen (a — By 
Suprimiendo los paréntesis y agrupando, obtenemos 
(cos? a +- sen? a) + (cos*f + sen?p) — 2 (cos a cos B + sen œ sen fP)= 
= 1 + [cos? (a — B) + sen? (æ — fB)] — 2 cos (a — $). 
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Aplicando tres veces consecutivas la identidad trigonométrica fun- 
damental, escribamos esta igualdad on la forma 


2 — 2 [cos a cos $ + sen a sen Bl = 2 — 2 cos (a — B). 


1Je aquí proviene la validez del teorema en el segundo caso. El teore- 
ma está demostrado. 


Ejemplo. Calcúlesc cos ++ 


z 
Por cuanto J + entonces 


gs 
E A ENS. ON 
cos 3 Z) = cos 5- cos F+ sen $ son > 
1,13, 11443 
CS iiia 4 * 
pes 2 3) 
Por consiguiente, cos VE VO. 


Demos a conocer algunos corolarios del teorema demostrado. 
Corolario 1. Para cualesquiera ángulos a y þ se verifica la igualdad 


cos (æ + p) = cos a cos $ — sen æ sen P} 


la cual se denomina fórmula del coseno de la suma de dos ángulos. 

Este corolario puede enunciarse del modo siguiente: el coseno 
de la suma de dos ángulos es igual al producto del coseno del primer 
ángulo por el coseno del segundo ángulo menos el producto del seno del 
primer ángulo por el seno del segundo ángulo. 

Demostración. Representemos (œ + PB) en la forma [a — (—$)) 
y apliquemos el teorema. A continuación, aprovechando el hecho 
de que cos (—«a)= cosa y sen (—a) = —sen «a para cualquier 
ángulo œ, tenemos 


cos (a + B) = cos la— (—P)] = cos æ cos (—P) + 
+ sen œ sen (—f) = cos « cos ff — sen a sen B, 


lo que se trataba de demostrar. 
5a 


Ejemplos. 1. Calcúleso cos -77 - 


Sn ayn z 
Por cuanto Jy =p t p> resulta 


Sron ul x= n_n Ed nn 

cos HE = cos (P+F) =c0s cos g sen -g sen g= 
v3 v3 4 V3_ VE(V30) 
2 zZ a Ai g e 


5x _ V2(Y 3-4) 
A 


Así pues, cos == 


2. Calcúlese cos EA 


Por cuanto a +5 resulta 


12 
In n a a z 
cos 12 = ¢0sS -5)= cos 3 cos do seu 3 sen T = 
1 42 y3 y3_ y2(1-y3 
a 2 zZ 


Así pues, cos H= ID., 

Fórmulas para los Angat complentos Dos ángulos æ y P, 
cuya suma es igual a 7 , es decir, a+ $ = > se denominan com- 
plementarios uno de otro. Por ejemplo, el ángulo œ es complementario 
del ángulo ($ — æ )y viceversa. 


Corolario 2. Para cualquier ángulo æ% se verifican las igualdades 


n 
cos (5—a) =sen a, son ( — a) =cosa, 


que se llaman fórmulas para los ángulos complementarios. 


En efecto, al aplicar la igualdad (1), tenemos cos (F—«)= 


= cos + cos U -++ sen $ son a =0=cos a -+ isen a =son a, os decir, 
quoda demostrada la validez de la primera fórmula. 

Al designar (F-a) =f, obtenemos de la primera fórmula ya 
demostrada que sen P= cos (5-8) +. Por cuanto (4-8) =0, 


entonces 


a 
sen (5-a) =0C0S %, 


El corolario 2 puede enunciarse del modo siguiente: 

— el seno de cualquier ángulo es igual al coseno del ángulo comple- 
mentario, 

— el coseno de cualquier ángulo es igual al seno del ángulo comple- 
mentario. 


Ejemplo. Calcúlese sen 2% 


2 $ 
5o oon n_n 
P, H=+ E, 2 
Por cuanto =>3— = , entonces sen + sen ( EE ) 
=C08 + Ll valor de cos 7 se ha hallado más acriba y es 
igual a PAE Por consiguiente, sen e ON 
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Corolario 3. a) Para cualquier ángulo a tal que a ak, k € Z, 
se verifica la igualdad 


tg ($ a) =clga 
b) Para cualquier ángulo a tal que œ + H + am, m Ẹ Z, se veri- 
fica la igualdad 
cig ($-a) =tga 
Las igualdades aducidas se donominan también fórmulas para los 
ángulos complementarios. La validez de estas fórmulas se predeter- 


mina por las definiciones de tangente y cotangente y por el coro- 
lario 2. 


Ejemplo. Calcúlese tg -fy. Por cuanto -== 4 — {y >» enton 


ces tg edad E =—5a - Los valores de cos 
T 
Es y de sen 7 fueron hallados anteriormente y son iguales a 
V2V3-=9 o a 120340 
4 y 7 
q-Yit 
=y 


y respectivamente. Por consiguiente, 


Seno de la suma y seno de la diferencia 
Corolario 4. Para cualesquiera ángulos œ y ĝ se verifica la igualdad 
sen (æ + ĵ) = sen a cos P + cos a sen p, 


la cual se llama fórmula del seno de la suma de dos ángulos. 

Este corolario puede enunciarse del modo siguiente: el seno de 
la suma de dos ángulos cualesquiera es igual al producto del seno del 
primer ángulo por el coseno del segundo más el producto del coseno del 
primer ángulo por el seno del segundo. 

Demostración. Haciendo uso dol corolario 2, luego de la igual- 
dad (1) y, una vez más, del corolario 2, tenemos son (a+B)= 


a p) = cos | ($ - a) = B] = cos (3 a) cos B+ 


a) sen B= sen a cos f + cos æ sen $, la que se trataba de 


demostrar 


Ejemplos 1. Calcúlese sen TE. 
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P imona 
Por cuanto J =g tg» tonces 


Su x ES G3 E a E 
sen 7 = Sen | ++) =sen Cos -yo = T= 
(5+4) =sen Z cos £ sen 7 


12 y y 
1.412,43 142_420+V3 
-e PS 4 5d 


Así pues, sen i VIVA, 


2. Calcúlese sen T Por cuanto Beiti entonces 


T E 42%) =s0n E cos A iS 
sen {y =sen ( +E) =sen $ cos F+eos sen = 
y3 y23,1 Vž_ _ 12(V3+9) 
ai Di DL 4 
în _ 121340) 


Así pues, sen 7 = 7 


Corolario 5. Para cualesquiera ángulos œ y ĝ se verifica la igualdad 
sen (a — f) = sen a cos B — cos a sen f, 


la cual se llama fórmula del seno de una dijerencia de dos ángulos. 

Esto corolario puede enunciarse del modo siguiente: el seno de la 
diferencia entre dos ángulos es igual al producto del seno del primer 
ángulo por el coseno del segundo ángulo menos el producto del coseno 
del primer ángulo por el seno del segundo ángulo. 

Demostración. Representemos (a — $) en la forma la + (—f)) 
y apliquemos el corolario 4. Luego, aprovechando el hecho de que 
cos (—B) = cos B y sen (—f) = —sen fi, cualquiera que sea p, 
tendremos 


sen (a— f) = sen {æ + (—B)] = sen « cos (—f) + 
+ cos a sen (—f)) = sen u cos B — cos a sen f 


lo gue se trataba de demostrar. 
Ejemplo. Calcúlese sen =- 


12” 
.£2.%_ 2% 
Por cuanto == 37 7. entonces 
2 mson | 2—2) =sen E cos Hu cos E en P= 
sen 37 = SN (3 q) =sen $ cos 7 cos -y Sen -aa 
21,21. Yi NOVE 
2 2 E 2 4 x 
Así pues, sen ¿E 
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Tangente de una suma y tangente 
de una diferencia 


Corolario 6. Para cualesquiera ángulos a. y B tales que 
az, KEZ, pA FAm, EL, y ap -Ham 
m E Z, se verifica la igualdad 


_ tea+tgh 
STE 
la cual se llama fórmula de la tangente de la suma de dos ángulos. 
Demostración. Para cualesquiera dos ángulos del tipo mencionado 
resulta válida la cadena de igualdades 


te (a +B) = 
sen a cos B-j-cos a sen B 
atp) __ sonacosp+cosaseng _ Tos a cos Y ka 
= tos(a +) — cosacos f— sen a sen $ Cos % cos B— Son a sen P 
208 9 cos 
sen & cos $ Sy cos a sen B seng sen f 
cosa cosp cos & cos È cosa ' cosf____ tga+tgeB 
= Tos a cos sena senf sng senp — i—tga tgp 
cosa cosh 00s% cos fi 1— osa ` cos 


la cual demuestra precisamente el corolario 6. 
Ejemplos. 1, Calcúlese tir. 


Sn x n 
Por cuanto 12 =7 + g> Mtonces 


Tak 
ds dr 
EM 2,3 4 o 

16 tE) EZ 

ss 


(1340 (340) _ 3 
(3-1) (V 3+1) ii 


Así pues, tg =-2 +V3; 


2. Calcúlese E Tenemos 


2 — (1340 (1340) 
1341 AV) (14 V3) 


Así pues, tg Jp = —2+V 3). 


= —(2+V 3). 
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Corolario 7. Para cualesquiera dos ángulos œ y B tales que 
az tak, keZ, B +an n€z, ya=p Fam, meZ, 
se verifica la igualdad 

p e—t28 
CO Tiga 


la cual se llama fórmula de la tangente de una diferencia entre dos 
ángulos. 

Demostración. Para cualesquiera dos ángulos del tipo mencio- 
nado resulta válida la cadena de igualdades 


atigi — 
1800) =1g la +(—p= EEE eR, 


la cual demuestra precisamente el corolario 7. 


Ejemplo. Calcúlese tg 7. 
Por cuanto ir -5> entonces 


1 (BV (VI) _ 3 
yaa Y? 


Asf pues, lg + 


Cotangente de una suma y cotangente 
de una diferencia 


Corolario 8. Para cualesquiera ángulos a y $ tales que a e sik, 
k €Z, RB nn, n E Z, y (a + $) am, m € Z, se verifica la igualdad 
ny = cactgp—i 
ctg (a+) ETT 


la cual se llama fórmula de la cotangente de una suma de dos ángulos. 
Corolario 9. Para cualesquiera dos ángulos a y B tales que a £ nk, 
k €Z, pnn, n € Z, y(a— B) + nm, mE Z, se verifica la igualdad 


O SELB 
ctg(a— p) = aigp— ctga 
la cual se llama fórmula de la cotangente de una diferencia entre dos 


ángulos. 
La demostración de estos corolarios es análoga a la que se emplea 
para los corolarios 6 y 7, razón por la cual aquí se omite. 
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Ejemplos. Calcúleso cig + 


A 5 2 
Por cuanto ATT t gr entonces 


5a a, 
ete 7 =<tg ( 7 


Así pues, ctg > =2—V3. 


2. Calcúlese ctg -7 


a Oon 2 
Por cuanto EF >» entonces 
careg -aiH 
PE ( p 3 4 a AA 
di RSS ga 1 
A ASE 


= WED VIH 3, 
AVID (1340) arya 


Así pues, de =2 V3. 


Fórmulas para calcular productos 


Corolario 10. Para cualesquiera dos ángulos a y P se verifica la 

igualdad 
cos æ cos P= cos EEEak 4 
la cual se llama fórmula para calcular el producto de cosenos. 

El corolario 10 puede enunciarse del modo siguiento; el producto 
del coseno de cualguier ángulo « por el coseno de cualquier ángulo ß es 
igual a la semisuma del coseno de la diferencia entre estos ángulos con 
el coseno de la suma de los mismos. 

Corolario 11. Para cualesquiera dos ángulos œ y f se verifica la 
igualdad 


sen a son f = 9548) costa b) 


la cual se llama fórmula para calcular el producto de los senos. 

El corolario 11 puede enunciarse del modo siguiente: el producto 
del seno de cualquier ángulo a por el seno de cualquier ángulo B es igual 
a la semidiferencia entre el coseno de la diferencia de estos ángulos y el 
coseno de la suma de los mismos. 
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Demostración. Se ha mostrado más arriba que para cualesquiera 
ángulos æ y P se verifican las siguientes igualdades: 
cos (@— f) = cos a cos f -- sen a sen f, 
cos (æ -4+- B) = cos a cos B — sen œ sen B, 


Al sumar y restar estas igualdades. obtenemos las fórmulas para 
calcular los productos de cosenos y los de senos: 


cos a cos p= BETTA 


sen a sen $ =L fl cos (ob (5) 

Observación. Ln virtud de que cos (—2) = cos œ para cualquier 
ángulo «a, al doterminar ol coseno do la diforencia entre dos ángulos, 
podemos tomar en las fórmulas (4) y (5) tanlo el coseno del ángulo 
(a— P) como el del ángulo ($ — 2). 


Ejemplos. 1. cos (++2) cos (5-%)= 


CU ligit) 
5 = 
cosa- cos E csatt 2008 +1 
3 z == 8 
2. 2sen (7-8) sen (+8) = cos (Fo =B)- 


EJ 


cos ( 7 P+ = +B) =cos( 2p) —cos ( > ) = cos 2. 
3. cos 4 cos 3= co 4D peos 413 a sos 1-f0os7 k 


q ásnTsn8 _ 4 fcos(7—8)—cos (7+8) _ 2leos 1—0cos 15] 
A aa aE UE 


Corolario 12. Para cualesquiera ángulos œ y ( se verifica la igualdad 


sen a cosp= sanadi tson (a— p n 
la cual se llama fórmula para calcular el producto del seno de un ángulo 
por el coseno de otro ángulo. 

El corolario 12 puede enunciarse del modo siguiente: el producto 
del seno de cualquier ángulo œ por el coseno de cualquier ángulo P es 
igual a la semisuma del seno de la suma de los ángulos œ y P con el 
seno de la diferencia entre los ángulos a y f, con la particularidad de 
que la diferencia se toma de tal modo que del ángulo que se encuentra 
bajo el signo del seno se resta el ángulo que se encuentra bajo el signo 
del coseno. 
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Demostración. Hemos mostrado anteriormente que para cuales- 
quiera ángulos æ y f resultan válidas las siguientes igualdades: 


sen (æ + P) = sen a cos $ + cos « sen f, 
sen (a — f) = sen a cos f — cos a sen f 


Al sumar estas igualdades, obtenomos la fórmula para calcular el 
producto del seno de un ángulo por el coseno de otro ángulo: 


sen a cos B= an 048) 400 (ap) 


(6) 
Ejemplos. Calcúlese 4 sen (1 +5) cos (1 +3) £ 
Aplicando la fórmula (6), tenemos 


4son (14) cos (1+-5)=2 [sen (1 +514) + 
sen (1+F-1—F) J-a finata] ele 
=2 [son (F—(-2)) +] =200(— —2)—1=2 00821. 
Así pues, 4 sen pipes la ENE 


2, Calcúlese 2 cos = sen" 


Aplicando la fórmula D amen 
2 cos > sen HE m= (E +57) +sen (E-H)]= 
= sen 5 + sen ( =- $ 
Así pues, 2 cos faa sen — += goya g 
3. Zn foros — 3 sen Len G-5 IQ Eten? een 0 


Fórmulas para la suma y la diferencia 
de los senos y cosenos 


Corolario 13. Para cualesquiera dos ángulos æ y f se verifica la 
igualdad 


cos a+ cos fB = 2 cos EL =+ o 0.4, 
que se llama fórmula de la suma de cosenos. 

El corolario 13 puede onunciarse del modo siguiente: la suma de 
los cosenos de dos ángulos cualesquiera es igual al producto duplicado del 
coseno de la semisuma de dichos ángulos por el coseno de la semidiferencia 
de los mismos. 
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Corolario 14. Para cualesquiera dos ángulos œ y ĝ se verifica la 
igualdad 


FÉ sen fya š 
la cual se llama fórmula de la diferencia de cosenos. 

El corolario 14 puede enunciarse del modo siguiente: la diferencia 
entre los cosenos de dos ángulos cualesquiera es igual al producto dupli- 
cado del seno de la semisuma de dichos ángulos por el seno de la dife- 
rencia inversa de estos ángulos (por diferencia inversa entre los ángu- 
los se entiende la diferencia que se forma al sustraer el ángulo que 
se encuentra bajo el signo del coseno minuendo del ángulo que se 
encuentra bajo el signo de coseno sustrayendo). 

Corolario 15. Para cualesquiera dos ángulos œ y P se verifica la 
igualdad 


cos a — cos B = 2 sen 


sen a -+ son B= 2 son pe cos sz A 


la cual se llama jórmula de la suma de los senos. 

El corolario 15 puede enunciarse del modo siguiente: la suma de 
los senos de dos ángulos cualesquiera es igual al producto duplicado del 
seno de la semisuma de dichos ángulos por el coseno de la semidiferencia 
entre los mismos. 

Corolario 16. Para cualesquiera dos ángulos a y f se verifica la 
igualdad 
a—ß a+B 

7 Er u 


sen œ — sen $ = 2 sen cos 
a cual se llama fórmula de la diferencia entre senos. 

El corolario 16 puede enunciarso del modo siguiente: la diferencia 
entre los senos de dos ángulos cualesquiera es igual al producto duplicado 
del seno de la semidiferencia de dichos ángulos por el coseno de la semi- 
suma de estos ángulos, con la particularidad de que el seno de la semi- 
diferencia se loma de tal modo que el ángulo que se encuentra bajo el 
signo del seno sustrayendo se resta del ángulo que se encuentra bajo el 
signo de seno minuendo. 

Demostración. Al designar 


jesta ð 
7 
a—p=y 
y al sumar estas igualdades, obtendremos 
(8) 


De la igualdad (8) se deduce que para todo par z e y siempre existe 
un par « y $ tal, que se verifican las igualdades (7). 
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Si en las fórmulas (4), (5) y (6) sustituimos œ y $ por x e y, en- 
tonces según las fórmulas (7) y (8) obtendremos, como resultado, la 
validez de las siguientes fórmulas: 


cos q cos y=2 cos A co: (9) 
COS T= cos y = 2 sen zty (10) 
sen q -+ sen y = 2 sen ps. cos 2 (11) 
Haciendo uso de que sen (—y) = —sen y para cualquier ángulo y, 
de la fórmula (11) obtenemos 
sen x— sen y =sen 7- sen (— y) = 2 sen 221 cos zte 
es decir, es válida la siguiente fórmula: 
sen z—sen y = 2 sen 252 cos ze y (12) 


La validez de las fórmulas (9), Mos an y (12) predetermina la vali- 
dez de los corolarios 13, 14, 


Ejemplos. 1. cos 4a -++ cos 6a = 5 cos n aoe, cos SEA = 


= 2 cos ña cos ( — a) = 2 cos 5a cos q, 


2. cos (4 -p) —cos (+ +6) = 


=2 sen ———— sen 


=2 sen 7 sen (6) =V2sen (6 a 


3. sen y- H4 = sen y+ sen 7 =2s0n e T4 E ) eos ( 3 - w) 
4. sen esos (Pad 


= 2 sen azie cos + 52 sen (— 2a) cos 3a = —2 sen 2a cos 3a. 


$ 6. Fórmulas de arcos dobles y de los arcos mitad 


Fórmulas de los arcos dobles. Sea dado un ángulo œ, es decir, 
cierto número œ que representa la medida radial del ángulo citado. 
Entonces, por ángulo 2a se entiende aquel cuya medida radial es el 
número 2a; el ángulo 2a se denomina con irecuencia ángulo de arco 
doble. 
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1, Para cualquier ángulo œ se verifica la igualdad 
sen 2a = 2 sen œ cos æ, (1) 


que se llama fórmula para el seno del ángulo de arco doble. 

Esta afirmación puede enunciarse del modo siguiente: el seno 
de un ángulo de arco doble 2a es igual al producto duplicado del seno 
del ángulo a por el coseno del ángulo q. 


Demostración. Suponiendo que æ = ff en la fórmula para el 
seno de la suma de dos ángulos 


sen 2a= sen (x + U) = sen æ cos u + cos a sen a = 
= 2 sen œ cos 0%, 


obtenemos la validez de la afirmación 1. 
2. Para cualquier ángulo 2a, se verifica la igualdad 


cos 2g = cos? y — sen? a, (2) 


la cual se denomina fórmula del coseno de un ángulo de arco doble. 
Esta afirmación puede enunciarse del modo siguiente: el coseno 
de un ángulo de arco doble 2a es igual al cuadrado del coseno del ángulo 
œ menos el cuadrado del seno del ángulo a. 
Demostración. Snponiendo que $ = æ en la fórmula para el 
coseno de la suma de dos ángulos 


cos 2a = cos fa -+ a) = cos œ cos a — sen au sen œ = 


= cos? a — sen? q, 
llegamos a que la afirmación 2 os lícita. 


3. Para cualquier ángulo æ tal que at +ak, kEZ, y aj 
AGRA , REZ, se verifica la igualdad 


2iga 


920 7 erg (8) 


a cual se llama fórmula de la tangente de un ángulo de arco doble. 
Demostración. Ropresentando 2g como (a + æ) y aplicando la 
fórmula de tangentes de la suma de dos ángulos, tenemos 


tgatga 2tga 
1-tgatga — Ita" 


1g 2a=tg (aa) = 
lo que se trataba de demostrar. 


4. Para cualquier ángulo œ tal, que a + 5 k EZ, se verifica la 
igualdad 
clgla—1 


ctg a (4) 


la cual se llama fórmula de colangente de un ángulo de arco doble, 
Demostración. Representando 2x2 como (a + a) y aplicando la 
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fórmula de cotangente de la suma de dos ángulos, tenemos 
cgactga—1_ ctgta—1 
Agata Zega 
lo que se trataba de demostrar. 

Ejemplos. 41. Calcúlense sen 22 y cos 22, si sen a= 

n 
e(jo) 

Para todo ángulo æ, perteneciente al intervalo mencionado, cos œ 
es negativo, por lo cual 


cosa=—\V T- so 


cig 2a =ctg (a+) = 


Al aplicar las fórmulas (1) y (2), obtenemos 


sen 2a = 2 sen a cos q= — 


cos 24 = cos? a — sen? q = 


2. Calcúlose ig (P+0)—tg E-a). si tg2a=3. Al apli- 
car las fórmulas para la tangente de la suma de dos ángulos y, a conti- 
nuación, para la tangente de un ángulo de arco doble, obtenemos 


E wga 


A ($-a) E - 
1—7 tga 1+ y ea 
ñ 
_ittga itga ága 
=I tga 1Ftga ita 
Examinemos un ángulo næ, donde n es un número natural cual- 
quiera. Por ángulo na se entionde aquel cuya medida radial es el 
número na. Se pueden deducir las fórmulas que expresan sen næ y 
cos næ (n € N) en términos de sen æ y cos z. A título de ejemplo 
aduzcamos las lórmulas para sen 3x y cos 3a: 


2tg 2a =6. 


sen 3a = sen (2a + a) = sen 2a cos œ + cos 2a sen a = 
= 2 sen au cos? a + (cos? a — sen? a) sen a = 
= 3 sen a cos? a — sen? z = 3 seu a — 4 sen? q. 
Así pues, sen 3a = 3 sen  — å sen °? a; 
cos 3a = cos (2a + a) = cos 2% cos æ — sen 2a son q = 
= (cos? a — sen? a) cos a — 2 sen? a cos a 
= cos? a — (1 — cos? a) cos a — 2 (1 — cos? a) cos a = 
= cos? g — cos a + cos? a — 2 cos a + 2 cos a = 


= 4 cos? 2— 3 cos 2. 
Así pues, cos 3æ = 4 cos? 4 — 3 cos œ. 
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Ejemplos. 4. Calcúlese sen 3a, si seno = + Haciendo uso 
de la fórmula para sen 32, obtendremos 


atera 14 3. _ RE, A 
sd (7) == <p. 
2. Calcúleso (sen 3a + cos 3a), si sen a—cos a Emple- 


ando las fórmulas pa 
sen 3a + cos 3 = 3 (sen a — cos a) — 4 (sen? a — cos? a). 
Apliquemos Ja fórmula de multiplicación reducida: 
sen? a — cost a == (sen œ — cos &) (costa -!- sen a cos a + sen? a). 
Do este modo, para sen a — cos a = 3 tenemos 


a 
va 


sen 32 y cos 3z, tenemos 


sen Ju -+ cos dam A (1 + sen a cos a) = 


1—4 sen Q cosg). 


Completemos la expresión obtenida hasta que se forme el cuadrado 
perfecto: 


—1—4son a cosa= —3 +2 (1—2 sen cosa) =—3+2 (cos? a 4- 
+ son? a — 2 sen a cosa)= — 3+ 2 (son a — cos a)? = IDA 


Obtenemos en definitiva que sen 3a-+ cos 3a=—Y 2, 
Fórmulas para los ángulos de arco mitad. Sea dado un ángulo œ, 
es decir, cierto número œ que representa la medida radial de dicho 


ángulo. líntonces, por ángulo 7 se entiende aquel cuya medida radial 
es ol número 5 y el ángulo 7 se denomina a menudo, ángulo de arco 
mitad, 

5. Para cualquier ángulo œ se verifica la igualdad 


22, itooo 
cost z= (5) 


la cual se llama fórmula del cuadrado del coseno de un ángulo de arco 
mitad. 
Demoslrac 


como un ángulo de arco doble con relación al ángulo $ 


Es evidente que el ángulo a puede considerarse 
Por eso, 


para cualquier ángulo œ se verifica la siguiente igualdad: 


22 22 
cos g = cos?  — Seu? -y i; 
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además, para todo ángulo a resulta válida la identidad trigonométri- 


<a fundamental: 


3% 
t= + 


+ sen? 


= 
fe 


Sumando estas dos igualdades, obtenemos la igualdad (5). 
La igualdad (5) es equivalente a la igualdad 


[eos 7 |=// EEE. 


De la última igualdad tenemos: 


V PERES (5a) 


para todo ángulo «, para el 


os E 
cos 5 


cual cos $ es no negativo (es 
decir, para lodo œ, pertenccien= 
te, con cierto k € Z, al inter- 
valo | —2a+4xnk; n+ 4nk)). 


(5b) 
para todo ángulo œ, para el 
cual cos E es no posilivo (es 


decir, para todo œ, pertenecien- 
le, con cierto k € Z, al inter- 
valo (n-H ának; 3n -+ 41)). 


Observación. Para los valores de frontera del ángulo « (es decir, 


cuando œ = n + 21m, donde m € Z) las fórmulas (5a) y (5b) dan un 
mismo valor, a saber: cos $ =0. 
n a itosi 
Ejemplos. Calcúlese cos -ge Por cuanto cost == 3 = 
1 YA 2+y2 x 
GE E ES entonces cos T” 


2. Calcúlese cos, si sena y «El -E, =a). 


Hallemos, ante todo, cos œ. Por cuanto para todo ángulo a, per- 
teneciente al intervalo indicado, cos a es negativo, entonces 


cosa=-—Y i= sen? g= -4 à 
3n a da 
Como a€(— > =a): resulta quo Fe —+). Para 
todo ángulo F perteneciente al intervalo indicado, cos $- es 
también negativo y por eso 
e E TE cosa Y5 
ait aadi y == BE S 
m e 4 
Así pues, cos z=- 
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6. Para cualquier ángulo a se verifica la igualdad 


sen? FE $ (6) 
la cual se lama fórmula para el cuadrado del seno de un ángulo de 
arco mitad, 


Demostración. Se ha observado anteriormente que para lodo 
ángulo «a se verifica la igualdad 
wu? Ly o Č m PNR Lenta 
seut y teot is sen g teos z =00s%. 


Al restar la sogunda igualdad de la primera, obtenemos la igualdad 


(6). 
La igualdad (6) es equivalente a la igualdad 


A 
sen -y 
[on 3 


De la última igualdad tenemos 


(6a) 
para todo ángulo œ para el 


para todo ángulo œ para el 


cual sen % es no positivo (es 


7 


cual sen + os no negativo (es 


decir, para todo œ, pertenecien- 
te, con cierto m € Z, al in- 
tervalo [4am; 23 + 41m). 


decir, para todo œ pertenecien- 
te, con cierto mE Z, al in- 
tervalo | — 2a + 4am; 4am)). 


Observación. Para los valores de frontera del ángulo æ (es decir, 
cuando  = 2ak, donde k € Z) las fórmulas (6a) y (6b) dan un mismo 


valor, a saber, sen $ =0. 


1—cos q 


Ejemplos. 1. Calcúlese sen + Por cuanto sont =—— Ls 


r 
ESA entonces sen E 


2. Calcúlese sen% , si sen «= 


Como para cualquier ángulo a. perteneciente al intervalo indica- 
do, cosa es negativo, resulta pues que 


cosa=—Y 1—sen*a 


Por cuanto ES +=. enlonces Fez Z). Para todo 
a 


ángulo F perteneciente a este intervalo, sny es positivo y 
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por eso 


Por consiguiente, sen $= 


7. Para cualquier ángulo a tal que a En + Zak, k € Z, se verifica 
la igualdad 


a 1—cos a P 
e y 


la cual se llama fórmula para el cuadrado de la tangente de un ángulo 
de arco mitad. 

Demostración. Haciendo uso de Ja definición de tangente de un 
ángulo y las igualdades (5) y (6), obtenemos la igualdad (7). La igual- 
dad (7) es equivalente a la siguiente 


E a cos a > 

(Ta) u3=- ESTA (7b) 
para todo ángulo a para ol cual para todo ángulo « para el cual 
te $ es no negativo (es de- tg 5 es no positivo (es de- 
cir, para todo æ que pertenece, cir, para todo a que pertenece, 
con cierto nE% al intervalo con cierto n EZ, al intervalo 
(21; n+21m)). (—1+2an; 21m |). 


Observación. Para los valores de frontera del ángulo a (es decir, 
cuando œ = 21m, donde n € Z) las fórmulas (7a) y (7b) dan un mismo 
valor, a saber tg z= 0. 


Ejemplos. 1. Calcúleso tg + Por cuanto 


entonces 


ön 
4 


2, Calcúlese tg + + si cos 2a = a y ae( =a, 
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Por cuanto, para cualquier ángulo œ, perteneciente al intervalo 
indicado, cos œ es negativo, entonces 


Dado que a€(—=; -), resulta que Fell =$ ). 


Para cualquier ángulo z, perteneciente al intervalo citado, tg Í 


es negativa y por eso 


Teosa 8+7 39 
V Tr 1Fcosa 5 y 


$ 


Así pues, ig 


Para la tangente iei un ángnlo de arco mitad pueden deducirse 
también otras fórmolas. 

8. Para cualquier ángulo a tal que a + nk, k € Z, se verifica la 
igualdad 


A (8) 


Demostración. Por cuanto a 3 ak, k € Z, entonces sen $ #0 


y cos A 0. Quiere docir, se verifica la cadena de igualdades 


2 2 E -A a, 
i á son -7 sen-7 2 sen z 2 sen 7 
2 e” a a El a` 
cosy  cos-g'2sen-7 2son -5 003 -7 


Aplicando ahora las fórmulas (6) y (1), obtenomos la validez de la 
igualdad (8). 

9. Para cualquier ángulo œ tal, que œ 2 x + 2nk, k € Z, se verifica 
bi igualdad 


A E (9) 


La demostración de esta fórmula es análoga a la de la fórmula (8) 
y por esta razón no se da aquí. 
Ejemplos. 1. Para cualquier ángulo œ tal, que ax +2uk, 
bEZ, y 25 +nn, neZ, simplifíqueso la expresión 
Aima cosa 
— A4+cosa 1+c0s2% 
Por cuanto para el ángulo en consideración æ 


cosuE0, cosa —t, cos Zu —i, 
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entonces 
A 2smacosa cosa _ sema 
TEcosa ° Zosta ~ TFcosa ” 


En el caso dado es aplicable la fórmula {9), por eso 


a 
Ax Baz. 
2. Caloúlese tg Ž, si cos =% y ac(—E, o). 
Para cualquier ángulo a del intervalo mencionado sen œ es nega- 
tivo, por lo cual 


sena=—V i osas, 


Ahora, al aplicar la fórmula (9), tenemos 


Por consiguiente, tg > 


Demos a conocer algunas fórmulas más que expresan el seno, el 
coseno, la tangente y la cotaogente de un ángulo en términos de la 
tangente del ángulo de arco mitad. 

10. Para cualquier ángulo œ tal que a a +2nk, k €Z, se 
verifica la igualdad 

a 
18 
cosa= 


10) 
Hi ( 


Demostración. Para cualquier ángulo œ tal, que œ s4 n + 2nk, 
k €Z, se verifica la cadena de igualdades 


a 
22 qa 
cos* 2 sen” 2 
a z% 
cosa cos' 3 sen’ z cos” 3 
qu E a a a > 
cost 5 +sent 5 cost sen 
DP 
E 
cos? -$ 
w il sn Y 
A pe 2 
A ¿2 3 ie 2 
cos 2 cosi 2 cos Z tg 7 
al a yl a * 
cost% sent 2 sen S Ieg 
E 2 2 2 
qa Y e + a 
cos Y TT m 


de la cual se deduce que la igualdad (10) es válida. 
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41. Para cualquier ángulo œ tal, que an + 2ak, k €Z; se 
verifica la igualdad 
2lg R 
sen == -—— TE. (11) 
He 


Demostración. Para cualquier ángulo œ tal, que a £ 1 + 21h, 
k €Z, se verifica la cadena de igualdades 


2sen -Ž cos E 
E» 2 2 
2sen cos — cost E 
sen O 2 2 2 
snas == == z = 
cost sent -5 cos? -z + sen? -7 
ah a 3 + 3 
a 
y 
cos -5 


sent cos E 
2 2 


2 
A a PE? 
E cos T cos T 2tg Ts 
a PA a% 
cost -3 o 3 14+t83 
sii i vos? k 
osk oeg 


de la cual se deduce que la igualdad (11) os válida. 
12. Para cualquier ángulo a, tal, que a n + 21k, kEZ, y a 


Gan, n €Z, se verifica la igualdad 


ti 23 (12) 
ga= ——. 
ie 


Esta igualdad representa un corolario de la fórmula para la tan 
gente de un ángulo de arco doble. 

13. Para cualquier ángulo œ tal, que a + nk, k €Z, se verifica 
la igualdad 


par ai (13) 


Demostración. Para cualquier ángulo a tal, que a Æ nk, k € Z, 
se verifica la cadena de igualdades 


cost $ 
2 sen- cos $ 
ya 
cost Z 
cos sem sen E Y” 
at ea 2 
a a a a 
EA A e 
O w eg 
aa a a e > a 
E Gia cos > 27 2T 
e a a 
s% cos% 
cos cos -7 


de la cual se desprende que la igualdad (13) es válida. 


Ejemplo. Calcúlese y Si tg $= 


2Feosap sena 


e Es 
Según la fórmula (10) tenemos cos a= E 
itige t 
2 
25 3; 
Según la fórmula (11), sen a= =+. 
a 5 
He 
Quiere decir, 2 ——-=32 
> TES pena ~ TI" 
Ejercicios 
Determínese el signo de los siguientes números (1... 21) 


1. sen2-sen 4-sen6. 2. cos5:cos 7-c0s 8. 
3. tE(—1)-183-186-tg(—3). 4. ctg1-ctg(—2)-ctg 9-ctg —19). 
5, Sen (—3)-cos 4-tg (—5) o. Sen 7:cos(—8) 
i cigs > > göctg(—5) * 
sen 6- cos (—4) a., SEn(—8)-+cos 9 
te (—2+ctg(—=140) * ~ “costicte(—=9 * 


de 


jo -3 7 
cos 10-son 7—tg 10 EUA E 


* cos (—V2og(=4)" 5 cos(—D-sen Y EN TO * 


y3 Pea 
3 2 2 
14. cos— A (ES > 
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cos 5 paa 
ae FU —ctg V 5. 


2 
13. arcsen E —arotg (—10)+arccos (7) - 


4 
44. Zarecos gg'arcetg (— 14,5) —arosen (-5) x 


45. arctg (= 4 )+ 


46. aresen [tg ( — 4) ]rarotg teos (—4)) 
arcolg (sen 10) —arotg (cos 10) 


17. aresen [cos (—8)]-arccos (sen 5) * 
48, Arcsentons 42) +arctg (sen 7) +otg(—7). 


E 14 

son ( 5) 0-5 
jg an ( 2). arctg (cosá) son (— 10) 
EMT TN 


arcotg 115 wi * 
20, aren Ictg (—0,3)]-son (—9) | ctg (A 
* “arcsen [tg (—0,4)}'cos (5,8) * sen V 3 2" 
arctg (sen 10) +-tg [areson ( -4)] tg (—11) son Ea 
2 


r 3 TI 
ctg [arccos (=3)] e (—50) 
Hoc ol valor numérico de las siguientes expresiones numéricas (22... 


ET EN 


cos MG x 
Sapon T 

27. cos [1001 +5) son (20 37) (u+ $). 
sen (121+) cos pua 5) 


ae) 


3 


3i. 


. sen EE cos (113a) +19 ABT cos 


+ 3arosen ( —7)—2 arccos (KË) z- 


3 


[te (100: + 3) +08 (151-237 a, 


om [oorp (nn 2E] 


Su E 
A A 


a iaa el] 
tg (—F—10m) cos (—E+108) * 
le) 

[eos (—) -+sen [—) ] cos E 


18 (5). 


491 51 


pi iel ls (28, 


js Ma). äta m, 


cos IE son (2) ge (85) 


cos q sen ( -7 ) cos? [—— 


Ee 


tg? = 1121) —cos* fs 
+g 


EN 


. arccos [—-7)-+arosen -arcte Y 3, 


. 2 arccos VŽ) Harccte (0) 2. 


4 xa 


áaretg(—1)-Haretg 1—5. 


y 
3 


63. 


SA. 


CL 


EJ 


. son (arcsen y ) +cos(n—arota (—4)]. 
h son [— EE —arecos (-4)]- 


2 


8 son [o arcot (V3) ]- 


. sen [3 arccos ( 


A d 


7 2 
. sen [arccos — 0-4. 
te [Garccos (-23)42%] 52. tg (5arecos o). 


E ( E 2arecos LŽ), 

oa va [unen (12) aacano] 
s eu [ocan (G) 4]. 
6. etg [5 areson 0 arooos V]. 


AEP [a — 2arorg (— 5). 
pa picota 


+arcrg1]. 


59. cos a ¿dara (— va]. 
r 
i cos [ Saresen Vi sarig 9]. 


73 
j cos [—3 arsen 14] + cos(— —2arctg 0). 
eos (1 —aresen 0) —cos [6 arcctg (—1)] 


sen (21 —arcctg 1) 


a areatg S) -Hoos (2a000tg 17) 


tg (15r arcctg 1) 


y3 


sen [| —2arcctg (24) |-+-c0s (—5arcoteo) 


. g acen 


V3 tg ( —100 +) 


24 


29 


5. sen (aresen F) —cos (arccos $) 4 


g 


6. Lg (arctg 31) -+0tg (arcetg 5). 


E 


68. tg (arccos $). 69. tg (arcctg 7). 


278 


70, sen (arccos 3) —0os [arcson (—=) |: 
7. son (arotg 12) +cos [arectg (—2)}- 
72. cos [arctg (—5)]—sen (arcctg 3). 


73. cos (Harsen 3). 7h. cos (t—arctg 17). 

$. oos [Etarte (0). 

Ale 1508 [2r 2areos (4). Toon (F—arocos r) 

78, sen (atarte K3). 19. son (¿E—arcctg81). 

80, Ge 4). 8i. te | arccos ( —$-) ]. 

$2, ($ +4 arctg r 83. tg [s+arosen (—+7)]. 
yi 


84. tg (2t—arcctg (—5)]. 85. cig (Faros E ==. 


86. otg [n-+arecos ( a) er cte [Esarte]. 

88. ctg [2n-parctg (—41)l. 89, arccos (cos2)-+arcsen [sen (—1)). 

90, arcetg (ctg 3)—arctg (tg 1). 91. arccos (009 5) ares (e) K 

92. arccos (cos H) arcsen [s(-)] y 

arcsen [sen (-4) J+ 
A—arctg (e +) 


93. 


EJ 
arccos (cos 1) —arosen ( sen -5- 
m 3) 


2arcctg (otg e )+arcetg [s(-5)] j 
95. arcsen (sen 2) + arcos (cos 10). 

96. arccos [cos (—9)] — aresen (sen 7). 

97. arctg [tg (—6)] — arcson (sen 8). 


98, arccos (eos LE) rarcsen [sen (—7)1- 
arcsen (sen Y 28) -+21 
arctg [tg (—8)]—3n 

100, arctg (122) —2arcerg (0) x 


101, arccos [cos {—5)]-+arccos [cos (—8)]. 
Demuéstrese la validez de las siguientes igualdades numéricas (102... . 197): 


a _Va-v2 
==. 


102, sen-= 


rs 
E 103. eV 2-1. 
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a_ V3-4 n” 
104. sen y=. 105. sen 
108. cos% -V102 VE 107, cos 
10 4 
n án Vā 
108. son $ sen He sen 510 
Ed 5n Ta 
109, 8cos -e cos -Fg cos ¡9 
no dn o Ta 
110. cos- cos -i cos -t sen 
E] tía 13x 
111. cos jp cos =p cos -= 
no 2a 4 
112, cos -y cos Ecos -ie cos -pe cos =z 
113, tge E ge EES, 114, cos Z cos i co: == at 
W a Baia AA n 2n ón 
115. sen 75 en 18 soa -p =F 116. ctg 7 ctg 7 ctg r] ctg E 
n 2 4 3a ai 
47. DA 118, sen 7 — sen =3 + 


149. etg Jp Hios, 

120, a toos toos RL. 
2n án 72 a 

121. cos -jg +cos -j — eos -g — eos ¿== - 


122. otg apte -te ete E =042/ 3, 


123. tg- Hig qa En vE. 

an m4 
124. cos 4008 374008 ST E- E cos Fr toos -ir =F- 
125, sont- sont <p som Se sont T E, 


sont40 _ cost10 _ sen? i cost 10 sent 10 


s 1 
SS a DS SEEDS o E 


1 1 


127. . 128. arcsen (son E )=5. 


PEN ama 
7 7 
129. arcsen (cos 1) = =p? . 130. arcson (00s(45))=-—E. 
181. arccos (son TE 132, arccos (sen (—-))= E 


133, 


azecos (cos (— 
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135, sen (arccos $-+arocos £ 


130, cos (zars (—4)) =é. 
137. cos ( arccos -y =-aresen 5) =5. 


138. tg (arctg 2-+aretg 3)= —1. 
139, arctg (tg 6)=6—2x. 140. arcsen (sen (—5)) = 


144. arccos (cos 9) =9—2x. 142. arctg2-+aretg (-5)=5- 


143, arctg (—2) +arctg (—3= -SE , 


4 12 56 
144. arcsen $ -+arcsen «¡y --arcsen gr 


1 1 k E 
145. arctg y +arctg g +arctg -arctg g=. 
146, arcson=+-+aresen + arcsen ++. 


147. arctg 1-+arctg 2+arctg 3= n. 


2o 41 A i 
148, Zareson=010008 y. 149, arccos Y/ Z— arccos s 


15), 2arctg -arctg £ =aretg 3. 
151. arctg {Hargi arctg $ æ 
cost0 _ 1+tg5 


= 5: a -7)=1. 
152, E igs” 153, 2 sen? 14+ cos (4-7)=1 
154. 2500 6-+-sen 12 =ctg?3. 155. cos 6—cos 9-+ cos 12 =0ctg 9. 


2 sen0—sen 12 sen 6—sen 9-F sen 12 
sen 8—son 10—son12-+sentá _ sentí 


150 cos 4—cos 6 —cos 8+cos 10 ~ cosT7 
157. sent V 7 -Hcost VT+hsma y7 
158. sen Y Z sen (2— V 2)+cos? 4 + sen? (1— Y 2 


d-son 4 Y 3 2 
159. =H = — 
as y3 1—tg 2y 3 


cos (GV 0) cos (FVE ) +set y 5 
sent2 Y 5 —sen (2 Y5—-F) cos (2 485) 
161. sen8—cos8 tg 4=tg 2. 

162. 4sen (V5+ a) sen (Y 5435) cos (P--V/5)=sen3 V5. 


1—somt 4—costd _ 3 
1—2s0n? 2— y 3sen4 2” 
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cos 2 V Ti —cos6 Y H+cos 10 1/Ti—cos 14 Y Ti 


164. — = ==tg 2 V Ti. 
sen 2 V 11+ sen6 Y 11 -+sen 10 Y Y -psen 14 Y Y gay 
> Sen 23+ cos 23— sen 69—cos 69 _ 
165. Zseni Asen 7n 
106, L+ E ei 


2c09174-4cos* 1 
167. sen 2-+sen 4-+sen 6 O 1 


168. sen 2 V T3+sen4 Y T8—sen 6 Y 13=4sen Y T3 sen 2 y T3 son Y 13, 


CTE TN 3—4cos24eos4 4 
100 gi O E E TET 
sen? 2cos6-+costsonő 
rr =S 
3n 
cos (14 }+2cos (1 
172, =V5ctg1. 


2son (Ș-+1)+V3 sen (ž-:) 


173. VID etg i—i =-—201g 2. 
174. (cos 2 tg 1—sen 4) (cos 4 ctg 2-++sen 4) = —1. 
sen 43-+son 14 -+ sen 15 +sen 16 29 


115. eos TIF cos 14Fcos15F 60810 7 E T 
TEE 5n 3 
178. 1— V Scos (¿E—5)—2cos* C 


+1) ten (2 124) —cos (27) 
A IIM 
cos (2 V Z+4)-+cos (2 Y Z—4)—sen (F+ vi ) 
1560 Ñ= inj cos ($) 
A tt 

1-+cos (x 4-4) -+ cos (Fa) 


179, $98 2 (14-cosec 2+ otg 2) (1 —cosec 24-0482)_ eos 2, 


cos Z- sec ZF tg 2) (1—s0e 2F tg 2) 

sent (E v5) cos (F—y3) 
A o a H 
sect (Yi-F)—=a cosec (F473) a 


151. 8 ovs (F—3) son (+=) sen 3 cos 9= sen 18. 


sen (2 V 


177. =182 y 2. 


=1, 


6 
182. 1g3—tg2—tg1=tg3tg2 tg4. 
¡él 1—2c08*7 


218 (E) sone ($247) = 


154. 1+sen2—2cot4=YV 2 sen (2-4) ý 


166, Gsen? 1—cos2—t=—8 cos (145) eos (1). 


T 
187. 2 cos? 3+2 cos 6—3 =8 cos (3+5) cos (s +)- 


188. [ sen ( a e a 
189. [uh te (5) ] MS 


=m 
190. 2 (sen? 5-4 cosê 5) —3 (sent 5-+cost 5)+1=0. 

191. agiti 4—4 1g4=80g 1. 

192. 182 zu (+ E —4) +02 (3 de denia 1) ( 


193, sen (ctg 5) -+sen (tg 5)= 2 sen (Sá 


a) eos ete 10. 
194. 1- cos 24-008 4+cos 6=4c08 1 cos 2 cos 3. 
195. sen{2--sen 4—sen 6=4 sen 1 sen 2 sen 3. 
196,"sen? 5 + sen? Y 2-42 gon 5 sen Y 2 cos (5-+ Y 2) = sen? (54 Y 3). 
107, [sos A-tsená 142 008% 4 2 
Se nieo cora grip" 
Dorauéstrese la validez de las siguientes desigualdades numéricas (198 . . . 244): 
198.£sen 1-pcns1>4. 199. sen1+tg1> 2. 
AN Atos v3 


ET] cos —— Ypo K YA 
201. cos YY > > . 
v 


202. sen (cs XË) < cos (sen 
203. sen (sen V2) < cos (cos V2). 
1 de 1 4y3 
n (1-5) sen (5—1) A 
pati 1 pitt 
205. (+ =V3 Me ye )>3+20 £ 
sen (14V 2) ` 2 
sen 1-son Y 2 ETA 
2 


204. 


206. 


sen 


207, cos 1-+cos V 2 -+eos (n—1—Y 2) < 
208. sen? SS Y 3) >sen2 Y 2 sen 2 "3. 
Ya a1-Y2_1 
209. sen-y son EE g e—a 
210. ¿sen 3 (3-+ V 5)-+5 > 4cos2 (34y 5) +5 sen (34 y5). 
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24. 


243. 


214. 
246. 
218, 
220. 
222, 
224. 
225. 
227. 


228. 


238. 


239. 


240. 
242. 


243. 
244. 


—4<ec0s2 Y 7 +3sen vI<Z. 242. Í < sen? 12009942 <t. 


1 1 4 
EE EZ 


cos z cos A cos 7 
3 3 
arosen -£ <arcsen 37 215. arccos-7 < arccos y, + a 
arg <arctg g. 217. arcetg (2/2) <arcog4. 


2arcctg4-+arcetg3 >. 210, aroig pora >. 


2 5 3 8 

arcos E a <arocos (5). 221, arorg LE anota VIE. 
8 

arccos (3) > + orcsen 2. 223. arcetg (—3) <-3—arctg3. 
28) aroma (215) >. 
arog parc < E. 226. 4 arccos -7 > arccos $ —arcsen + 
arccos--}arecos -fg-Horasen q >=. 
12 cost 5+7 sn y L <13. 229. sæn4+cos4>—V7. 


ctg” 3- ctg" 3—ctg3—1 <0. 
cos V 240052 V 2+c0s3 V2 <0. 


2eos1+sen1>tg E. 233. 18 74o1g897>2. 


cost y 


45 15 m, 15 
200 E (cos EVE $) <5. 205 — > 30070 


a 
cost g 


24 V 24008? G5> O E” 
ic E a 237. 4sen g sen sen g <sen y. 
en-z cos- g 


2cos? Y ¿sen V 3+sen 3 V3 <1. 


cost Vžig VĒ<2sen? V2+31g Y 


V 52m L> esnia. 24. Y IFEI > fH cos. 
Vet >1. 


3 
V. 342 tg Pa r3 > E Y3 


cos 1+cos 3> cos 2-4- 0054. 
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Simplifíquese (245 . . . 262): 


245. 
246. 
247. 


248. 


249. 


262, 


sen? (4—9) -+tg? (1—9) tg? (F9) son (++) cos (9—27). 


1—sen (1—21) cos (1) 8 00 te ( 


5 Ja cost (11). 


(un E) on 8) y (o 42) 


sen (4—m) cos (4— 2a) sen (214) 
sen (4) ctg (14) ctg (Fa) 


sn (17) es (5—3) e (3—2) 


a LY BN TN 
cos (5+7) cos (+3) tg (x ++) 


. cos(2 V Z—2a)+cos (F—V2) son(a-+V2). 


O ae 


. 2sen Y 19.son2 V 19-42 0084 149-0810 V T5. 
. sn 3 Y 214-2-sen5 V Zi-cos2 V Hi. 

RN 
. sen (5—4) -son t:0082. 257. i+tg2 /2-t6 V38 E 


ctg V -+ tg Y 2 
son2 V 74182 Y 7 sont 4 cost 1— 


os VTRAB a V7 A RI NA 


cos 2 V 5—sen2 Y 5-ctg2 V5 
A E 


cos -z= cos -57 


ctg? 10 — tg? 10 — 8 cos 20 ctg 20, 


cos34 V3son3 
cos3— V 3sn3 ` 


Hállense tales A máximo y B mínimo que para cualquer f se verifiquen las 
siguientes desigualdades dobles (268 « « + 285) 

263. A < sen f cos B cos 28 cos 4B < B. 

264. A <senf + 2 cos $ < B. 

265. A < 4 sen 2f — 3 cos 2$ < B. 

266. Demuéstrese que la igualdad (sen 2)% 4- (cos 2)% = 1 se verifica para 
cualquier x sólo en el único caso, en que æ = 2. 


CAPÍTULO 
VI 


FUNCIONES Y GRÁFICAS 
DE LAS FUNCIONES 


Al analizar las relaciones cuantitativas de los fenómenos que 
ocurren en el mundo real hemos de tratar valores numéricos de dife- 
rentes magnitudes, por ejemplo, de tiempo, camino, valocidad, ace- 
leración, volumen, etc. En dependencia de las condiciones que se 
analizan, algunas de las magnitudes tienen valores numéricos 
constantes y las otras, variables. Tales magnitudes se denominan 
constantes y variables, respectivamente. Por ejemplo, al realizarse 
un movimiento uniforme, la velocidad v es constante, mientras que 
el tiempo t y el camino S son variables, con la particularidad de que 
$ = vt. Durante la caída libre de un cuerpo que se tira sin velocidad 
inicial, la aceleración de la gravedad g es una magnitud constante, 
mientras que el tiempo del movimiento ż y el trayecto recorrido $ 


son variables, con la particularidad de que $ = Le. 


El estudio de los fenómenos que nos rodean muestra que las magni- 
tudes variables cambian no de manera independiente una de la 
otra, sino que la variación de los valores numéricos de algunas de 
ellas lleva tras de sí el cambio de los valores de otras magnitudes. 
Aquí se analizarán solamente los pares de variables, los valores de 
una de las variables (dependiente) de los cuales varían en función 
de los valoros de la otra (independiente). En la dependencia entre dos 
variables que se analiza pueden figurar, además de las propias varia- 
bles, ciertas magnitudes que no varían y se llaman, corrientemente, 
constantes. En los ejemplos citados más arriba es natural considerar 
que t es una variable independiente, S, una variable dependiente, 


mientras que $y v son constantes. Expongamos otros ejemplos de 


pares de magnitudes variables: el área de un círculo S = aR?, 
(R es el radio y x, una constante), donde S varía en función de R; 
la loy de Boyle —Mariotte: p = i es el volumen de cierta canti- 
dad de gas, p es la presión de este gas, c es una constante), donde p 
varía en función de V. 
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La variable independiente no siempre toma valores numéricos 
cualesquiera, sino aquellos que se predeterminan por las condiciones 
del problema en consideración. Por ejemplo, en la caída libre de un 
cuerpo arrojado sin velocidad inicial desde la altura H el tiempo del 


movimiento £ puede tomarse sólo dentro del intervalo [o, vi E 


Subrayemos que en los ejemplos aducidos a cada valor de la 
variable independiente le corresponde únicamente un valor de la 
variable dependiente. En lo que sigue se considerará sólo tal depen- 
dencia de los pares de variables. 


$ 1. Definiciones y ejemplos 


Concepto de función. Sea dado un conjunto de números X y su- 

pongamos que se indica cierta regla (ley), designada mediante la 
etra f, de acuerdo con la cual a cada valor de la magnitud x (variable 
independiente) del conjunto X se le pone en correspondencia un valor 
bien determinado de la magnitud y (variable dependiente). Suele de- 
cirse en este caso que viene dada la función y = f (z) con el campo de 
definición X, o bien que viene dada la función y = f (x) definida en 
el conjunto X. El conjunto Y de todos los valores que toma en este 
caso la variable se denomina campo de variación de la función y = 
= f (2). 

En el presente libro se analizarán, principalmente, las funciones, 
para las cuales la ley que establece correspondencias se define me- 
diante las fórmulas. Tal método de definir las funciones se llama 
analítico. 

Ejemplos de funciones. 

1. Sea n un número natural fijo, entonces, a todo número real a 
se le puede poner en correspondencia (véase el cap. IV} el número 
real a”. Por consiguiente, podemos decir que aquí se ha indicado 
una ley, de acuerdo con la cual a todo valor de z, perteneciente al 
conjunto de todos los números reales, se le pone en correspondencia 
un valor numérico x”. Con otras palabras, se ha fijado la función 
y = 2", cuyo campo de definición es el conjunto de todos los núme- 
ros reales. 

2. Sea (—n) un número negativo fijo entero, entonces a todo núme- 
ro real a, distinto de cero, se le puede poner en correspondencia 
v éase el cap, IV) un solo número real a~". Por consiguiente, median- 
te dicha correspondencia queda dada la función y = z7", cuyo 
campo de definición es el conjunto de todos los números reales distin- 
tos de cero. 

3. Sea (a) un número positivo fijo no entero, entonces a todo 
número no negativo a se le puede poner en correspondencia (véase el 
cap. IV) un número a“. Por consiguiente, mediante esta correspon- 
dencia queda definida la función y—= 2%, cuyo campo de definición 
es el conjunto de todos los números no negativos. 
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4. Sea (—«) un número negativo fijo no entero, entonces a todo 
número positivo a se le puede poner en correspondencia (véase el 
cap. IV) un número a-%. Por consiguiente, mediante dicha corres- 
pondencia queda definida la función y = 27%, cuyo campo de defi- 
nición es el conjunto de todos los números positivos. 

5. Sea a un uúmero positivo fijo distinto de la unidad, entonces, 
a todo número real b se le puede poner en correspondencia (véase el 
cap. IV) un número a”. Por consiguiente, mediante dicha correspon- 
dencia queda definida la función y = a*, cuyo campo de definición 
es el conjunto de todos los números reales. 

6. Sea a un número positivo fijo distinto de la unidad, entonces 
a todo número positivo b se le puede poner en correspondencia (véase 
el cap. IV) un número log, b. Por consiguiente, mediante dicha 
correspondencia queda definida la función y = log, z, cuyo campo 
de definición es el conjunto de todos los números positivos. 

7. A todo número real æ (como medida radial del ángulo œ) se 
le puede poner en correspondencia (véase el cap. V) un número sen œ. 
Por consiguiente, mediante la correspondencia mencionada queda 
definida la función y = sen z, cuyo campo de definición es el conjun- 
to de todos los números reales. 

8. A todo número real æ (en calidad de medida radial del ángu- 
lo «) se le puedejponer en correspondencia (véase el cap. V) un número 
cos . Por consiguiente, mediante la correspondencia mencionada 
queda definida la función y = cos z, cuyo campo de definición es el 
conjunto de todos los números reales. 

9. A todo número real æ (en calidad de medida radial del ángu- 


lo a)! tal, que a 4 + + nk, donde k es un número entero cualquiera, 


se le puede poner on correspondencia (véase el cap. V) un número 
tg a. Por consiguiente, mediante la correspondencia mencionada 
queda definida la función y = tg z, cuyo campo de definición es el 
conjunto de todos los números reales, a excepción de los números 


z =% = nk, donde /e es un número entero cualquiera. 


10, A todo número real œ (como medida radial del ángulo a), 
salvo q = nm, donde m es un número entero cualquiera, se le puede 
poner en correspondencia (véase el cap. V) un número ctg æ. Por 
consiguiente, mediante la correspondencia mencionada queda defini- 
da la función y = ctg x, cuyo campo de definición es el conjunto de 
todos los números reales, a excepción de los números z = nm, donde 
m es un número entero cualquiera. 

11. A todo número real a del intervalo —1 < a < 1 se le puede 
poner en correspondencia (véase el cap. V) el único número arcsen a. 
Por consiguiente, mediante la correspondencia mencionada queda 
definida la función y = arcsen z, cuyo campo de definición es el 
conjunto de todos los números reales que pertenecen al segmento 
[=; 0. 

12. A todo número real a del intervalo —1 < e < 1 se le puede 
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poner en correspondencia (véase el cap. V) el único número arccos a. 
Por consiguiente, mediante la correspondencia mencionada queda 
definida la función y = arccos z, cuyo campo de definición es el 
conjunto de todos los números reales que pertenecen al segmento 
13. A todo número real a se le puede poner en correspondencia 
(véase el cap. V) el único número arctg a. Por consiguiente, mediante 
la correspondencia mencionada queda dofinida la función y = 
= arctg z, cuyo campo de definición es el conjunto de todos los núme- 
ros reales. 

14. A todo número real a se le puede poner en corrospondoncia 
(véase el cap. V) el único número arcctg a. Por consiguiente, me- 
diante la correspondencia mencionada queda definida la función y = 
= arcctg x, cuyo campo de definición es el conjunto de todos los 
números reales. 

Observación. Las funciones examinadas en los ejemplos 1 ... 14 
llevan el nombre de funciones elementales fundamentales. 

15, Examinemos una función definida para cualquier x real de 
acuerdo con la regla: y = 1, si z es un número racional; y = 0, si z 
es un número irracional. Esta función recibe el nombre de función 
de Dirichlet. En forma breve esta función se escribe así: 


1, si z es un número racional, 
v 0, si z es un número irracional, 


16. Veamos una función definida para cualquier número real z 
de acuerdo con la regla: y = 1, si z es un número positivo; y = —1, 
si x es un número negativo; y = 0, si z = 0. Esta función se llama 
signo de z, y se denota así: y = sign z. La definición de esta función 
se escribe brevemente en la forma siguiento: 


—=1,siz<O0, 
y =sigú r= 0, si 2=0, 
4, si z>0. 


17. Examineomos una función, definida para cualquier x real 
de acuerdo con la regla: y = g, si z es un número positivo, con la 
particularidad de que z= n + æ, donde n es un número natural 
y0<a< lt; y = —m, si z es un número negativo, con la particu- 
laridad de que z = —m + f, donde m es un número natural y 
OKP <i; y = 0, si 0< z< 1. Esta función se llama parte entera 
de z y se denota así: y = [z]. En forma breve la función y = [z] 
puedo ser definida del modo siguiente: [z] es el máximo número onte- 
To, que es inferior o igual a z. 

18. Si a todos los números reales se les ha puesto en corresponden- 
cia un mismo número real c, se dice que queda definida la función 
y = c, cuyo campo de definición es el conjunto de todos los números 
reales. 
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Campo de existencia y campo de variación de una función. La 
primera cuestión que requiere respuesta inmediata al analizar una 
función se refiero al campo de definición y al campo de variación 
de esta función. 

De la definición de función se desprende que la función y = f (z) 
ha de prefijarse junto con su campo de definición X. Subrayemos 
que el campo do definición de una función se puede prefijar o bien 
por las condiciones del problema que se resuelve, o bien por el senti- 
do físico del fenómeno que se estudia, o bien por los convenios mate- 
máticos. 

No obstante, a menudo ocurre que al prefijar analiticamente una 
Tunción y = Í (z), su campo de definición no se indica de manera 
explícita. En estos casos la función se examina en su campo de defini- 
ción natural. 

Se llama campo de definición natural o campo de existencia do la 
función y = f (z), dada analíticamente, el conjunto de todos los 
valores reales de la variable independiente x, para cada uno de los 
cuales la función toma valores reales. Así pues, el campo de existen- 
cia de una función so determina por la propia ley (fórmula) que define 
la función, mientras quo el campo de definición de la misma se profija 
por las condiciones o por el sentido del problema a resolver, es decir, 
ol campo de definición de una función lo puede constituir cualquier 
parte del campo de existencia de la función, o bien los campos mencio- 
nados pueden coincidir completamente. Por ejemplo, para la función 


2 
y= F el campo de existencia es (—oo; -+-oo), mientras que el campo 
de defini: 


z zn | 

H, será [os y=] 

De este modo, siempre cuando se dice que está dada una función 
y = f (z), se considera que ya está prefijado también su campo de 
definición X; este último o bien se indica explícitamente o bien 
existe el campo de existencia de dicha función (y en este caso se debe 
encontrar de antemano). 

En lo que se refiere al campo de variación de la función y = f (x), 
éste se calcula a base del campo de definición ya prefijado. 

Ejemplos. 1. Sea dada la función y =VY senz — 3. El campo 
do existencia de esta función es un conjunto vacío, es decir, X = f, 
por consiguionte, el campo de variación es también un conjunto vacío, 
es decir, Y = $. 

2. Sea dada la función y = V Tog¿sen z. El campo de existencia 
de esta función es el conjunto de todos los números z, = 5 + 2ak, 


ión de la función, si un cuerpo se deja caer desde la altura 


donde k os un número entero cualquiera, es decir, x=[(F+ 


+ 2nk | k € Z}. Es Jácil ver que el campo de variación consta de un 
solo número, a saber, del punto cero, es decir, Y = (0). 
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3. Sea dada la función y = Y1— 2% El campo de existencia 
de esta función es el segmento [—4; tI, es decir, X == [—1; 1]. Es 
fácil ver que el campo de variación es ol segmento [0; 1], es decir, 


Y =1(0; 1]. 
4. Sea dada la función y = 


1 


. El campo do existencia 


y a 
de esta función es el intervalo (—1; 1), es de X - (1,1). Es 
fácil ver que el campo de variación os el intervalo [{; | 00), es decir, 


= H; 00). 
5, Sea dada la función y=- E + Cuyo campo de defini- 
== 
ción es x=[0; +) entonces os fácil ver que el campo de varias 


ción es el segmento [1; 2j, es decir, Y =]1; 2). 

Acotación de las funciones. La función y = / (z), definida en 
el conjunto X, se Hama acotada inferiormente, si existe Lal número A, 
que AS f (2), cualquiera que esea z € X. 

Ejemplo. La función y = a* está acotada inferiormente en todo 
el campo de oxistencia, puesto que (véase el cap. 1V) 0 < az para 
cualquier æ roal. 

La función y = f (2), definida en el conjunto X, se Jama 
acotada superiormente si existe tal número B. que f (9<B para 
cualquier EX. 

Ejemplo. La [unción y =Y/ [>73 está acotada superiormente 
en todo el campo de existencia, puesto que Y TZ l, para cual» 
quier x tal que E[(—1; 1]. 

La función y= f(x). definida en el conjunto X. se denomina 
acotada, si existe in número A} >Q tal, que |/ (+) IM para 
todo z € X. 

Ejemplo. La función y -> sen x está acolada en lodo ol campo 
de existencia, puesto que |sen z |< 1 para cualquier r real. 

Se puede demostrar que la función y = f (e), definida en el con- 
junto X, está acotada en dicho conjunto si, y sólo si, está simultánea- 
menle acotada en este conjunto lanlo superior como inferiormente. 

Ejemplo. La función y=Y T= está acotada en el campo de 
existencia X = [—1; 1), puseslo que en este conunto está acotada 
inferiormente por el cero, y mente, por ta unidad. 

Paridad e imparidad de las funciones. Se dice que un conjunto X 
os simétrico respecto del origen de coordenadas, si el conjunto X es 
tal, que (—2) € X para cualquier z € X. 

La función y = f (2) se denomina par, si el campo de su definición 
es un conjunto simétrico respecto del origen de coordenadas y si 
Ha) = f (—z) para cualquier x € X. 

Ejemplos de funciones pares: 

, y=cosz, y= V T= 
1 


ye”. 
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De cualquier función par y = f (z), con campo de definición X, 
se dice que es simétrica respecto del eje de ordenadas, puesto que, 
cualquiera que sea z € X, los puntos del plano (z, f (2) y (—x, f (—2)) 
son simétricos con relación al eje Oy. 

La función y = f (x) se denomina impar, si el campo de su defi- 
nición X esun conjunto simétrico respecto del origen de coordenadas 
y si f (—z) += — f (z) para cualquier z € X. 

Ejemplos de funciones impares: 


y= y=sen zx, 


y=i, y=%  y=arctg t. 

De cualquior función impar y = f (z), que dispone del campo de 
definición X, sa dice que es simétrica respecto del origen de coordenadas, 
puesto que, oualquiera que sea z € X, los puntos del plano (z, f (2) 
y (—x, —f (2)) son simétricos con relación al origen de coordenadas. 

A la par cou Jas funciones pares e impares existen también 
funciones que no son ni unas ni otras, por ejmplo, las funciones 
y=2, y = lg z, y = arccos x, y = V7. 

Teorema 1. Toda función definida en un conjunto X, simétrico 
respecto del origen de coordenadas, puede ser representada en forma de 
la suma de dos funciones, cada una de las cuales está definida en el mismo 
conjunto X, y una de las cuales es par y la otra, impar. 

Demostración. Supongamos que la función y = f (z) dispone 
del campo de definición X, simétrico respecto del origen de coordena- 
das. Mostremos que existen las funciones y = ọ (z) e y = Ņ (2), 
cada una de las cuales queda definida en el mismo conjunto X y son 
tales, que y = q (z) + y (2) = f (2), donde y = q (z) es una fun- 
ción par, mientras que y =p (z) os impar. Supongamos que 


po OHEA, pa La 


Está claro que cada una de estas funciones queda definida en el con- 
junto X y que q (—2) =p (z), y (—2) = —p (x), como también 
Í (z) = ọ (z) + y (z). El teorema está demostrado. 

Ejemplo. La función y = 2* puede ser representada como la suma 
de dos funciones y = ọ (z), donde q (z) = HA e y=y(2), 
donde to- 3, con la particularidad de que la función 


y = p (z) es par, y la función y = y (z), impar. 

Observación. A la par con el concepto de función par, es decir, 
de función simétrica respecto del cje de ordenadas, se puede introducir 
una noción más general de una función, simétrica respecto de una 
recta vertical que pasa por el punto (a, 0). Suele decirse que el conjun- 
to X es simétrico respecto del punto (a, 0), si dicho conjunto es tal, 
que el punto (2a — z) € X para cualquier z € X. 

Una función y = f (z) se llama simétrica respecto de la recta 
vertical que pasa opr el punto de coordenadas (a, 0), si el campo de su 
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definición es un conjunto simétrico respecto del punto (a, 0) y si para 
E perteneciente al canipo de definición se verifica f (2a — z) = 
= f (z). 

Ejemplo. La función y = sen z os simétrica respecto de una 
recta vertical que pasa por el punto (1/2, 0). En efecto, el campo de 
definición de esta función lo constitue toda la recla numérica, por 
consiguiente, dicho conjunto es simétrico respecto de culquier punto, 
incluido el punto 1/2, mientras que la igualdad sen [2 (1/2) — z] = 
= sen x se verifica para cualquier z real. 

Crecimiento y decrecimiento de las funciones. Una función y = 
= f (x), definida en el conjunto X, se denomina creciente en este 
conjunto, si para cualquier par de números x, y x; de dicho conjunto 
de la desigualdad z, < z, proviene que j (2,) < f (z). 


Ejemplos. 1. La función y—= zes creciente en el intervalo (—oo, 
+00). 

2. La función y = z? es creciente en el intorvalo [0; 00). 

3. La función sen z es creciente en el intervalo [ —1/2, 1/2). 


Una función y = f (z), definida en el conjunto X, se denomina 
decreciente en este conjunto, si para cualquier par de númoros x, y 2g, 
pertenecientes a dicho conujnto, de la desigualdad z, < z, se deduce 
que f (21) > f (24). 

Ejemplos. 1. La función y = (1/2) es decreciente en el intor- 
valo (—oo, +00), 

2. La función y = sen z es decreciente en el intervalo [11/2; 37/2]. 

Una función y = f (z), definida en el conjunto X, se denomina no 
decreciente en este conjunto, si para cualquier par de números £y y £y, 
pertenecientes a dicho conjunto, de la desigualdad z, < x, se deduce 
que f (2) f (2). 

Ejemplo. La función y = Yz F |z] es no decreciente en el 
intervalo (—oo; -+oo). 

Una función y = f (z), definida en el conujnto X, se denomina 
no creciente en este conjunto, si para cualquier par de números z, y La 
pertenecientes a dicho conjunto, de la desigualdad z; < x, se deduce 
que f (2) > f (z4). 
zx?, para 2<O0, 
0, para z>0 
dentro del intervalo (—oo; +00). 

Las funciones crecientes, decrecientes, no crecientes y no decre- 
cientes llevan el nombre de funciones monótonas. Las funciones cre- 
cientes y decrecientes se llaman estrictamente monólonas. 

Periodicidad de las funciones, Una función y = f (z) se llama 
periódica, si existe tal número 7' + 0 que para cualquier z, pertene- 
ciente al campo de definición de la función y = f (z), los números 
{z + T) y (z — T) también integran el campo do dofinición y para 
todo z del campo de definición se verifica f (z + T) = f (2). 

Observación. Para una función periódica tiene lugar la igualdad 


Ejemplo. La función y = es uo creciente 
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f(z — T) > 1 (2). En efecto, la lunción y = f (x) en el punto (z — 1) 
está definida y f (2) — fie — T) 171 =/f(2— T). 

Teorema 2. Si un número T es el período de la función y = Í (2), 
entonces el número Q == mT, donde m es cualquier número entero 
y fijo distinto de cero, también será periodo de dicha función. 

Demostración. Mostremos que para todo æ perteneciente al 
campo de definición de la [unción y = f (x) y para cualquier n natu- 
ral: 

a) los puntos (x -| nT} y (x — nT) pertenecon al campo de defi- 
nición de la función y = f 

Dio=f 2) y f(2) (m—naT). 

Sea n =1, entonces, de acuerdo con la definición y la observación: 

a) los puntos (2 + 7) y {z — T) pertenecen al campo de delini- 
ción do la función y ~ f (£); 

b) $ (2) © J (< -- T) y f (2) = f (z — 1) 

Supongamos que para n = le la afirmación a) es válida. Demos- 
tremos que ella queda válida para n = Æ + 1. Efectivamente, por 
hipótesis, los puntos (z + AT) y (£ — k7) pertenecen el campo de 
definición de la función y = f (x), y T es el período de la última. Por 
consiguiente, los puntos I(x -+ 47) + TI y [(z — bT) — TJ, es decir, 
los puntos [x J- (X 4) TI y [z — (e + 1) 7] pertenecon al campo 
de definición de la misma función. 

Así pues, para eualquior z del campo de definición de la función 
y = f (2) el punto (2 + m7), donde m es un número entero cualquie- 
ra distinto de cero, pertenece al campo de definición de la función 
citada. 

Supongamos que la afirmación b) cs ida para todo n = k, 
es decir, que f (2) = f (2 -+ kT) y f (2) = f (e — kT). Mostremos 
que la afirmación es válida para n = le -+ 1. En efecto, como T es 
el período do la función y = f (2), entonces para el punto (x + kT) 
tenemos / I(x | 27) + Ti = f(z — kT), mas, por hipótesis, f (1) = 
= f (z + kT). por consiguiente, f (x) = f l (+ H) Tl. Análo- 
gareule, para el punto (r — 7) se domuestra que f (z) = f la — 
— (k + 1) TJ, es decir, la afirmación b) queda demostrada para Lodo 
m entero distinto de cero. 

Así pues, queda demostrado el teorema 2. 

Ejemplo. 1. La función y = sen x tiene como su período el 
ro T = 2n, puesto que para cualg; x los números (e + 211) 
) integran el dominio de definición de esta función y sen 
= sen z. 

2. La función y -z — [æ] tiene como período el número Y <A, 
puesto Qe está definida para cualquior z, y (z + t) — le +1] = 
= z — le). 

3. Una función definida tal como viene abajo: 

1, si x es un número racional cualquiera, 


y 0, si x es un número irracional cualquiera 


tiene como período cualquier número racional. 
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4. La función y = sen z no es periódica, puesto que, por ejem- 
plo, para el número æ = 0 el número z — 7 (si T > 0) o el número 
z- T (si 7 <0) no pertenecen al campo do definición de esta 
función. 

El número 7 se denomina período principal, si es positivo y mí- 
nimo entre todos los períodos positivos. 

Hemos de notar que la función aducida en el ejemplo 3 no tiene 
período principal. 

Valores máximo y mínimo de las funciones. Supongamos que 
una función y = f (z) está definida en el conjunto X. Si existe tal 
Zo € X, que para cualquier z € X se verifica la desigualdad f (z) > 
> Í (zo), se dice que la función y = f (z), definida en el conjunto X, 
toma para £ = zp, el valor mínimo yo = f (zo). 

Si existe tal xp € X, que para cualquier z € X se vorifica la 
desigualdad f (2) < f (xo), se dice que la función y = f (x) definida 
en el conjunto X toma, para s = zp, el valor máximo yy = f (to). 

Ejemplos. 1. La función y = son z toma en el intervalo [0, 27} 
su valor máximo y = 1 cuando z = 1/2, y el valor mínimo, y = — 1 
cuando z = 3n/2, 

2. La función y = x* toma en el intervalo (—oo; 4-00) el valor 
mínimo y = 0, cuando z = Ô, pero no existe tal z del campo de 
existencia de la función, donde ella tome el valor máximo. 

3. La función y = 2* en el intervalo (—oo; +00) no adquiere 
ni el valor máximo, tampoco el mínimo. 

4. La función y = 2* toma en el intervalo [0; 1] su valor mínimo 

= 1, cuando x= 0, y el valor máximo y = 2, cuando v = 1. 
Gráfica de una función. Introduzcamos en un plano el sistema 
rectangular de coordenadas x0y y oxaminemos una función y = 
= f (x). Asignando a z los valoros sucesivos t Te -. a, Ens > + «> 
obtendremos los valores correspondientes do Yi, Y3, «<-> Uns +++ 
Marquemos en ol plano los puntos cuyas coordenadas son (zi, yy), 
(ao Dar D io a 

Se denomina gráfica de la función y = f (x) un conjunto de pun- 
tos en el plano que satisface las siguientes condiciones: 

a) todo punto con las coordenadas (£o, yo), donde yo = f (zo), 
pertenece a este conjunto; 

b) todo punto perteneciente a dicho conlunto de puntos tiene 
tales coordenadas (z, yy), quo y, = f (zı). 

Dicho de otra forma, la gráfica de la función y = f (x) es el conjun= 
to de todos los puntos del plano cuyas coordenadas satisfacen la condición 
y = f (z), y no contiene otros puntos. 

Por ejemplo, la gráfica de la función y= Y Jog, sen z será el 
conjunto de puntos del plano {F + 2k, 0) , donde k es un nú- 


mero entero cualquiera, y sólo de estos puntos. 

Análisis de las funciones. Si para una función dada y = (z) 
se han estudiado todas las propiedades mencionadas más arriba, suele 
decirse que se ha realizado el anláisis de la función y = f (x). 
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Así pues, al analizar una función, se debe responder a las siguien- 
tes preguntas: 

a) ¿Cuál es el campo de existencia de la función? 

b) ¿Cuál es el campo de variación de la función? 

c) ¿Está acotada o no la función? 

d) ¿Toma la función los valores máximo y mínimo? 

e) ¿Es periódica? 

1) ¿Es la función par o impar o ni una ni otra? 

g) ¿Tiene la función intervalos, donde es monótona? 

h) ¿Hay puntos do intersección de la gráfica con los ejes de 
coordenadas? 

i) ¿Cuál es la gráfica de la función? 

Observación. El carácter ilustrativo de la gráfica hace de ella 
un medio auxiliar insustituible del análisis de una función, pero la 
gráfica sólo ilustra las propiedades de la función y no las demuestra, 


$ 2. Funciones elementales fundamentales 


En este párralo se analizarán todas las funciones elementales 
fundamentales. 

Función lineal y = æ. La dependencia y = z se denomina 
directamente proporcional. Se comprueban con facilidad las siguientes 
propiedades de esta funció: 

a) el campo do existencia es (—oo; +00); 

b) el campo de variación es (—oo; +00); 

c) la función no está acotada ni inferior ni superiormento; 

d) la función no toma ni el valor máximo, ni tampoco el mínimo; 

e) la función es no periódica; 

s) la función es impar; 

g) la función es creciente en todo el intervalo (—oo, +00); 

h) el punto (0; 0) es el único punto de intersección con los ejos 
coordenados. 

Teorema 1. La gráfica de la función y = x es una recta que pasa 
por el origen de coordenadas y ue sirve de bisectriz de los ángulos 
coordenados primero y tercero (fig. 95). 

Demostración. Supongamos que el punto 
M, (z,, y) es tal, que sus coordenadas sa- 
tisfacen la condición y, = 2,. Six, = y, =0, 
entonces el punto M, coincidirá con el origen 
de coordenadas. Si zı = y, %0, entonces 
los números z, € y, o bien son ambos posi- 
tivos, o bien ambos negativos, es decir, el 
punto M, se dispone o bien en el cuadrante 
primero o bien, en el tercero. Como de la 

Fig. 95 condición y, = z, se deduce que |y, | 

= |z, |, entonces el punto M, es equidi 

tante con relación a los ejes de coordenadas. Por consiguiente, se 
dispone o bien en la bisectriz del primer cuadrante (si sus coordena- 
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das son pesitivas). o bien en la bisectriz del tercer cuadrante (si sus 
coordenadas son negativas). Así pues, cualquier punto M, (£y ya), 
donde y, = £y, o bien coincide con el origen de coordenadas, o bien 
se dispone en una de las bisectrices de los cuadrantes primero o ter- 
cero. 

Es obvio que las coordenadas del origen de coordenadas satisfacen 
la condición 0 = 0. Si el punto M, (zı, y») se dispone en wna do las 
bisectrices (o bien del primor cuadrante o bien del tercer cuadrante), 
entonces |z, | = | ya | (las distancias hasta los ejes coordenados 
son iguales). Como Jos números x, e y, son o bion ambos positivos 
(si el punto M, se dispone en el primer cuadrante) o bien ambos 
negativos (si el punto M, se encuentra en el tercer cuadrante), 
entonces de las condiciones | y, |= | 72 | se deduce y, = Tg, es 
decir, el punto Ms (Za. y») es tal que ya = z, Así pues, el origen 
de coordenadas y cualquier punto dispuesto en una de las bisectri- 
ces (o bien del primer cuadrante o bien del tercer cuadrante) tiene 
tales coordenadas (£3, Y4) qUe Ya = Ta. 

Por definición de la gráfica de una función, la recta que pasa por 
el origen de coordenadas y sirve de bisectriz para los cuadrantes 
primero y tercero es la gráfica de la función y = x (véase la Sig. 95). 
El teorema está demostrado. 

Hipérbola =$ . La dependencia y = t se denomina inversamente 
proporcional. Se comprueban con facilidad Jas siguientes propiedades 
de esta función: 

a) el ampo de existencia es (—oo, 0) U (0, 4-00); 

b) el campo de variación es (—oo, 0) U (0, +00); 

c) la función no está acotada en todo el campo de existencia, 
pero está acotada inferiormente (y > 0) en el intervalo (0, 400) 
y superiormente (y < 0) en el intervalo (—oo, 0); 

d) la función no toma el valor máximo ni tampoco el mínimo; 

e) la función es no periódica; 

fî) la función es impar; 

g) la función no es monótona en todo el campo de existencia, pero 
re decreciente en el intervalo (0, 400) y, además, en el intervalo 
—oo, 0); 

h) no hay puntos de intersección con los ejes. 

La gráfica de la función y = E es una línea denominada hipérbola 


(fig. 96). 

Teorema 2. La gráfica de una función impar es simétrica respecto 
del origen de coordenadas. 

Demostración. Sea dada una función impar y = f (x) y suponga- 
mos que el punto (xp, yy) se dispone en la gráfica de esta función. 
Entonces, yo = f (£o) y, por ser la función impar, yo = f (—xp), es 
decir, el punto (—xp, —Yo) es simétrico al punto (£o, yo) con relación 
al origen de coordenadas y se dispone también en la gráfica. El 
teorema queda demostrado. 
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Observación. Para construir la gráfica de una función impar 
es suficionte coostruirla para > 0. Para z < 0, la gráfica resulta 
una representación simétrica de la parte de la gráfica construida res- 
pecto al origen de coordenadas. 


Pig, 96 Fig. 97 


Parábola y = x°. La dependencia y = zè so denomina cua- 
drática. Se comprueban con facilidad las siguientes propiedades de 
esta función: 

a) el campo de existencia es (—oo, 4-00); 

b) el campo de variación os [0, +00); 

c) la función está acotada inferiormente: y>0; 

d) la función toma su valor mínimo y = 0 cuando z = 0; 

e) la función no es periódica; 

f) la fuación es par: 

g) la función no es monótona en todo el campo de existencia, 
pero es decreciente en ol intervalo (—>o, 0] y creciente en el inter- 
valo [0, +00); 

h) el punto (0; 0) es el único punto de intersección con los ejes 
coordenados. 

La gráfica de la función y =x* es una curva que se denomina 
parábola (tig. 97). 

Teorema 3. La gráfica de una función par es simétrica respecto 
de eje Ox. 

Demostración. Supongamos que ol punto (x,, y) se dispone en 
la gráfica de una [unción par y = f (x), es decir, sea yy = f (To). 
Debido a la paridad de la función, ye = f (—zp). es decir, el punto 

Los Yo) es simétrico al punto (zp, yo) con relación al eje Oy y se 
dispone también en la gráfica de la función y = f (x). El teorema 
queda demostrado. 

Observación. Para construir la gráfica de una función par es 
suficiente construirla sólo para > 0. Para z < 0, la gráfica resulta 


298 


una representación simétrica de la parte de la gráfica construida 
con relación al eje Oy. 
Funciones potenciales y = z. Las funciones examinadas más 


i 1 ¿ 
arriba, a sabor, y= x, y = 2%, y =-7, representan caso sparticula- 


res de la función potencial. 

Voamos otros casos: 

1. y =z?" (mes un número natural fijo). Entonces, 

a) el campo de existencia es (—oo0, +00); 

b) el campo de variación os [0, +00); 

e) la función cstá acotada inferiormen > 0; 

d) la función toma su valor mínimo y = 0, cuando x 

e) la función no es periódica; 

f) la función es par; 

g) la función no es monótona en todo el campo de existencia, pero 
decrece en el intervalo (—oo, 0] v crece en el intervalo [0, 4-00); 


y 
mi 7 


Fig. 98 big. 99 


h) el punto (0; 0) os el único punto de intersección con los ejes 
coordenados. 

Las gráficas de las funciones y = zê, y = 
en la fig. 98. 

2. y = 2%” ~l (m es un número natural fijo). Entonces, 

a) el campo de existencia es (—o0, +00); 

b) el campo de variación es (—oo, +00); 

c) la función no está acotada ni superior ni inferiormente; 

d) la función no toma el valor máximo ni tampoco el mínimo; 

e) la función no es periódica; 

1) la función es impar; 


, y = xê se exponen 
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g) la función es creciente en lodo el campo de existencia; 
h) el punto (0; 0) es el único punto de intersección con los ejes 
coordenados. 


s de las funciones y = z, y = 2%, y = <’ se exponen 


en la fig. Y 
3.y=xw (m es un número nalural fijo). Entonces, 
a) el campo de existencia es (—oo, 0) U (0, +00): 
b) el campo de variación es (0, +00); 
c) Ja función está acotada inferiormente: y > 0; 
d) la función no toma el valor máximo ni tampoco el mínimo; 
e) la función no es periódica; 
f) la función es par; 
g) la unción no es monótona en todo el campo de existencia, pero 
crece cn el intervalo (—oo, 0) y decrece en el intervalo (0, +00); 


viry 


Fig. 100 


h) no hay puntos de intersección con los ejes coordenados. 

Las gráficas de las funciones y = 7°, y = z~ se exponen en la 
fig. 100. 

4. y =2""* (m es un número natural fijo). Entonces, 

a) el campo de existencia es (—oo, 0) U (0, +00); 

b) el campo de variación es (—oo, 0) U (0, +00); 

c) la Eunción no está acotada ni superior ni inferiormente; 

d) la función no toma el valor máximo ni tampoco el mínimo; 

e) la función no es periódica; 

f) la función es impar; 

g) la función no es monótona en todo el campo de existencia, 
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pero decrece en el intervalo (—oo, 0) y, adomás, en el intervalo 
(0, +); 

h) no hay puntos de intersección con los ejes coordenados 

Las gráficas de las funciones y— 27, y =x"%, y = 275 se expo- 
nen en la fig. 101. 

5. y = x7 (a es un número positivo fijo no entero). Entonces, 

a) el campo de existencia os [0, +00); 

hb) el campo de variación es [0, +00); 

c) la función está acolada inforiormente: y > 0; 

d) la función toma su valor mínimo y =0 para r = 0; 

e) la función no es poriódica; 

f) la función no es par ni tampoco impar; 

g) la función es creciente en todo el campo de existencia; 

h) el punto (0; 0) es ol único punto do intersección con los ejes 
coordenados. 

Las gráficas de ciertas [nnciones se exponen en la fig. 102, 


«ey 
rÀ? 


} Ucak 


Fig. 402 


6. y = x-% (u es un número positivo fijo no entero), Entonces, 

a) el campo de existencia es (0, +00); 

b) el campo de variación es (0, 400); 

c) la función está acotada inferiormente: y > 0; 

d) la función no toma el valor máximo ni tampoco ol mínimo; 

e) la función no es periódica; 

f) la función no es par ni tampoco impar; 

g) la función es decreciente en todo el campo de existencia; 

h) no hay puntos de intersección con los ejes coordenados. 

Las gráficas de ciortas funciones se exponen en la fig. 103. 

Función exponencial y = a”. Una función y = a*, donde a os 
un número fijo tal, que a > 0 y a + 1, se denomina función exponen- 
cial. La función exponencial poses las siguientes propiedades; 

a) el campo de existencia es (—oo, +00) 

b) el campo de variación es (0, +00); 

e) la función está acotada inforiormente: y > 0; 
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d) la función no tonia el valor máximo ni tampoco el mínimo; 

€) la función no es periódica; 

1) la función no es par ni tampoco impar 

g) sia > 1, la función y = a“ crece en todo el campo de existen- 
cia; si 0< a < 1, la función y = e* decrece en lodo el campo de 
existencia; 


(Y VW Mi 
Fig. 103 


h) ol punto (0; 1) os el único punto de intersección con los ejes 
coordenados, 

Las gráficas do algunas funciones exponenciales se exponen en la 
fig. 104 (para a > 1) y en la fig. 105 (para 0 <a < 1). 


Fig. 104 Fig. 105 


Función logarítmica y = log x. Una función y = log z. donde 
a es un número fijo ta), que a >Ù y a Æ 1, se denomina función 
logarítmica. La función logarítmica posee las siguientes propiedades: 
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a) el campo de existencia es (0, +00 

b) el campo de variación es ( >» +0); 

e) la función no está acotada ni superior ni inferiormente; 

d) la función no toma el valor máximo ni tampoco el mínimo; 

e) la función no es periódica; 

f) la función no es par ni tampoco impar; 

g) sia > 1, la función y = log,x crece en todo el campo de exis- 
tencia; si 0 <a< 1, la función y = log,x decrece en todo el campo 
de existencia; 

h) el punto (1; 0) es el único punto de intersección con los ejes 
coordenados. 

Las gráficas de algunas funciones Jogarítmicas se exponen en la 
fig. 106 (para a > 1) y en la fig. 107 (para 0 < a < 1). 


yb A 


Jy Inga 


1 
4 My =t0yei 
M, Hg=logoz 


g Lym bape 
FI Dy=!09,2 
f My=tnc 

Ny=l a 


Fig. 106 Fig. 307 


Funciones trigonométricas principales. Anles de empezar el 
análisis de las funciones trigonométricas demostremos un teorema. 

Teorema 4. Para construir la gráfica de una función cuyo período 
principal es T, basta construirla en el segmento de longitud T y hacer 
prolongrarla luego periódicamente. 

La demostración se desprende de la definición de gráfica de la 
función y de la definición de periodicidad de la misma. Así por ejem- 
plo, si f (x + nT) = f (z), entonces junto con el punto (£o; yo) 
a la gráfica le pertenecen también los puntos {z4 + Fn. yo) para 
todo n entero. 

Sinusoide y = sen z. Haciendo uso de las propiedades del seno 
de un ángulo, obtenemos las siguientes propicdades de la función 

= Sen T: 
a) el campo de existoncia es (—oo, +00); 
b) el campo de variación es [-4; 1); 
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e) la función está acotada inferior y superiormente; 
d) la función toma su valor mínimo y = —1 para cada ta = 


= —F+2nk, dondo es un número entero cualquiera, como tam- 


bién su valor máximo y = 1 para cada Tm = + + 21m, donde m es 
un número ontero cualquiora: 

e) la función os periódica, de período principal igual a 21: 

1) la función es impar; 

g) la función no es monótona en todo el campo de existencia pero, 


crece en cada intervalo [E tnk, Ftna), donde k es un 


número entero cualquiera, y decreco en todo intervalo [5 t 2nk, 


Ra 


2ak]), dondo Æ es un número cxtero cualquiera, 


Mostremos, por ejemplo, que en el “segmento [5 3] la 


función y=sen x os creciente, es decir, que para cualquier par 
de números x, y Tz cs tal, que << se verifica la 
desigualdad sen Ty < son Y. 

Para cualquier par de números z, y £, tenemos, según la fórmula 
para la diforencia de los senos: 


sen x, —sen z= 2 son 21% cos atis, (1) 


2 


Demostremos que el segundo miembro de la igualdad (1) es noga- 
E 


tivo, si — 3 <a <<. La condición <F es equivalente 
a la condición -5< —£z. Al sumar esta igualdad con la igual- 
dad — ESA obtendremos —1 < z; — zz. Tomando en conside- 


ración que la desigualdad z; < x, es equivalente a la desigualdad 
1, —2¿<0, tenemos -1T — t <0, o bion —F< 2 <0, 


Por consiguiente, sen api <0. Al sumarlas desigualdades — 


5 <x < 5 de 2 <LI 5 | oblenemos— n < 2, + n< 5, 
o bien -j< i< Š- Por consiguiente, cos atao, 


Así pues, el sogundo miembro de la igualdad (1) es inferior a cero, 
por consiguiente, sen 1, < SOn Ty 
a 
2 
es decreciente, es decir, que para cualquier par de números £; y Tz 


Mostremos que en el segmento E à ] la función y= sen z 
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«—a<e—2a<f. En virtud de que un el segmento 
2 a 1 E 


[-4. 3] la función y =sen æ es monótona creciente, tenemos 


para (z, — n) y (z — a) que sen (z, — x) < sen (2, — 1). Ahora, 
AS VA E de ésa alo a 


Fig. 108 


< sen (z, — x) = sen [-(a — 2)] < som [= (a — r) <= 
<> — sen (n — 21) < — sen (3 — 2,) => son (a — z) > son (n— 
— £) => Sen 1, > SeN Ly. 
Quiere decir que es válida la desigualdad son z; >s 
se trataba de demostrar. 

De modo análogo se demuestra que la función y = sen æ es cre- 


ciente en cada intervalo | —>7+2nk, = ak], donde kes un número 


entero cualquiera, y decreciente en cada intorvalo i 2nk, Ean 


N Ta, lo que 


2k] + donde & es un número entero cualquiera, 


h) los puntos de intersección con los ejes coordenados son aquellos 
que tienen las coordenadas (nk, 0), donde / es un número entero 
cualquiera. 

Teniendo presente el carácter periódico de la función, so puede 
construir la gráfica de la misma y = sen x, que se denomina sinusoide 
(tig. 108). 

Cosinusoide y = eos. llaciendo uso de las propiedades del 
coseno de un ángulo, oblenemos las siguientes propiedades de la 
función y = cos z: 

a) el campo de existencia es (—oo, -+00); 

b) el campo de variación se [—1; 1); 

c) la función está acotada inferior y snperiormente:; 

d) la función toma sn valor mínimo y = —1 para todo, Lh x+ 

- Zak, donde 4 cs un número entero cualqui a, y el máximo y = 1, 
para cada Zm = 2am, donde m es un número entero cualquiera; 

e) la función es periódica, el período principal es de 2a; 

f) la sunción es par; 
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g) la función no es monótona en todo el campo de existencia, pero 
la función es creciente en cada intervalo k — n, 25k], donde k 
es un número entero cualquiera, y decreciente en cada intervalo 
lak, 2nk 1- al, donde k es un número entero cualquiera. 

h) el punto de intersección con el eje Oy tiene las coordenadas 
(0; 1); hay una infinidad de puntos de intersección con el eje Ox; 


cada uno de los puntos (5 + ank, 0). donde k es un número entero 


cualquiera, es el punto de intersección con el eje Oz. 


Fig. 304 


Teniendo presente el carácter periódico de la función, se puede 
construir la gráfica ed la misma y = cos x, que se Jlama cosinusoide 
(fig. 109). 

Curva de tangente y = tg x. llacicadu uso de las propiedades 
de la tangente de un ángulo, obtenemos Jas siguientes propiedades de 
la función y = tg x. 


a) el campo de existencia es cualquier z, salvo 4, =-5 


donde k es un número entero cualquier 
b) el campo de variación es (—00. -00); 
c) la función no está acotada; 
d) la función no toma el valor máximo ni tampoco el mínimo; 
e) la función es periódica, su período principal es a; 
f) la función es impar; 
£) la función no es monótona en todo el campo de existencia, 


pero es creciente en cada uno de los siguientes intervalos (uz, 


ak HE) , donde > es un número entero cualquiera. 


hı) los puntos de intersección con los ejes coordenados son aque- 
los que tienen las coordenadas (am, 0), donde m es un número entero 
cualquiera. 
Teniendo presente el carácter periódico, podemos construir la 
tiea de la función y = tg z, que se llama curva de tangente 
(fig. 110). 

Curva de cotangenle y = ctg z. Haciendo uso de las propiedades 
de la cotangente de un ángulo, obtenemos las siguientes propiedades 
de la función y = etg r: 
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a) el campo de existencia es cualquier x, salvo £m 
de m es un número entero cualquiera 

b) el campo de variación es (—oo. 

c) la función no está acotada; 

d) la función no toma el valor máximo ni el mínimo; 

e) la función es periódica, su período principal es a; 

f) la función es impar; 

g) la función no es monótona en todo el campo de existencia, pe- 
To es decreciente en cada uno de los siguientes intervalos (sum, q + 
-+ nm), donde m es un número entero cualquiera; 


ł 


am, don- 


h) los puntos de intersección con los ejes coordenados son aquel- 
los que tienen por coordenadoas ( > + am, 0) +, doude m es un número 
entero cualquiera. 

Tomando en consideración el carácter periódico, se puede construir 
la gráfica de la función y = ctg x. que se llama curva de cotangente 
(tig. 11). 

Funciones trigonométricas inversas principales. Las funciones 
y = arcsen z, y = arccos v, y = arctg x, y = arcctg x se denominan 
funciones trigonométricas inversas principales. 

Función trigonométrica inversa y = aresen y. Haciendo uso de 
las propiedades del arco seno de un número, obtenemos las siguien- 
tes propiedades do la función y == arcsen x. 

a) el caapo de existencia es [—1; 1]; 


b) el campo de variación es [2 +; 


c) la función está acotada inferior y superiormente; 
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e ma n 
d) la función toma el valor mínimo y =-ș cuando z = — 1, 


, cuando x= 1; 


e) la función no es periódica; 

f) la [unción es 

ón es creciente en todo el campo de existencia; 
Demostremos prpiedad. Con este objeto mostremos que si 

AS z, X 2,< 1, entonces arcsen z, < arcson zz. Denotemos gy = 

= arcsen 1, Y &g = arcsen Tg. Está claro que sen g} = z) y SON (y 

= za es docir, vs necesario demostrar que si sen %, << sen dy, 


Ig-car 
Fig. 141 


entonces a, < uz Realicemos la demostración por reducción al 


absurdo: sea 2,>%2. Por cuanto en el segmento [- 7’ 4] la función 
y = sen x es siempre creciente, de la condición %, > %, resulta que 
sen 0 > sen cto, lo que contradice la condición sen a, < sen %y. 
Por lo tanto, Ja suposición no es cierta, es decir, la función y = arc- 
sen x es crecionte. 

D cl único punto de intersección con los ejes coordenados es 
el (0; 0). 

La gráfica de la función y = aresen x se expone en la fig. 112, 

Función trigonométrica inversa y = arccos z. Haciendo uso de 
las propiedades del arco coseno de un número, obtenemos las siguien- 
tes propiedades de la función y = arccos q: 

a) el campo de existencia es [—1; 1]; 


b) el campo de variación es [0, ah 
e) la función está acotada inferior y superiormente; 
d) la función toma el valor máximo y = n cuando x = — 1, 


y el valor mínimo y += 0, cuando x = 
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e) la función no es periódica; 
f) la función no es par y no es impar; a 
g) la función es decreciente en todo el campo de existencia; 


h) los puntos (0, 3) y (l; 0) son puntos de intersección con 


los ejes de coordenadas. 
La gráfica de la función y = arccos z es expone en la fig. 113. 


yA 
| 
Chahal i00 


L y=0r0wos 2 
Fig. 112 Fig. 143 
Función trigonométrica inversa y = aretg z. Haciendo uso de 


las propiedades del arco tangente de un número, obtenemos las 
siguientes propiedades de la función y = arctg z: 


Fig. 144 


a) el campo de existencia es (—oo, +00); 

b) el campo de variación es (l-4. 5) j 

e) la función está acotada inferior y superiormente; 

d) la función no toma ni el valor máximo ní el mínimo; 

e) la función no os periódica; 

f) la función es impar; 

g) la función es creciente en todo el campo de existencia; 

h) el punto (0; 0) es el único punto de intersección con los ejes 
coordenados. 

La gráfica do la función y = arctg z se expone en la lig. 114. 

Función trigonométrica inversa y = arcclg x. Haciendo uso de 
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las propiedados del arco cotangente de un número, obtenemos las 
siguientes propiedades de la función y = arcctg z; 

a) el campo de existencia es (—oc, +00); 

b) el campo de variación es (0. a); 

c) la función está acotada superior e inferiormente; 

d) la función no toma ni el valor mínimo ni el máximo; 


GEES 


—— —— 
le 


Pig. 115 


e) la fun no os periódica; 
f} la función no es par y no es impar; 
g) la función es decreciente en todo el campo de existencia; 


h) el punto (o, 3) es el único punto de intersección con los ejes 


coordenados. z 
La gráfica de la función y = arcctg x se expone en la fig. 115. 


$ 3, Funciones inversas 


Aplicación biunívoca. Toda función y = f (x) aplica el campo 
de existencia de la función sobre el campo de su variación de tal 
modo que a cada z del campo de existencia le corresponde el único 
valor y del campo de variación. 

Examinemos unas cuantas funciones junto con sus campos de exis- 
tencia y de variación (tabla 2). 

Algunas de las funciones aducidas a diferentes x del campo de 
existencia les ponen en correspondencia diferentes y. Por ejemplo, 


Tabla 2 


A | Campo de campo de 
Punelón: | existencia | variación 


(—oo; o) 10; co) 
{—4; 1] 1011 
(—co0; o0 01) 
g~er 001 10; 00) 


sin 


para la función y = 27, cualquier valor de y del campo de variación 
se obtiene sólo para un valor de z del campo de existencia. En estos 
casos se dice que la función realiza una aplicación biunívoca de su 
campo de existencia sobre el campo de variación. Hemos de notar 
que todas las demás funciones citadas en la tabla no poseen dicha 
propiedad: 

la función y = 
como para z = — 


toma un mismo valor y = 1 tanto para z = 1, 


v3 
la función y=V1—2* toma un mismo valor y= TŽ tanto 


1 1 
para r=- como para t= — 7 i 


z 1 
toma un mismo valor y= 


3 


E 1 

la función y= TFF 
z=2, como para t= —2. 

Así pues, las funciones puedon dividirse en dos clases: 

1) funciones que realizan una aplicación biunívoca del campo de 
existencia sobre el de variación; 

2) funciones que no poseen esta propiedad. 

Si las funciones de la segunda clase se analizan no en todo el 
campo de existencia, se logra frecuentemente elegir tal campo de 
definición (una parte del campo de existencia) que la función apli- 
cará dicho campo de definición sobre el campo correspondiente de 
variación ya de manera biunívoca. Cabe indicar que culquier función 
y = f (x) en aquella parte del campo de definición X (perteneciente 
al campo de existencia de la función), donde ella es estrictamente 
monótona (es decir, creciente o decreciente) pertenece a la primera 
clase. Por ejemplo, para la función y = 2% a título de tal campo in- 
terviene el intervalo (0, —00) o el intervalo (—oo, 0). 

Examinemos la función y 2 en el campo do definición X, 
—oo, 0] (el campo de variación que le corresponde es Y, 
0 00). Esta función realiza una aplicación binnívoca del 
campo Y, sobre el campo F}. En este caso a base de cada y del cam- 
po Y, se puede restablecer de modo unívoco el valor de x del cam- 
po Xy. recu va mSnt si yọ € Y y, entonces el valor correspondiente 
de xo, tal que yo = zg, so busca de acuerdo con la regla xy = —Y/ Yo: 
En este caso, si yo pos Yo. entonces zo 76 ro, donde «y = — V Yo 
y o = — Vi. Con otras palabras, se puede establecer una aplica- 
ción biunívoca del campo Y, sobre el campo X, según la regla 
z= — Vy. 

Así pues, la función y = 2* realiza una aplicación biunívoca del 
campo X, sobre el campo Y ,, mientras que la regla z = — Y y reali- 
za una aplicación biunívoca del campo Y, sobre el campo X,. La 
regla z = — Y y se llamará regla inversa para la función y = 
el campo de definición X, y en el de variación Y. 

Si xz € X, =(—o, 0] e y € Y, = [0, +00), la función y = z? 
y la regla z = — Vy expresan una misma relación entre las varia- 


tanto para 


2? en 
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bles zey; solamente para cualquier par (3e. yo) de las variables en 
consideración la función y = z? presta la posibilidad de hallar yo, 
si se conoce ze, y la regla z = — V y, hallar zp conociendo ya- 
Función inversa. Si en la regla inversa sustituimos v por y è y 
por æ, sustituyendo simultáneamente el campo de definición por el 
de variación, y el campo de variación por el de definición, entonces 
obtendremos una función nueva y = — V 7, cuyo campo de defini- 


ción será X (0, +00) = Y,, y el campo de variación, Y, = 
= (00, 0] 


X,. Esta nueva función y = — Vz con el campo 
de definición X, y el campo de variación Y, se denomina función 
inversa con relación a la función y = 2?, cuyos campos de defini- 
ción y de varia son X, e Y,, respectivamente. 

Para una función y ~ 2% con el campo do definición Xa = 10; 10) 
y el campo de var 1 Ys ; 100) la función inversa será y = 
=V z, cuyo campo de definición se representa por X, = [0; 100) 


y el de variación, por Y, = [0; 10). 
Demos a conocer la definición de función inversa en el caso gene- 


ral. 

Supongamos que el campo de def n de la función y = f (1) 
es tal que la función realiza una aplicación biunívoca del campo de su 
definición X sobre el campo de variación Y. Entonces, a partir de 
cualquier y, perteneciente al campo Y, so puede restablecer unívoca- 
mente el valor de z del campo X, procediendo de la manera siguiente: 
en la igualdad f (z) — y = 0 so considera fijo cualquier y € Y y se 
busca x € X que satisfaga la igualdad citada. Cada z € X encontrado 
se denota con f-* (y). La igualdad z = f~ (y) lleva el nombre de 
regla inversa. Se denomina función inversa de la función y = 
= j (x) (z € X, y € Y) aquella que se obtiene a partir de la regla 
inversa z = f~ (y), sustituyendo æ por y, e y por æ con la sustitu- 
ción simultánea del campo de definición por el campo de variación 
y del campo de variación por el de definición. Realizada la susti- 
tución mencionada, el campo de variación de la función y = f (%) 
se convierto en el campo de definición de la función inversa y = 
= f~ (2), mientras que el campo de defin: de la función y = f (2) 
se hace el campo de variación de la función inversa y = 17 (2). 
Así pues, dos funciones, a saber y = f (z) con el campo de defini- 
ción X y el campo de valores y, y la función y =/7 (2) con Y e X 
que intervienen como sus campos de definición y de valores, respec- 
tivamente, dondo f [f (2)] = z para todo æ € Y, y 17 [f (0)] = z 
para todo x € X, son tales que una de ellas es inversa de la otra. 

Mostremos en algunos ojemplos cómo se buscan la regla inversa 
y la función inversa. En todos los ejemplos que se dan a continuación 
los campos de definición están elegidos de modo tal, que las funciones 
correspondientes realizan una aplicación biunívoca del campo de 
definición sobre el campo de variación (tabla 3). 

Observación. No siempre se logra encontrar para cada función 
tal campo de definición, que se aplique por ella de manera biunívoca 
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Tabla 3 


ifinición | Camy de variación Regla inversa 
Función y= y(x) | C8mpo de difintel read == Un 


Orco 
—o<r<0 
—w <= 0 

0<z<1 
—=1<:x<0 


PERS 


y=2%41 —0 <= o 


y=(2-+41) iio 


Campo de variación 
(x) 


Función y= | FORS mode 
al 

yan LEE o 
y=a —=r<yS0 
y=2% =o y< 
i=V12B 0S5yS1 
y=-Y 15150 
me UEI< Oo 
VS E úi 

y=2r+1 — yo 
y=(241) 13 y<o 


sobre el campo de variación correspondiente. Por ejemplo, la función 
y = 1 no aplica biunívocamente ningún intervalo de la recta numé- 
rica sobre el correspondiente campo de variación. Como otro ejemplo- 
puedo aducirse la función de Dirichlet. 

Gráfica de la función inversa. Aclaremos, ante todo, cómo se 
disponen los puntos, las coordenadas de uno de los cuales se obtienen 
a partir de las coordenadas del otro, sustituyendo z por y e y por x. 

Teorema . Cualesquiera puntos A (Zo, Yo) y B (Ya, Zo) son Simétricos 
respecto de la recta y = x. 

Demostración. Si 2, = yo, entonces los puntos A y B (lig. 116) 
coinciden y se disponen en la recta y = z, es decir, en este caso la 
afirmación del teorema es cierta. Admitamos que To Æ jo Y suponga- 
mos que el punto A (Zo, Yo) se dispone en el primer cuadrante, siendo 
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Lo > yọ. Tracemos, partiendo del punto A, una recta AA, paralela 
al eje Ox, es decir, una recta y = yo; partiendo del punto B, tracemos 
una recta BB, paralela al eje Oy, es decir, la recta z = yg. Las 
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rectas AA, y BB, se cortan en el 
punto C (Yo, Yo), es decir, en un pun- 
to dispuesto en la recta y = z. 
Examinemos el triángulo BCA; es 
rectángulo (el ángulo recto es el 
BCA) e isósceles (| AC | = | BC] = 
= | zo — Yo Ì). La bisectriz (CD) 
del ángulo XCA coincide con la rec- 
ta y=x. Por cuanto el triángu- 
lo BCA es isósceles, su bisectriz 
(CD) sirve de altura y do mediana, 
por consiguiente, (CD) 1 (AB) 
y |4D |= | BD |. Esto significa 
que los puntos A y B son simé- 
trivos respecto de la recta y = z. 
Análogamente se demuestra el 


teorema para el caso en que el punto A (Zy, Yo) se dispone en el 
primer cuadrante y y < yo, como también cuando el punto A (Lo, 
Yo) se dispone no en el primer cuadrante. El teorema está demos- 


trado. 


E 
(ig Y 
(o al e 


Fig. 117 


Supongamos que la función y = f (z) aplica biunívocamente el 
campo de definición X sobre el campo de variación Y. En este caso 
la gráfica de la función es tal, que según cualquier z, se halla uní- 
vocamente y, = f (2i). y. viceversa, según cualquier y, se halla 
univocamente r, = f~ (ya) (fig. 117). 
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Si un punto Af {£}, gp) se dispone en la grafica de la función y 
= f (z), sus coordenadas satisfacen la condición yy =Í (Zo), y, por 
lo tanto, también la condición xy = f~} (yo). Hablando de otro 
modo, todos los puntos (y sólo ellos) de la gráfica y = f (z) satis- 
facen la condición x = /~ (y). Como para obtener una función 
inversa. es necesario en la regla inversa x = f~} (y) sustituir £ por y, 
e y por z, todo punto de la gráfica y = f~! ix) se obtiene a partir de 
un punto correspondiente de la gráfica de la función y = f (x) susti- 
tuyendo z por y, e y por x, es decir, si el punto A iz, y) es un punto 
de la gráfica =f(x). entonces K,(y. 2) será un punto 
de la gráfica y = f~ (z). De estos razonamientos y el teorema se con- 
cluye que la gráfica de la función inversa y = f~! (x) so obtiene de 
la gráfica de la función y = f (2) por la representación simétrica de la 
última respecto de la recta y = x (véase la lig. 147). 

Observación. A menudo surge una situación en que la forma 
de la función inversa no es del todo simple. Por ejemplo, la función 
y = x™-1, donde m es un número natural fijo, aplica biunívocamen- 
te su campo de existencia (toda la recta numérica) sobre el campo de 
variación Y = (—oo, +00). Para determinar la regla inversa con 
ayuda de la cual se construye la función inversa. bace falta hallar w 
que satisfaga la igualdad 2%" — y =0. Como se sabe (véase el 


cap. IV), para y no negativo tal x existe, a saber. s -= "W y: 
para y negativo tal x también existe, a saber. æ = "Y Ty l 
Por eso, la regla inversa se pr a del modo siguiente: 
mf, si yelo. +o): 
de rre : 
—*"- Tyl. si yE(—o0, ù. 
Por consiguiente, la función inversa tendrá por expresión 
si rEjO. 00); 
1E(—o0, DM. 
A vecos la función inversa de vna función potencial y - avi se 
escribe con ayuda de una sola fórmula y -= "Y T. mas no lo hare- 


mos así. puesto que el símbolo y 
para los números no negativos a. 

Funciones inversas de las funciones trigonométricas fundamen- 
tales. Para cualquiera de E funciones trigonométricas funda- 
mentales, y = sen z, y = tgz. ctg s, se pueden 
escoger muchos campos de definic ón. cada uno de los cuales se apli- 
que biunivocamente por la función trigonomóbrica correspondiente 
sobre el correspondiente campo de variación. Además, sí una función 
trigonométrica fundamental se anaiza en su campo d € definición, 
especialmonto elegido, como función inversa de ella intervendrá una 
{unción trigonométrica inversa correspondiente (véase la tabla 4). 

Es evidente que cualquier función trigonomótrica fundamental 
inversa aplica biunívocamente su campo de definición sobre su cam- 


por nosotros solamente 


Tabla 4 


Campo de definición 


Función y = fa) de fx) 


Campo de variación 


Regla inversa 
a= iy 


—1<y<1 arcsen y 
—1<y<t z= arcen y 
—»<y<ow rctg y 
—o<y<ow a=arcetgy 


Función y= j) 


Campo de definición 


Campo de variación 


de y=FH2) de y= ja) 

y=senz resen Y TI SIS 

y=cusx y =4rccosz -igl OSIKA 
a 

y=tgr —»<rzZo -7< 7 

y=ctyz —w << 0<y<a 


po de variación 
función inve 


Por eso, cada una de estas funciones cuenta con su 
a, que es uma función trigovométrica fundamental 
correspondiente, pero analizada sola- 
mente en el campo de definición co- 
rrespondiente. 

Por ejemplo, para la función y = 
= arccos x como función inversa sirve 
y = cos x, considerada sólo en el seg- 
mento [0. n}; para la función y = 
arctg x como función inversa inter- 
ae y 


vii 


tgw, analizada sólo en el 


Es 

3). 
Jlallemos en 

ción 


y a 
intervalo (5, 
conclusión la fun- 


ersa para wna función 
sen œ con el campo de defini- 


7]. Es fácil ver que 
la función y — sen x aplica biunivocamente el segmento X sobre 
el segmento Y = [—1: 1]. razón por la cnal esta función cuenta con 
su inversa. Para encontrarla tomemos arbitrariamente yo € Y, 
e hallomox rẹ € X, partiendo de la igualdad sen rọ — yo = 0. Es 
obvio que el número ¿o = n — aresen yo satisface dicha igualdad 
r 


y pertenece al segmento [ 


27. Por eso, la regla inversa sorá £ = 
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= 5 — areson y. Quiere decir, Ja función inversa es y = n — arcsen 
son æ. Así pue a la función y = sen x con el campo de defini- 


pe a N K i 
ción X f E | interviene como su inversa la función y = —aresen 


ción [—1:; 


a, cou el campo de defi 1] y campo de variación 


3] (fig. 118). 


$ 4. Superposiciones de funciones y sus gráficas 


Función compuesta. Supongamos que la función n = y (2) 
definida en un conjunto X y el conjunto de valores do esta función 
integra el campo de existencia de la función y — ¥ (1). En oste caso 
a cualquier z del campo de dofinición X de la función u = q (2) le 
corresponde un valor determinado de la variable u, y a dicho valor u 
la función y = F (u) le pone en correspondencia un valor d: inado 
de la variable y, es decir, la variable y es una función de y en el 
conjunto X: y = £ lp (2)1. La función obtenida de otra función se 
Mama función compuesta de la variable z. La función u = q (e) se 
denomina función interior, y la función y =P (u). exterior. Una 
función compuesta y = F [q (x)] se denomina con frecuoncia super- 
posición de dos funciones: la interior u = (p (z) y la exterior y = 
= F (u). Por ejemplo, si u = cos z e y = 2", enloncos para cual- 
quior x positivo queda definida Ja función compuesta y = 208, 
Las funciones compuestas son, por ejemplo, 

y = sen (2s +4), y = logatg s, y — tg logg Le 

Las funciones, obtenidas de las funciones elementales fundamen- 
tales con ayuda de un número finito de operaciones algebraicas, 
empleando un número finito de superposiciones, se denominan, habi- 
tualmente, funciones elementales. Serán funciones elementales, por 
ejemplo, 


y=ig V IZ, y=1logeson 3%, 


Examincmos los ejemplos que muestran cómo se construye la gr 
fica de una función compuesta y = £ lọ (2)), si se conocen la gráfica 
de la función interior n = q (2) y las propiedades de la función 
exterior y == F (u) (de los ejemplos examinados se hará claro cómo 
se construye la gráfica de cualquier función elemental, si conocen 
las propiedades y las gráficas de las funciones elementales funda- 
mentales). 

Construcción de la gráfica de la función y = - (Œ) según la 
gráfica de la función y = f (x). Supongamos que un punto 
Ma (£o: Yo) pertenece a la gráfica de la fune F es decir, 
que Ya = f (£o). Elijamos un puuto A, (£o. —Yo al punto 


AT 


Mo (tos Yo) respecto del eje Oz. Las coordenadas del punto Mi (£o, 


—yo) satistacen la condición —yo = —Í (o), por lo cual el punto 
My (Ko, —Yo) pertenece a la gráfica de la función y = — f (z). Por 
4 
1 H 


7 
Y 
1 
1 
1 


Fig. 119 Fig. 120 


cuanto el punto Ao (£o: Yo), perteneciente a la gráfica de la función 
y =] (x), se ha elegido arbitrariamente, y dado que las funciones 
y = Í (æ) e y = — Í (a) tienen un mismo campo de definición, 
entonces la gráfica dela función 
y = — Í (z) se obtiene a par- 
tir de la gráfica de la función 
y = j (x) por representación si- 
métrica de la última respecto del 
eje Ox. Construyamos, emplean- 
do el método descrito, las grá- 
ficas de las funciones y = —2* 
(tig. 110), y=-—— (fig. 120), 
y = — log, (x) (fig. 121). 
Construcción de la gráfica de 
la función y = f (a) segi. la 
gráfica de la función y = f (2). 
Supongamos que un punto My (o, 
Fig. 121 Yo) pertenece a la gráfica de la 
[unción y = f (z), es decir, que 
Yo = Í (za). Llijamos un punto Af, (—o. Yo) que sea simétrico al pun- 
to Mo (xo, Yo) respecto det eje Oy. Las coordenadas del punto M(—20, 
Yo) satisfacen la condición yọ = f [— (—20o)], razón por la cual el 
punto M, (—20, Yo) pertenece a la gráfica de la función y = f (—2). 
Por cuanto el punto Mo (To, Yo). perteneciente a la gráfica de la 
función y = f (z), se ha elegido arbitrariamente, y dado que las 
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funciones y = f (2) e y = f (—x) tienen campos de delinición simé- 
tricos con relación al origen de coordenadas, entonces la gráfica de la: 
iunción y = / (—x) se obtiene a partir de la gráfica de la función: 
y = f (£) por representación simétrica de la última respecto del eje Oy. 
Constrnyamos, emplean- 
do el método descrito, las 
gráficas de las funciones 
>= (fig. 122), y = 
log, (—2) (fig. 123). 
Construcción de la grá- 
fica de la función y = 
=B f(x), donde B Æ 0, 
según la gráfica de la 
función y = f (æ). Las 
funciones y =f(x) e 
y = Bf (z) tienen un mis- 
mo campo de definición. 
Por consiguiente, al cono- 
cer el método, por medio del 
cual para cualquier x se 
halla la ordenada de la fun- 
ción y = Bf (x) a base de la 
ordenada de la función y = 
= f (z), podemos construir 
la gráfica de la función Y 
y = Bf (æ), basándonos en |y Tyro? 
la gráfica de la función y= 1 ARES 
y i u loyi) 
= f (2). Supongamos que 
un punto Mo (Zo, Yo) perte- Iw 
nece a la gráfica de la fun- 
ción y = f (æ), es decir, Fig. 123 
que Yo = f (zo). Elijamos 
un punto Mi (Zo. Byo). 
Las coordenadas de este punto satisfacen la condición Byo = Bf (o)r 
por lo cual el punto 1, (zp. Byo) pertenece a la gráfica de la función 
y = Bf (a). Veamos los casos posibles, en dependencia del número B: 
1. B>1. El punto M, (Zo, Byo) so obtiene a partir del punto 
Mo (os Yo) estirando la ordenada del punto 17, en Z veces; la gráfica 
de la función y = Bf (x) se obtiene de la gráfica para la función y= 
== f (z) estirando la última on B veces a lo largo del eje Oy. 
i 2. B = 1. Todos los puntos de la gráfica y = f (x) quendan en su 
ugar. 


3. 0<B<!t. Por cuanto B=t, entonces e] punto Ji {2a 


B 
Byo) se obtiene a partir del punto Mo (£o; yo) comprimiendo la 


ordenada del punto My en -p voces; la gráfica de la función y = 
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= Bj (æ) se obtiene a partir de la gráfica de la función y = f (2) 
comprimiondoen-7 veces las ordenadas de todos los puntos, os decir, 
comprimiendo en + veces la gráfica de la función y =f (x) a lo 
largo del eje Oy. 


Fig. 124 


4. B <0. Un esto caso B = — | 8 |, y la construcción de la grá- 
fica de la función y = Bf (x) se divide en dos etapas: 

a) construcción de la gráfica para la función y = |R |f (2) 
según la gráfica de la función y = f (2). 

b) construcción de la gráfica para la función 
y = — | B |f (z) según la gráfica de la función 
y= |B |f (æ). 

Construyamos, empleando este método, las 
gráficas de las funciones y = 2 sen 7 (fig. 124) 
y= —2° (fig. 125) e y =£ cos a (fig. 126)., 

Construcción de la gráfica de la función y = 
= f (kx), donde k 4 0, según la gráfica de la 
función y = f (z). La función y = f (kz) está 
delinida para todos aquellos valores de z, para 
los cuales el número hz pertenece al campo de 
definición de la función y = f (z). Supongamos 
que un punto Mo (<p. Yo), pertenece a la gráfica 
de la función y = f (z), es decir, 

Yo—f(2p). El punto Mi (F to v) pertenece a 


la gráfica de la función y= f (kz), puesto que 
sus coordenadas satisfacen la condición y= 


tàr 
pueden tener Jugar en función del número k. 
1. k> 1, Bi punto ML, (¿Exo. 10) se obtiene a partir del punto 


Mo (to. Yo) comprimiendo cn k veces la abscisa dol punto Mo; la 
gráfica de la función y -= f (kz) se obtiene a partir de la gráfica para 


minemos diferentes casos que 
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la función y = f (z) comprimiendo en % veces las abscisas de Lodos los 
puntos, es decir, comprimiendo en Æ veces la gráfica de la función 
y = f (2) a lo largo del eje Oz. 

2. k = 1. Todos los puntos de la gráfica y = f (x) quedan en su 
lugar. 


3. 0<k<1. El punto M, (Ez, Yo) se obtiene a partir del 


punto My (Zo, Yo) estirando la abscisa del punto 4, en (4) veces; 


ly= gme 


Fig. 126 
la gráfica de la función y= f (kz) se obtiene de la gráfica para la 
función y= f (z) estirando en ( ) veces las abscisas de todos los 


1 y=senz 
Uy=sen Za 


Fig. 127 


puntos, es decir, estirando en (+) veces la gráfica de la [unción 
y=f(x) a lo largo del eje Ox. 

4. k <0. En este caso k = —| k | y la construcción de la grá- 
fica de la función y = f (kz) se divide en dos etapas: 

a) construcción de la gráfica de la función y = f (| k | z) según 
la gráfica de la función y = f (2); 

b) construcción de la gráfica de la función y = f (— | k | z), 
según la gráfica y = f (| k | z). 

Construyamos, empleando este método, las gráficas de las fun- 
ciones y=sen2x, y=2*, y=10g% ( 5 2). 


Construcción de la gráfica para la función y = f (z — a), donde 
a=£0, según la gráfica de la función y = f (2). La función y = 
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= j (z — a) está definida para todos aquellos z, para los cuales (£ — 
— a) pertenece al campo de definición de la función y = f (2)- 
Supongamos que el punto Mo (Zo, Yo) pertenece a la gráfica de la 
función y = f (2), es decir, que Yo = f (To). Entonces el punto 


Fig, 128 Fig. 129 


M, (Zo + 4, Yo) pertenece a la gráfica de la función y = f (£ — a), 
puesto que sus coordenadas salisfacen la condición yo = Í (xp + 
+ a) — al = f (£a). Por consiguiente, todo punto M, de la gráfica 


Y 


I 
| 
PNAC 
1 


f Ty-logz 
Ly log (oró) 


Fig. 130 


de la función y = f (x — a) se obtiene a partir del punto correspon- 
diente Me de la gráfica de la función y = f (x) desplazando este 
último a lo largo del eje Oz a la magnitud a. En este caso, si a > 0, 
el desplazamiento se realiza a la derecha a la magnitud a, y sia< 
< 0, el desplazamiento se efectúa a la izquierda a la magnitud Ja |. 
Así pues, la gráfica de la función y = f (æ — a) se obtiene a partir 
de la gráfica para la función y = Í (2), desplazando la última, como 
un cuerpo rígido, a lo largo del eje Oz a la magnitud a. 
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Construyamos, empleando este método, las gráficas para las 
funciones y= log: (z +3), y=(2—2)?, y=cos (2 -+4 +) (véanse 
las figs. 130, 131, 132). 

Construcción de la gráfica y = f (x) + b, donde b+ 0, según 
la gráfica de la función y = f (x). Las funciones y = f (2) + b 
e y = f (x) tienen un mismo campo de definición. Por consiguiente, 
conociendo cómo se halal para cualquier z la ordenada de la función 
y = f (2) + b, según la ordenada de la función y = f (z), se puede 
construir la gráfica para la función y = f (z) + b, partiendo de la 
gráfica para la función y = f (z). Supongfiamos que un punto 


Zy=cs(s*3) 


Fig. 132 


Mo (Zo, Yo) pertenece a la gráfica de la función y = f (z), es decir, 
que yo = f (xp). Tomemos el punto M, (xo, Yo-+ 0). Sus coordenadas 
satisfacen la condición yo + b = f (zo) + b. Por consiguiente, para 
obtener el punto M, se debe desplazar el punto Mg a lo largo del eje 
Oy a la magnitud b. En este caso, si 2>0, el desplazamiento se 
realiza hacia arriba a la magnitud b; si b< 0, hacia abajo a la 
magnitud | 5]. 

Construyamos, empleando este método, las gráficas para las funcio- 
nes y = 27 — 3 (fig. 133), y = z? — 1 (fig. 134), y = sen z +4 
(fig. 135). 

Construcción de la gráfica de la función y = Bf [k (x — a)l + b 
según la gráfica de la función y = f (æ). fa gráfica de la función 
y = Bf [k (z — a)] + b se construye según la gráfica para la función 
y = Í (z), aplicando sucesivamente los métodos mencionados más 
arriba. 

Por ejemplo, así: 

y =/(0)> y = I (kz)—> y = Bf (kz)—> y = 

= Bf Ik (x — aji» y = Bf Ik ‘æ — a)l + b. 

Mostremos con varios ejemplos cómo se aplica este nétodo. 

Soya la gráfica de la función y = az? + bx + c, donde 
aj 0. 

Transformemos el trinomio de segundo grado az? + be + c, 
formando un cuadrado perfecto: 


a+ bz+c=a[z — ( -+ ) + se E A 
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Se pide, pues, construir la gráfica de la función 


a 


Construyamos, al principio, Ja gráfica de la función y = x?, Luego, 
estirando la gráfica obtenida a lo largo del eje Oy en | a | veces, la 


Fig. 133 Fig. 134 


gráfica de la función y = [a |z?. Si a >Q, nos servirá la gráfica 
construida de la función y = «z*. Si a < 0, entonces, apliquemos 
la gráfica de la función y = | a | x° respecto del eje Ox y obtengamos 
la gráfica do Ja función y = ax’. Por fin, desplazando la gráfica 


Fig. 135 


de la función y = az? a lo largo del eje Ox a la magnitud 
(4). y luego, desplazando la gráfica obtenida de la función 
—b 
v=a(z+ g Vaa lo largo del eje Oy a la magnitud A, 
obtendremos la gráfica para la función y =az?4+br4c. 
Ilustremos todas estas etapas de construcción do la gráfica para 
un trinomio de segundo grado en el siguiente ejemplo: constrúyase 
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la gráfica de la función y = —2x* -- 3s + J. Transformemos el tri- 


EAS 
nomio de segundo grado — 2x? + 3z +1= —2(z -4y ES E Ti 
construyamos, de acuerdo con el esquema expuesto, Ja gráfica de 
la función =—2 (z — $) 4 (fig. 136). 

Teorema 1. La gráfica de la fun- 
ción y = kx + b es una recta que 
corta el eje Oy en el punto M (0, b) 
y que forma con la dirección positiva 
del eje Ox un ángulo cuya langente 
es igual a k. 

Demostración . Demostremos 
que la gráfica de la función y = kz 
representa una recta que pasa por 
el origen de coordenadas y que 
forma con la dirección positiva del 
eje Ox un ángulo cuya tangente es 
igual a k. 

Analicemos varios casos: 

a) k =0. Entonces la gráfica de 
la función O es e propio cje Ox 
(una línea recta) y tg a = Ù. 

b) k >0. Entonces todos los 
puntos de la gráfica de la función 
y = kz se disponen en los cuadrantes primero o tercero 
de coordenadas pertenece a la gráfica de la función y 
mos un punto My (Zo, Yo) que es distinto del origen de coordenadas 
y que pertenece a la gráfica de la función y — hz, es decir, un punto 
tal, que yọ = hixp. Tracemos por los 
puntos My (Zo, Yo) y O (0, 0) una rec- 
Mz, y) ta y mostremos que ésta será preci- 
samente la gráfica de Ja función 
y = kz. 

Supongamos que la recta construi- 
da forma con la dirección positiv del 
eje Oz un ángulo g, entonces 
(T7 P Ya k: 


lzol o o 

en esta recta un punto A, (%,, yy) que 

sea distinto de Jos puntos O y Mo (supóngase, para concretar, que 

Mestá en el primer cuadrante). Del triángulo rectángulo OAM, 

(fig. 187) encontramos que | AM, |= [OA | tga. Por cuanto 

| AM, | = y IQA |= z, y lg a = k, tenemos que y, = kr, Esto 

significa que las coordenadas de cualquier punto de la recta construi- 
da satisfacen la condición y = kz. 

Supongamos ahora que s, e y, son tales, que y, = kz, (admiti- 


iga= 
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mos, para concretar, que zœ Q, y, por consiguiente, y, > 0). 
Construyamos un punto Ms (£2, Ya). El punto M, ha de encontrarse 
en la recta construida, pues, si el punto M, no cae on esta recta, 
entonces por el origen de coordenadas pasarán dos rectas diferentes 
que formarán con la dirección positiva del eje Oz un mismo ángulo a, 
lo que es imposible. 

Así pues, Jos puntos de la recta construida, y sólo ellos, satis- 
facen la condición y — kx, es decir, la gráfica de la función y = kg 
es precisamente la recta construida. 

c) k< 0. En este caso la gráfica de la función y = |k |z se 
representa por una recta que pasa por el origen de coordenadas 
y que forma con la dirección po- 
sitiva del eje Ox un ángulo cuya 
tangente es igual a |k |. La grá- 
fica de la función y = — | k |z se 
obtiene a partir de la gráfica men- 
cionada por aplicación simétrica 
respecto del eje Oz, razón por la 
cual la gráfica de y = — |k |z 
es una recta quo forma con la di- 
rección positiva del eje Ox un ángu- 
lo cuya tangente es igual a 
T —Ik|=k. 

Para acabar con la demostración 
resta decir que Ja gráfica dela 

Elo 188, función y = kx +b se obtiene a 

partir de la recta y = kz, desplazá- 

ndola como un cuerpo rígido a lo largo del eje Oy a la magnitud b. 

Como resultado de este procedimiento, el punto O (0, 0) de la gráfica 

de la función y = kz se trasladará al punto A (0, b) de la gráfica para 
la función y = ke + b. El teorema queda demostrado. 

Construyamos, empleando este método, las gráficas de las funcio- 


nes y= Šar +3 (lig. 138, T), y = —2z +2 (fig. 138, 11). 

Construcción de la gráfica de la función y <= If (2)! según la 
gráfica de la función y = f (x). Recordemos, ante todo, la defi- 
nición: 


fy $e getah 
Ly-ta%2klgy"2,52) 


f(x) para aquellos z, donde fa), 


A! — f (x) para aquellos z, donde f(x) <0. 


Supongamos que el punto Mo (To. Yo) pertenece a la gráfica de la 
función y == f (x), es decir, sea yo = f (£o). Analicemos dos casos: 
a) yo> 0. Entonces, por cuanto |f (zo) | = f (z0) = yo el 


punto Aa (o, Yo) pertenece a la gráfica de la función y = BAL 

D) yo < 0. Entonces, por cuanto |f (xo) | = — f (£o) = — Yo el 
punto A, (21, —yo) pertenece a la gráfica de la función y = |f (z) l. 
Por consiguiente, la gráfica de la función y = If (z) | se obtene 


a partir de la gráfica para la función y = f (2) del modo siguiente: 
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todos los puntos de la gráfica y = f (z), dispnestos en el eje Ox 
y por arriba de éste, quedan en su lugar; 

todos los puntos de la gráfica y = f (z), dispuestos por debajo 
del eje Ox, se aplican simétricamente respecto del eje Ox. 

Observemos que la gráfica de la función y = | f(x) | no tiene 
puntos por debajo del eje Oz. 
— Construyamos, empleando este método, las gráficas para las fun- 
ciones y = |z? — 1 | (fig. 139), y = | 27 | (véase la fig. 104, II), 
y = |logaz | (fig. 140), y = |sen z | (fig. 141). 


Lysis 
A y= llog,2| 


Fig. 139 Fig. 140 


Construcción de la gráfica de la función y = f(|x])según la grá- 
fica dela función y = f (z). Cabe notarquela función y = f (| æ 1) 
es par, puesto que f (| — 7 |) =f(]x]). La gráfica de una función 


Ly=senz 
1 4=jsens| 


Fig. 141 


par se construye del modo siguiente: se construye la gráfica de esta 
función para todos los > 0; con el fin de construir la gráfica de di- 
cha función para z < 0, la parte construida se aplica simétricamente 
respecto del eje Oy. Por cuanto |x| = z, cuando <> Q, entonces 
para zœ 0, la gráfica de la función y = f (| z |) coincide con la grá- 
fica de la función y = f (x). Con el objeto de construir la gráfica de la 
función y = f (| x |) para z<0 se debe aplicar siméti 
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respecto del eje Oy la parte de la gráfica y = f (| æ |) ya co 
para => 0. En la construcción de la gráfica de la función y = 
un papel esencial lo desempeñan los puntos de la gráfica de la fun- 
ción y = f tx) dispuestos en el eje Oy o a la derecha de él; los puntos 


y 


plas 


ly? 
Fig. 142 Fig. 143 


de la gráfica, dispuestos a la izqniorda del eje Oy, no tienen im- 
portancia alguna, por consiguiente, para construir la gráfica de la 
función y =- / (|æ |) es necesario: 

a) borrar todos los puntos de la gráfica para la función y = f (2) 
dispuestos a la izquierda del eje Oy; 


Fig. 144 


b) dejar en su lugar todos los puntos de la gráfica de la función 
dispuestos en el eje Oy y a la derecha de éste; 

c) aplicar simótricamonte la parte dorocha de la gráfica respecto 
del eje Oy. 

Construyamos, empleando este método. las gráficas de las funcio- 
mes y = 20 fig. 142), y = log, |£ | (fig. 143), y = sen |z] 
(fig. 144). 

Construcción de la gráfica de la función y = F(f (x)) según 
la gráfica de la función y = f (x). En los casos más complicados 
que los analizados anteriormente la gráfica de la función y = 
) se construye haciendo uso de la gráfica de la función 
y = j (2) y de las propiedades de la función y = F (z). Sin ofrecer 
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recomendaciones generales mostremos con algunos ejemplos 


hace esto. 


Constrúyanse, haciendo uso de la grá 


ómo se 


ca de la función y = sen £ 


(fig. 108), las gráficas de las funciones: 


y = Denz 


a) el campo de definición de 
Ja función y = 2n lo ro- 
presentan todos los números 

reales; 


b) por cuanto Ja función y = 
= sen z es periódica con un 
período principal igual a 

21, entonces la función y = 
2snx es también porió- 
dica y su período principal 
es 2a; 


y log, sen x 


campo de detinición de 
m y = log, sen x lo 
representan tod aquellos x, 

para los cuales sen z>Ú, es 
de todos los x, donde la 
gráfica de la Iunción y= 
= sen x se dispone por encima 
del eje Oz; 

b) por cuanto la función y = 
= sen z es periódica de período 
principal igual a 2x, enton- 
ces la función y = log; sen s 
es también periódica y su pe- 
ríodo principal es 2a. 


Por eso, construiremos las gráficas de ambas funciones sólo en el 
segmento 10, 2x] y, a continuación, las prolongaremos periódica- 


mente. 


c) por cuanto en el intervalo 
[e 4] la función 
crece de Da 1, entonces la fun- 
ción y=2""* en el mismo 


intervalo crece de 1 a 2; en el 


intervalo + ` Z] 


y=senz 


la función 


lente que Ja función y= 
=2%"* decrece de 2 a +; on 
el intervalo [SE, 25] la fun- 
ción y=senz crece de (—1) 
a 0. y la función y=2"* 
crece de + ad. 


e) por cuanto en el intervalo 
(o 
crece de O a 1, entonces la fun- 


ción y=logz sen: en el mismo 
intervalo crece de (— o0) a 0; 
x d 

en el intervalo E ¥ a) la fun- 
ción y =sen z decrece de 1a 0, 
mientras que la fun 
=logssenx decrece de 
en el intervalo [n. 2x1] 
seng es no posi- 
tiva, por lo cual en este iuter- 
valo la función y= log, senz 
no está definida (no hay aquí 
puntos de la gráfica de esta 
función). 


la función y=sen z 


Las propiedades citadas permiten construir las gráficas requeri- 
das en el intervalo f0, 21) y hacer continuarlas periódicamente 


(figs. 145, 146). 
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Los razonamientos aducidos muestran cómo la gráfica de una fun- 
ción ayuda a elegir los intervalos necesarios para analizar las propie- 
dades de las funciones compuestas y, de este modo, contribuye 
a construir la gráfica de una función compuesta. 
ón de las gráficas. Sean dadas las funciones y =f(r) 
e y = g (z). En la parte común de sus campos de existencia queda 
definida la función y = f (z) + g (z). Supongamos que el punto 
M, (to, yı) pertenece a la gráfica de la función y = f (z), y el punto 


22,1 
I ce f) 
I ESA AS G el 
TA Tz RKE 2 ES PL 7 


1 AAA 
] 


` 


ly=zsas My=log sz 


Fig. 146 


Ma (o, Yo) pertenece a la gráfica de la función y = g (z), con la 
particularidad de que el número z pertenece a la parte común de los 
campos de existencia de las funciones y = f (z) e y = g (z). En este 
caso el punto Ma (zo, Y, + Ya) pertenece a la gráfica de la función 
y = Í (z) = g (z). Quiere decir, para construir la gráfica de la fun- 
ción y -= f (z) + g (x) es necesario: 
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a) dejar aquellos puntos de las gráficas y = f (x) c y = g (x) on 
los que z integra la parte común de los campos de oxistencia de estas 
funciones; 

b) para cada tal z realizar la adición algebraica de las ordenadas 
(correspondientes al x dado) de estas dos gráficas. 

Construyamos, empleando este método, la gráfica de la función 
y=xzx>+senz (fig. 147). 

Multiplicación de las gráficas. Sean dadas las funciones y = f (2) 
e y =g (x). Entonces, en la parte común de sus campos de existencia 
queda dofinida la función y = f (z) g (2). Supongamos que el punto 


sh / 


TÍ 
Ly-z 
Dye 
DM y=reseno 


Fig. 147 


Mi (zo, yr) pertenece a la gráfica de la función y (z), y el punto 
May (£o Ya), a la gráfica de la función y = g (x). Está claro que el 
número zp pertenece a la parte común de los campos de existencia 
de la función y = f (z) e y = g (z). En oste caso el punto Ma (Zo, 
YY) pertenece a la gráfica de la función y (x) g (x). Quiere 
decir, para construir la gráfica de la función y = f (£) g (£) es noce- 
sario: 

a) dejar aquellos puntos de las gráficas y = f (x) e y = g (£), en 
los cuales x integra la parte común de los campos de existencia de 
estas funciones; 
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/ My=25enz 


Fig. 148 


b) para cada tal æ realizar la multiplicación de las ordenadas 
(correspondientes al x dado) de estas dos gráficas. 

Construyamos. empleando este método, la gráfica de la función 
y = z sen z (fig. 148). 


Ejercicios 
ión y el campo de variación de la función 


Hállense el campo de defini 


6): 


i y= y IZT, 2 y= 


yzi 


4. y=} IF. 5. a E 6. y= y Fi. 


ión de las funciones (si no, entonces hálle- 
à delas funciones en comparación) 


¿Coincitirán Jus campos de defi 
se la parte común de los campos de de! 
(7... 18): 


Tp rz e q 8. y=sen nr e y= tg 12; 


9. y = cos ar e y = ctg as 10. y = tg z © y = etg z; 
11. y = arcsen s e y = arctg z; 12. y = arcsen z e y = arccos z} 
13. y = aresen z e y = arcetg z; 14. y = arccos z e y = arcctg z? 


15. ¿Qué significa: una función está acotada superiormente (inforiormente; 
— una función no está acotada superiormente (inferiormente); 
— una función está acotada; 
— una función no está acotada? 


16. Muéstrose que la función e=t no está ucotada suporiormente ni 
tampoco inferiormente. 

17. Muéstrose que la función y = +? no está acotada superiormente. 

18. Muéstrese que la función y = z? no eslá acotada. 

19. Dése un ejemplo de función que no sea par ni impar. 


20. ¿Puede representarse cualquier función en forma de la suma de las 
funciones par a impar? 


Analícense los ejemplos: 1) y = Y 7, 2) y = logs z. 
Demuéstrese la monotonía de las funciones (21 . . . 24): 
21. y = logs z; 22. y = 2%; 23. y = V I; 24. y = 2. 
a ¿arts moncloa las funciones (si no, hállense los intervalos de monotonía) 
1 


25 y= 77 
26, y =} 2%; 29. y= logy/ arccos z} 


30, y=arctg z3; 31. y= V 54; 
32. y= sen arccos r; 33. y= tg? z; 


26. y= 


—lz]; 27. y=sign lg x; 


34. y =sign z; 35. y =lg cos z; 36, y ctgr; 
37. y =arctg | z |; 38. HA; 
39. y=|22—3r+42 |; 40. y= y 1=2%; 
1 
= H =26%; 43 =m 
41, y=fsen z); 42. y=26% 43, y= ienr 


¿e ¿Puede ser una función no monótona la suma de dos funciones monóto- 
has; 

45. ¿Es siempre el producto de las funciones monólonas crecientes una 
función monótona creciente? 

46, Sea dada en el intervalo [0, 2] uaa función 


a, si 0<x<1l, 
y= 5 si a=l, 
243, si 1<r<2 
Represéntese ésta en forma de la diferencia de dos funciones monótonas 
crecientes, 
47. ¿Se puede representar en forma do la diferencia entre dos funciones mo- 
nótonas Una función no monótona? 
48. Demuéstrese que la función y = {z} (parto fraccionaria de z) es perió- 
dica. Hállese su período y constrúyase la gráfica do esta función. 
49. Dése un ejemplo de función que no sea constante y el período de la 
cual es cualquior número roal. Aa 
50. Hállese el período de las funciones y = cos (sen =) e y = V Sen z. 
51. Está dada una función periódica de periodo 7 = 27 que se dofine en el 
segmento [—x, x] del modo siguiente: 


50 si —1n<=<0, 
u=[ z, si 0<r<m 
Constrúyaso la gráfica de esta función. 
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52. Una función periódica de período 7 = 2 se define en el segmento 
[—4; 1] del modo siguiente: 
f z+1, si —1<:<0 
mia si 0<z<t. 


Constrúyase la gráfica de esta función. 
53. Una función periódica de período 7 = 3 está definida del modo si- 
guiente: y = 2 — z, si 0 < z < 3. Constrúyaso la gráfica de esta función. 
54. Muéstrese que cualquier número T tal, que 0< 7 < 27 no es el pe- 


riodo de la función y = sen z. 
55. Muéstrese que un número 7 = x es el período mínimo para la función 
y= gx d 
Ei Muéstrese que cualquier número 7 tal, que 0 < 7 < x no es el período 
de la función y =ctgz. 
57. Muéstrese que un número 7 = 2x es el período mínimo para la fun- 


ción y = cos z. : 
58. Demuéstrese que para cualquier z se verifica la desigualdad | sen z | < 


sizl. 
59. Demuéstrese que para cualquier x del intervalo (- , 3) se verifica 
la desigualdad į tgz] =| zl. 


Constrúyanse, en un mismo sistema do coordenadas, las gráficas de los gru- 
pos de funciones indicados y aclárese su disposición mutua (60 . . . 65): 


60. y= z, y=, y= yl yI t. 
6i. y = z, y == arcson x, 

62. y = z, y = arctg z. 

63. y=z, y= V Z, y=} E, y= E y=V 2. 


64. y= + , y= osz, 
65. as yoctlgz. 

Constrúyase la gráfica de las siguientes funciones (66 » .. 143): 
66, y=V 0057. 67. y= V TEZ. 68. y= vz. 


69. yay 2%. 70, y=sen*z. 7. y=ctg? z. 
72. y = cos? z, 73. y = logi z. 74. y = arcson 2°. 


75. ymai. 76. y=[sonz]. 77. s=[2]. 


78. y = 12%]. 79. y = [logs z). 80. y = [arcsen z]. 
81. y = [arctg z]. 82. y = [arccos z}. 83. y = larcotg zl. 
84. y = sign arccos z. 85. y = sign arctg z. 86. y = sign cos z. 


87. y=sigu 22. 88. y= [zè]. 89. y=signL, 


90. y=signln z. 91. y=[V 2]. 92. s=[(40]. 


93. y = log, [tg z}. 94. y = logı/, [sen z}. 95. y = arcsen cos z. 
1 


2%, si s<, 5 si 2<-1, 
A F P 
Y. y=4 7, sí —1<z<0, 97. y= GY dci 


T d 
Sa wi ma arctgz, si 1<z. 


signs, si 2<; 
98 y=} osz, si — bro, 


arcctg z, si 0<z<i, 
logs, si 1<z. 


z, si 1<—2, 
4 
P a si —2<7<0, 


Vz, si 0<r<4, 
loger, si 4<z. 


(bemol, si <a 
tz, si 
m 2n 
100, y=] S si = S<, 
senz, si o<r<E, 
Sn 


sign cosz, si F <z. 


cosz, si —2<z<—l, 


101, y=] as, si —1<2<2, 
Vi, si 2<x, 
2, si 2<-1 
ATCOOS x, —1<2<0, 
102, y) weas si 0<2<1, 
=> si i<z. 


arcetgz, si z<—i, 
arcsenz, si —1<z<0, 


103, y=} arccosz, si 0<x<f4, 
lgs, si $ <r 

2 
[agn i ss- 


enz si e, 
104. y=} 2, si —1<z<0, 
gini a OSA, 


Vi, si {<z 


5 n 
Jaregzl, si <-> 


6 
cos z, si ss j 
105, y=1 tgz, si <en 
sor Ea 
agn si e 


245 01141, 107, y=] —3r+2 |— | 2—3 i. 
(3042112231. 109. y= (741) (| z |— 2). 
2z—6 
13—z | 


110. y= Z 


+ ás eins 
zA, ii. y M2 y 


4 
izi 
113. qn 44. y=2 31. 145, y=1071, 
116. y=} log, 25]. 17. y= V lsenz. 

T 


118, y=son? z-+cos? z. 119. y= son? 2—cos? z. 
120. y= V son 2x4 cos 2z. 121. y=aresentg z. 


1 1 
pato a 
=arccos (3 )- 120. y=Gsenz 


124, y=cos ]gw, 125 y=2son | 22 |- 


126. y= farig (1. 127. y=L arccos (1—1) + 


= —2 cos ( 5 +7) +2. 129. y=arcsen (1+1) 1. 
130. 1-21 (243) - 131. y=—cost (E) Ś 


1 
132, y= logy: q— 


< 133. y= È 


23 


134. y=sen 2arccosz. 135. (3). 


136. y=arecoscos z. 137. y =arctg tg z. 
|r—21+1 


138. y=c0s 2e— Y 1—sen Zr. 13% y= Tapal 


3cos5 1 
140. y=342 9. 141. y=arctg z. 


fr—11 


. 143, yu r 


42, ia 
142, y= F 
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Hálionse las funcionos inversas y constrúyanse sus gráficas para una función 


con el campo de defi 


¡ón prefijado {144—153}: 


función | gpg | mia | gaged 
144. y=3r—2 149. y=108,/4 (7+1) (1 œ) 
a E E e 
145, y= — (1+1) —2 450, y Ipa (09; 0] 
_ apt A E a E 
146, y= 32T (t; œ) f 151, y= sen (+3) Ta 5) 
147. y= V 2=4 [2; 00) 452, y= —24+ osz 1% 9 


148, y= — V ET 


153, y=2tgz 
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CAPÍTULO 


vu 


ECUACIONES CON UNA SOLA INCÓGNITA 


Sean dadas dos funciones y = f (x) e y = g (z) cuyos campos de 
existencia son P y L, respectivamente. Sea el campo M la intorsec- 
ción de Jos campos de existencia de dichas funciones, es decir, M = 
= P fì) L (en un caso particular, el campo A puede ser un conjunto 
vacío). 

Supongamos que se requiere: hallar todos los números a. del cam- 
po M, para cada uno de Jos cuales se verifique la igualdad f (%) = 
= g (a). En estos casos se dice que ej problema consiste en resolver 
la ecuación f (x) = g (z) con una sola incógnita z, 0 bien está dada 
una ecuación f (x) = g (z) con una incógnita z. 

En este capítulo se estudian algunos de los métodos de resolución 
de las ecuaciones de este tipo solamente, razón por la cual en lo que 
sigue en lugar de decir «ecuación f (1) = g (2) con una sola incógni- 
ta z» diremos simplemente «ecuación f (z) = g (2)». 


$ 1. Definiciones y afirmaciones principales 
referentes a la equivalencia de las ecuaciones 


Se denomina campo de valores admisibles (CVA) de la ecuación 
1 (2) = g (z) la parte común (intersección) de los campos de existen- 
cia do las funciones y = f (z) e y = g (z), es decir, el conjunto de 
todos los valores numéricos de la incógnita æ, para cada uno de los 
cuales tienen sentido (están defenidos tanto el primer miembro de la 
ecuación, como el segundo. Todo número z, perteneciente al CVA de 
una ecuación, se Hama valor admisible para la ecuación dada. 

Un número « del CVA de la ecuación lleva el nombre de solución 
(o raíz) de la ecuación f (2) = g (x), siempre que, al sustituirlo en 
lugar de Ja incógnita z, la ecuación se convierte en una igualdad 
numérica lícita f (a) = g (a). 

Resolver la ecuación f (z) = g (z) significa hallar el conjunto de 
todas sus raices. Observemos que este conjunto puede resultar ser 
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vacío, lo que es posible solamente en dos casos: a) si el CVA de la 
ecuación f (z) = g (z) es un conjunto vacío; b) si el CVA de la ecua- 
ción f (x) = g (x) es un conjunto no vacío M, mas no existe nin- 
gún número æ € M, para el cual se verifique la igualdad numérica 
Í (a) = g (2). Si el conjunto de todas las raíces de la ecuación f(z) 

g (x) es un conjunto vacío, suele decirse, de ordinario, que la ecua- 
ción f (1) = g (x) no tiene raíces y, por eso a veces se dice así: resol- 
ver la ecuación f (z) = g (2) significa hallar todas sus raíces o demos- 
trar que esta ecuación no tiene raíces. Si el conjunto de todas las 
raíces de la ecuación f (z) == g (x) consta de k números t), Ta,» - -y Thy 
se dice que la ecuación f (z) = g (z) tiene sólo k raíces: £y, ENT A 
es decir, el conjunto de todas sus raices es el conjunto E S A A 
Si el conjunto de todas las raíces de la ecuación f (x) =: g (z) consta 
de un solo número 2,, se dice, además, que la ecuación f (a) = g (a) 
tiene la raíz única xy. 

Sean dadas dos ecuaciones: / (z) = g (2) y p (z) = ọ (2). Si toda 
raíz do la primera ecuación es a la vez la raíz de la segunda ecuación, 
entonces la segunda ecuación recibe el nombre de consecuencia de la 
primera. 

De aquí se deduco, en particular, que si la primera ecuación no 
tiene raíces, la segunda ecuación es consecuencia de la primera. 
Con otras palabras, si el conjunto de todas las raíces de la primera 
ecuación es una parte (subconjunto) del conjunto de todas las raices 
de la segunda ecuación, entonces la segunda ecuación es una conse- 
cuencia de la primera. 

Sean dadas dos ecuaciones: f (2) = g (z) y p (0) = q (2). Si 
toda raíz de la primera ecuación es la raíz de la segunda, y cualquier 
raíz de la segunda ecuación es la raíz de la primera, entonces dichas 
dos ecuaciones se denominan equivalentes. Con otras palabras, dos 
ecuaciones son equivalentes, si cada una de ellas es consecuencia de 
la otra. En este caso se sobreentiende, en particular, que si cada 
una de las ecuaciones mencionadas no tiene raíces, tales ecuaciones 
son equivalentes. La sustitución de wna ecuación por otra, equiva- 
lente a la primera, se llama paso equivalente de una vcuación a la 
otra. 

Sean dadas las ecuaciones f (z) = g (2) y p (2) = y (z), y sea da- 
do un conjunto M de valores de la incógnita z. Si toda raíz de la 
primera ecuación, perteneciente al conjunto M, es la raíz de la 
segunda ecuación, y cualquier raíz de la segunda ecuación, pertene- 
ciente al conjunto M, es la raíz de la primera ecuación, estas dos 
ecuaciones se denominan equivalentes en el conjunto M. En este caso 
se sobreentiende, en particular, que si cada una de las ecuaciones 
mencionadas no tiene raíces en el conjunto W, ellas son equivalentes 
en el conjunto M. 

La sustitución de una ecuación por la otra, equivalente a la pri- 
mera en el conjunto Af, se denomina paso equivalente en el conjun- 
to M de una ecuación a la otra. 


He aquí algunos ejemplos que ilustran Jos conceptos introduci- 
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dos. Sea dada ln ecuación 


Y 1—2= log, (1—1). 

El campo de valores admisibles de esta ecuación os un conjunto 
vacío. En electo, el campo de existencia de la función y = V1 =x 
es un conjunto X, = (—0o; 1], mientras que el campo de existencia 
de la función y = log, (x — 1) es un conjunto X, = (1; + œ). La 
parte común (intersección) de estos campos es un conjunto vacío. 

En el cjeraplo dado, una vez determinado el CVA de la ecuación, 
la última queda resuelta, puesto que se ha aclarado que la ecuación 
no tiene raíces. 

Sea dada la ecuación: 


VE=4=y 4 


El campo de valores admisibles de esta ecuación es un conjunto 
que se compone de dos números: —2 y 2. En efecto, el campo do 
existencia de la función y = V 17 — 4 es el conjunto X, = (—oo. 
— 2] U [2, + œ), mientras que e) campo de existencia de la función 
y = VIA? es el conjunto X, = [—2; 2). La parte común (inter- 
sección) de dichos campos es e) conjunto X = X, f X, = {—2; 2). 
Sustituyendo los números (—2) y 2 on la ecuación dada nos conven- 
cemos de que ambos números mencionados son raíces de la ecuación. 
Por consiguiente, la ecuación en consideración tiene tan sólo dos raí- 
cos z, = — 2 y Z, = 2. Quiere decir. en este ejemplo también la 
ecuación queda resuelta, una vez determinado su CVA. 

Los ejemplos aducidos muestran que al resolver una ecuación 
resulta útil conocer el CVA de esta ecuación. 

No obstante, podemos dar algunos ejemplos de las ecuaciones 
para cuya resolución no es obligatorio conocer sus CVA, 

Por ejemplo, sea dada la ecuación 


VI Gre) =- 1. 


Esta ecuación no tiene raíces, puesto que para cualquier valor 
de æ, perteneciente al CVA de la ecuación, tenemos una igualdad 
numérica que no se verifica. Al mismo tiempo, el cálenlo del CVA 
de osta ecuación sería un problema no simple. 

Dos ecuaciones, x +4 = Q y (z? + 1) (x + 4) =0 son equiva- 
Jentes on el conjunto de todos los números reales, pues cada una de 
estas ecuaciones tiene una sola raíz, el número (—4). 

Analicemos dos ecuaciones: V z = 1 y z?=1. La primera ecuación 
tiene solamente una raíz, el número 1, la cual es también la raíz 
de la segunda ecuación. Por eso, la ecuación x* = 1es consecuencia 
de la ecuación VF = 1. Pero, la ecuación æ? = 1 tiene una raíz 

s, el número (—1), la cual no sólo no es la raíz de la ecuación 
Vi = 1, sino que ni siquiera ontra en el CVA de olla. De este modo, 
las ecuaciones dadas no son equivalentes en el conjunto de todos los 


340 


números reales. Sin embargo, son equivalentes en el CVA de la prime- 
ra ecuación (es decir, en el conjunto de números no negativos), puesto 
que en este conjunto cada una de las ecuaciones tiene una sola raíz, 
que es el número 1 

Demos a conocer algunas afirmaciones referentes a la equiva- 
lencia de las ecuaciones: 

1. Las ecuaciones f (x) = g (2) y f (£) — g (z) =0 son equivalentes. 

2. Las ecuaciones f (x) = g (x) y fit) ta =g (1) +a son 
equivalentes para cualquier número real q. 

3. Las ecuaciones f (1) = g (1) y af (z) = ag (z) son equivalentes 
para cualquier número real æ distinto de cero. 

4. Las ecuaciones f (1) = g (x) y al? = a son equivalentes 
para cualquier número positivo y fijo a, distinto de la unidad. 

Las demostraciones de estas afirmaciones son parecidas una 
a otra, por lo cual demostremos aquí, por ejemplo, sólo la afir- 
mación 4. 

Sea el número z, una raíz de la ecuación al) = ag, es decir, 
supongamos que existen los números f (x,) y g (21), para los cuales 
se verifica la igualdad numérica a» = ase,” Por cuanto el 
número fijo a satisface las condiciones a > 0 y a 1, entonces la 
validez de la igualdad numérica (4%) = a predetermina la 
validez de la igualdad numérica f (x,) = g (2). Por consiguiente, 
el número z, es una raíz de la ecuación f (z) = g (x). Semejantes 
razonamientos pueden realizarse para toda raíz de la ecuación 
al) = age, Quiere decir, cualquier raíz de la ecuación 4%) = 
= as) es la raíz de la ecuación f (z) = g (z). 

Mostremos ahora el caso contrario. Sea el número z, una solución 
de la ecuación f (z) = g (z), es decir, supongamos que existen los 
números f (£) y g (22), para los cuales se verifica la igualdad numéri- 
ca f (29) = g (29). Entonces, en virtud de la propiedad de las igual- 
dades numéricas, para cualquier número fijo a tal que aœ 0, 
y 45% 1, se verifica la igualdad a/*n = age», Por consiguiente 
el número xy es una raíz de la ecuación a/0) = así, Estos razona- 
mientos pueden realizarse para cualquier raíz de la ecuación f (z) = 
= g (x). Quiero decir, toda raíz de la ecuación f (z) = g (x) es la raíz 
de la ecuación al) = 086), 

Así pues, si cada una de las ecuaciones f (2) = g (2) y d = 
=a (aœ 0, a41) tiene raíces, dichas ecuaciones son equi- 
valentes. 

Hemos de notar que de lo demostrado se deduce, en particular, 
que si una de las ecuaciones en consideración no tiene raíces, tampoco 
las tendrá la segunda, es decir, en este caso también las ecuaciones 
Í (2) = g (2) y a) = as) (a>0, a 1) son equivalentes, Con 
esto queda demostrada completamente la afirmación 4. 

He aquí algunas afirmaciones para el caso en que una de las 
ecuaciones es consecuencia de la otra. 

5. Sea n un número natural, entonces la ecuación li (oy 
= Íg (2)P" es una consecuencia de la ecuación f (2) = g (e). 
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Demostración. De acuerdo con la afirmación 1, la ecuación 
Mor = lg w) 


es equivalente a la ecuación 
I a)” — lg œ =0, 


la cual, a su vez, es equivalente, en virtud de las fórmulas de multi- 
plicación reducida, a la siguiente ecuación (cap. TI): 


(He) — g OH (PA Y eg (a) +. + lg (e)a 0 (1). 


Supongamos que el número xo es una raíz de la ecuación f (z) = 
= g (x), es decir, que existen los números f (£o) y g (£o), para los 
cuales se verifica la igualdad f (xo) = g (xo). Mas en este caso se 
verifica la igualdad numérica 


U (2o) g (ol UY +F (a (z0) + + + + +18 (20)17"") =0. 


Por consiguiente, el número xo es una raíz de la ecuación (1), la cual 
es equivalente a la ecuación [f (x)" = [g (z)]*, por lo cual el núme- 
ro zy es una raíz de ésta. Estos razonamientos pueden realizarse para 
cualquier raíz de la ecuación inicial. Quiere decir, cualquier raíz de 
la ecnación f (z) = g (zx) es la raíz de la ecuación If (x)]* = [g (2)1", 
es decir, en este caso la ecuación [/ (x)]* = Ig (2)1* os, de hecho, una 
consecuencia de la ecuación f (z) = g (x). En cambio, si la ecuación 
pa = g (a) no tieno raíces. entonces, evidentemente, la ecuación 
f (2)]" = [g (2)1" será su consecuencia. La afirmación 5 está com- 
pletamente domostrada. 

6. La ecuación f (x) = g (x) es una consecuencia de lu ecuación 
logaf (x) = logag (x), donde a>0 y aX 1. 

Demostración. Sea z, una raíz de la ecuación log,f (2) = logag (2), 
es"decir, supongamos que existen los números logąf (Zo) y 10808 (Zo), 
para los cuales se verifica la igualdad numérica log, (29) = J0gag (20). 
De la igualdad entre los logaritmos de dos números de una misma 
base se deduce la igualdad entre Jos propios números, es decir, 
F (£o) = E (To), por consiguiente, el número zo es una raíz de la 
ecuación f (xz) = g (z). Estos razonamientos pueden realizarse para 
cualquier raíz de la ecuación log,f (x) = loga g(x). Quiere decir, 
cualquier raíz de la ecuación logaf (: log,g (x) es también una 
raíz de la ecuación f (z) = g (x). es decir, en este caso la ecuación 
į (2) = g (2) es realmente una consecuencia de la ecuación logaf (1) = 
= logag (z). En cambio, si la ecnación logaf (z) = Jogag (2) no tiene 
raíces, entonces, evidentemente, la ecuación f(x) = g (z) es su 
consecuencia. La afirmación 6 queda con esto completamente de- 
mostrada, 

Demos a conocer algunas afirmaciones referentes a la equiva- 
lencia de las ecuaciones en un conjunto. 

7. Sea n un número natural y supongamos que en cierto conjunto M 
las funciones y = f (2) e y = g (x) son no negativas. Entonces, en dicho 
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conjunto las ecuaciones f (x) = g (2) y [f (2)1" = [g (2)] son equiva- 
lentes. 

Demostración. Se ha demostrado más arriba (véase la afirma- 
ción 5) que la ecuación [f (z)? = [g (£)]” es una consecuencia de la 
ecuación f (x) = g (2). 

Demostremos, ahora, lo contrario. Sea un número y € M cierta 
raíz de la ecuación [f (z)]” = [g (2)]”, es decir, supongamos qne existen 
números no negativos f (zp) y g (zp), para los cuales se verifica 
la igualdad numérica 


IF (o)l = Ig (2). 2) 


Supongamos que el número z os tal que uno de los números f (zp) 
ó g (£o) es nulo. Entonces, de la igualdad (2) se desprende que el otro 
de los números citados es también igual a cero, es decir, en este 
caso. f (2o) = g (zo). Por consiguiente, en este caso el número Ly es 
una raíz de la ecuación f (z) = g (z). Supongamos ahora que el 
número xy es tal que uno de los números, f (20) 6 g (xp), es distinto 
de cero. Entonces, de la igualdad numérica (2) se deduce que el otro 
de los números citados tampoco es igual a cero y, de acuerdo con la 
condición de la afirmación 7, ambos números f (zp) y g (£o) son posi- 
tivos. La igualdad numérica (2) es equivalente a la siguiente 


I leo) —g teo) Mco) lf (o) 1% (20) + +.» +g (29)19-1)=0+(3) 


Por cuanto cualquier potencia natural de un número positivo es un 
número positivo, como lo es también el producto y la suma de los 
números positivos, entonces el número (If (21 + Tf (20)1*-*g(20p) + 
E... + [8 (29)1"=) es positivo, por consiguiente la igualdad numé- 
rica (3) es equivalente a la igualdad numérica f (xp) — g (zo) = 0, 
o bien a la igualdad f (zo) = g (zo). La última igualdad numérica sig- 
nifica que el número zo es una raíz de la ecuación f (x) = g (2). 
Estos razonamientos pueden realizarse para toda raíz, perteneciente 
al conjunto M, de la ecuación [f (z)]” = [g (z)]". Por lo tanto, toda 
raíz, perteneciente al conjunto M, de la ecuación [f (2)1* = [g (0)1" 
es la raíz de la ecuación f (z) = g (z), es decir, en el conjunto M la 
par (z) = g (z) es una consecuencia de la ecuación [f (2)1* = 
= Íg (2). 

En cambio, siJa ecuación [f (2)]” = [g (2)]" no tiene raíces, on- 
tonces, evidentemente, la ecuación f (x) = g (z) es, en virtud de la 
definición, una consecuencia de la primera. 

Hemos mostrado, pues, que en las condiciones de la afirmación 
7 la ecuación f(x) = g (z) es una consecuencia de la ecuación 
Uf (2)1" = [g (2)1", con lo que se acaba la demostración de la afir- 
mación 7. S 

8. Sea un número fijo a tal que a >Ù y a #1, y supongamos gue 
en cierto conjunto M las funciones y = f (x) e y = g (z) son positivas. 
Entonces en el conjunto M las ecuaciones f (z) = g (z) y log,f (z) = 
= logąg (1) son equivalentes. 

Demostración. Hemos demostrado más arriba (véase la afirma- 
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ción 6) que la ecuación f (z) = g (z) es una consecuencia de la ecua- 
ción Jog,f (x) = logag (2). 

Domostremos ahora lo contrario. Supongamos que el número xp € 
€ M escierta raíz de la ecuación f (z) = g (2), es decir, sea f (20) > 0, 
g (20) >0 y f (£o) = £ (z0). Mas, en este caso han de ser iguales los 
logaritmos de estos números de una misma base, es decir, se verifica 
la igualdad numérica logaf (£o) = loga8 (24). Por consiguiente, el 
número zo es la raíz de la ecuación logaf (x) = logag (2). Estos razona- 
mientos pueden realizarse para cualquier raíz (del conjunto M) de 
la ecuación f (z) = g (2). 

Así pues, toda raíz (del conjunto M) de la ecuación f (2) = g (2) 
es también una raíz do la ecuación logaf (z) = logag (z), es decir, en 
este caso la ecuación log,f (z) = log,£ (£) es realmente una con- 
secuencia de la ecuación f (z) = g (z). En cambio, si la ecuación 
f(x) = g(x) no tiene raíces, entonces, evidentemente, la ecuación loga 
Í (z) = log, g (z) es una consecuencia de la primera por definición. 

Hemos demostrado, pues, que en las condiciones de la afirmación 
8 la ecuación log,f (z) = logag (z) es una consecuencia de la ecua- 
ción j (z) = g (z), con lo cual so finaliza la demostración de la 
afirmación 8. 

9. Supongamos que en cierto conjunto M, perteneciente al CVA 
de la ecuación f (x) = g (z), está definida la función y = y (z) y que 
para cualquier x € M la función q (z) + O. Entonces, en dicho conjunto 
M las ecuaciones f (2) = g (2) y Í (2) y (2) = g (2)o (2) son equivalen- 
tes. 

Demostración. Sea un número z, € M cierta raíz de la ecuación 
f (=)= g (z), es decir, supongamos que existen los números F) 
y g (21), para los cuales se verifica la igualdad numérica f (z,) — 
—g (2,)=0. Por hipótesis, existe el número q (z,) y, además, q (z1) 4 0. 
Por eso, se verifica también la igualdad numérica q (21) [f (2, — 
— g (x1)]=0, la cual es equivalente a la igualdad numérica q (21)f (21)= 
= q (21) g (2). La última igualdad numérica significa que el núme- 
ro z, es una raíz de la ecuación f (2) y (2) = g (2) y (2). Estos razona- 
mientos pueden realizarse para cualquier raíz, perteneciente al 
conjunto M, de la ecuación f (x) = g (2). Quiere decir, cualquier raíz 
del conjunto M de la ecuación f (1) = g (x) es una raíz de la ecuación 
Í (2) y (2) = g (2) 9 (a). á 

Demostromos lo contrario. Sea un número z, € M cierta raíz de 
la ecuación f (z) ọ (z) = g (2) y (2), es decir, supongamos que exis- 
ten los números f (2,), £ (£a) y y (za), para los cuales se verifica la 
igualdad numérica f (£4) y (Za) = £ (29) y (2) que es equivalente 
a la igualdad numérica q (x2) If (22) — g (2e)1 = 0. Por hipótesis, 
€ (22) 0, por lo cual la última igualdad numérica es equivalente 
a la igualdad numérica f (xs) — g (2) = 0, la cual es equivalente, 
a su vez, a la igualdad f (24) = g (£). La última igualdad numérica 
significa que el número z, es la raíz de la ecuación f (z) = g (1). 
Semejantes razonamientos pueden realizarse para cualquier raíz, 
del conjunto M, de la ecuación f (z) y (2) = g (2) y (2). Quiere decir, 
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cualquier raíz, del conjunto W, de Ja ecuación f (x) p (2) = g (2) q (2) 
es la raíz de la, ecuación f (z) = g (z). Así pues, si cada una de las 
ecuaciones f (a) = g (2) y f (2) y (2) = g (z) ọ (2) tiene raíces en 
el conjunto M, estas ecuaciones son equivalentes en el conjunto M. 
Observemos que lo demostrado se desprende, en particular, que si 
una de las ecuaciones en consideración no tiene raíces en el conjun- 
to M, tampoco las tiene en este conjunto la otra, es decir, en este 
caso también las ecuaciones f (z) = g (2) y f (2) p (1) = g (2) ẹ (2) 
son equivalentes en el conjunto 17. La afirmación 9 quoda completa- 
mente demostrada. 

Sean dadas n ecuaciones f, (2) = 81 (2), fa (2) = gs (2), -~o 
n.. fn (2) = En (2). Denotemos con Q un campo que representa 
la intersección de los CVA de todas estas ecuaciones. Si se pide hallar 
todos los números œ del campo Q, cada uno de los cuales sea la raíz 
de al menos una de las ecuaciones citadas, se dice que está dado el 
conjunto de n ecuaciones 


h (0) = 81 (0), fa (2) = 82 (2), ++ Jn (2) = En (2) (4 


y el campo Q recibe el nombre de campo de valores admisibles de este 
conjunto. 

Notemos que las ecuaciones del conjunto se escriben, habitual- 
mente, en una línea. Puede ocurrir que el conjunto de ecuaciones (4) 
contiene una infinidad de ecuaciones. 

Un número œ del CVA del conjunto (4) se denomina solución: 
(o ratz) de este conjunto, si es la raíz de por lo menos una ecuación 
del conjunto. 

Resolver el conjunto de ecuaciones (4) significa hallar el conjunto 
de todas sus raíces. Si este conjunto resulta ser vacío, se dice que el 
conjunto de ecuaciones (4) no liene raíces. 

El conjunto de ecuaciones (4) se resuelve corrientemente del modo 
siguiente. Al principio se resuelve cada ecuación en el CVA del con- 
junto, es decir, se determinan los conjuntos My, Ma, + + «+ Mns donde 
M, es el conjunto de todas las raíces de la ecuación f; (2) = gi (2), 
pertenecientes al CVA del conjunto. Luego se determina el conjun- 
to Mo que es una unión de todos los conjuntos M,, Ma, » » «+ Mn, es 
decir, My = MU M:U .-. U Mn. Este conjunto será precisa- 
mente el conjunto de todas las raíces del conjunto de ecuaciones (4). 
Si el conjunto Mọ consta de k números : Mo = {21 as + +=, Tx), Se 
dice que el conjunto de ecuaciones (4) tiene tan sólo k raíces z,, 


Ta 


AS 
Suele decirse que una ecuación 

p (2) =9() 6) 
es equivalente al conjunto de ecuaciones (4), si cualquier raíz de la 
ecuación (5) es también raíz de la totalidad (4), y cualquier raíz de 
la totalidad (4) es raíz de la ecuación (5). 


En este caso se sobreentiende, en particular, que si la ecuación pS 
no tiene raíces y tampoco las tiene el conjunto de ecuaciones (4), 
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entonces la ecuación (5) es equivalente al conjunto de ecuaciones (4). 
La sustitución de la ecuación (5) por el conjunto (4), equivalente 
a la ecuación (5), se denomina paso equivalente de la ecuación (5) 
al conjunto (4). 

A veces surge la necesidad de efectuar un paso equivalente de 
una ecuación a un conjunto de ecuaciones en cierto conjunto M. 

Se dice que la ecuación (5) es equivalente en el conjunto M al con- 
junto de ecuaciones (4), si cualquier raíz de la ecuación (5), pertene- 
ciente al conjunto M, es también raíz del conjunto (4), y cualquier 
raíz del conjunto (4), perteneciente al conjunto M, es raíz de la 
ecuación (5). 

La sustitución de una ecuación por otra ecuación o por un conjun- 


to de ecuaciones se llamará en lo que sigue transformación de la 
ecuación. 


$ 2. Ecuaciones elementales 


Sea y = f (1) una función elemental fundamental y sea b, un 
número real fijo. Entonces la ecuación 


Ia) =b 


se denomina, de ordinario, ecuación elemental. 

Es evidente que el CVA de la ecuación elemental coincide con el 
campo de existencia de la función elemental fundamental y = f (z). 
Estudiemos una ecuación elemental f (x) = b en cierto conjunto X 
perteneciente al CVA, con la particularidad de que a título de con- 
junto X tomaremos el segmento [z,, ca], o bien el intervalo (z4, £3), 
o bien los semiintervalos (2, Zo). [x,. ca), o bien los rayos [z -+ 
+00), (2, + 00), (—0o0, 7,), (—oo, 2,1, o bien toda la recta numérica 
—oo, +00). Denotemos con Y el campo de valores de la función y = 
= f (x) definida en el conjunto X. Supongamos que la función elemen- 
tal fundamental y == f (2) es estrictamente monótona en el conjunto X; 
entonces, si b € Y, la ecuación f (z) = b tendrá la raíz única en el con- 
junto X, ysi b € Y, entonces la ecuación f (7) = b no tendrá raíces en el 
conjunto X, puesto que f (z) € Y para todo xp € X, y, por consi- 
guiente, f (x9) Æ b, cualquiera que sea xy €X. En adelante, al 
resolver las ecuaciones elementales, aplicaremos esta afirmación. 

Ecuación algebraica. Sea n cierto número natural fijo, entonces 
Ja ecuación 


=b a) 


se denomina, corrientemenle, ecuación algebraica elemental. 

La función y = 2" está definida en toda la recta numérica, por 
lo cual el CVA do la ecuación (1) es el conjunto X = (—oo, +00). 
Por cuanto las propiedades de la función y = f (x) que se emplean 
al resolver la ecuación (1) son diferentes para n par y n impar, 
examinemos dos casos: 
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1. Supongamos que n = 2m — 1. donde m es mn número natural 
fijo, entonces la ecuación (1) adquiere la forma 


A (La) 


La función y = 2?"-1 es estrictamente creciente en toda la recta 
numérica y el campo de sus valores Y es también tod. recta numé- 
rica Y = (—oo, -00). Por eso, para cada b la ecuación (fa) tiene la 
única raíz que se designará con z,. Por definición de raíz de una 
ecuación, se verifica la igualdad "1 = b. Esta igualdad numé- 
rica es equivalente a: 

la igualdad numérica z= °™-}/b, si b os un número positivo; 

la igualdad numérica z, = 0, si b = 0; 
la igualdad numérica z, = —°™ V Jb], si b es un número nega- 
tivo, 

Así pues, el conjunto de todas las raíces de la ecuación (La) con 
ta, para cada b, del único número x,, con otras palabras, la ecuación 
(fa) tiene una raíz única x,, con la particularidad de que 


a=""/5, si b>0, 2,=0, si b=0, 1 =-—*-Y/ Tb], si b<0. 


2. Sea n = 2m, donde m es un número natural fijo, entonces, la 
ecuación (1) adquiere la forma 


gm = b, (1b) 

Dividamos el CVA de la ecuación (1b) en dos conjuntos: X, = 
= [0, +00) y X, = (—oo, 0), y resolvamos la ecuación (tb) en cada 
uno de ellos. 

En el conjunto X, la función y = 2?” es estrictamente creciente 
y el campo de sus valores está representado por ol rayo Y -= 10, +00). 
Por consiguiente, si b es un número negativo, la ecuación (1b) no 
tendrá raíces en el conjunto X,. y si b es un número no negativo, en 
el conjunto X, la ecuación (1b) tendrá una raíz única que se denotará 
con x,. Por definición de raíz de una ecuación, se verifica la igualdad 
numérica 2% = b. Esta igualdad es equivalente a: 

la igualdad numerica zı <= 0, si b = 0; 


la igualdad numérica z, =") 5, si b es un número positivo. 

En el conjunto X, la función y == x*" os estriclamento decrecien- 
te y el campo de sus valores está representado por el rayo Y = (0, 
+00). Por consiguiente. si b es un número negalivo o nulo, la 
ecuación (1b) en el conjunto X, no tendrá soluciones; si b os un 
número positivo, la ecuación (1b) tendrá en el conjunto X, una raíz 
única que se designará con z,. Por cuanto la [unción y —= 2%” es par 
en todo ol CVA, entonces £, = — z, es decir, e, = — YD. 

Así pues, para cada b negativo la ecuación (1b) uo tiene raíces; 
para b = 0 la ecuación (1b) tiene una raíz única x, = 0; para cada b 
positivo el conjunto de todas las raíces do la ecuación (1b) consta 
de dos números: z, = by z, =-—*/b. 
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En la Tabla 5 se exponen los resultados de la resolución de la 
ecuación (1). 
Ecuación iraccionaria. Sea n un número natural fijo, entonces, 


la ecuación 


==) 2 


suele llamarse ecuación iraccionaria elemental. 
La función y = z está definida en el conjunto de lodos los 
números reales distintos de cero, por lo cual el CVA de la ecuación 


Tabla 5 


| 9<0 


| a=" yT] 


no hay soluciones 


(2) es el conjunto X= (—oo, 0) U (0, +œ). Por cuanto las propie- 
dades de la función y ”, quese emplean al resolver la ecuación (2) 
son diferentes para z par y n impar, examinemos dos casos: 

1. Sea n = 2m — 1, donde m es un número natural fijo, enton- 
ces la ecuación (2) adquiere la forma 


quem” > (2a) 


Partamos el CVA de la ecuación (2a) en dos conjuntos: X,=(—oo, 0) 
y X, = (0, +00) y resolvamos la ecuación (2a) en cada uno de ellos. 
En el conjunto X, la función y = z+} es estrictamente decre- 
ciente y el campo de sus valores está representado por el rayo Y, = 
= (—co, 0). Por consiguiente, si b es un número no negativo, en 
el conjunto X, la ecuación (2a) no tiene raíces, y si b es negativo, en 
el conjunto X, la ecuación (2a) tiene una raíz única, la cual se deno- 
tará con x,. Por definición de raíz de una ecuación, se verifica la 
igualdad numérica 2=P"+! = b, la cual es equivalente, tomando en 
consideración que b es nn número negativo, a la igualdad numérica 


a E, 


lo 

En el conjunto k la función y = 172%" es estrictamente decre- 
ciente y el campo de sus valores está representado por el rayo Y, = 
= (0, -+o0). Por consiguiente, si b es un número negativo o es cero, 
entonces en el conjunto X, la ecuación (2a) no tiene raíces, y si b es 
positivo, la ecuación (2a) tiene en el conjunto X, una raíz Única que 
se denotará con z,. Por cuanto z, es la raíz de la ecuación (2a), es 
válida la igualdad numérica 23"* = b, la cual es equivalente, 
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tomando ea consideración que bos un número positivo, a la igual- 
a m-i rT 
dad numérica z) = Va 


| 
Así, pues, si b = 0, la ecuación (2a) no tiene raíces, y para cada b 
distinto de coro la ecuación (2a) tiene una raiz única zı, con la pac- 
2m-1 T 2m- T 


ticularidad de gue z; = — Tr’ sib<0 y n= E 


si b>0. 


2. Sea n = 2m, donde m es un número nalural fijo, entonces la 
ecuación (2) adquiere la forma 


at =b, (2b) 


Partamos el CVA de la ecuación (2b) en dos conjuntos: X, = 
= (—oo, 0) y X, = (0, +00), y resolvamos la ecuación (2b) on cada 
uno de ellos, 

En el conjunto X, la función y = 27?” es estrictamente decre- 
ciente y el campo de sus valoros está representado por el rayo Y = 
= (0, +00). Por consiguiente, si b es un número negativo o es cero, 
enel conjunto X, la ecuación (2b) no tiene raíces, y si bes un número 
positivo, la ecuación (2b) tiene en el conjunto X, una raíz única que 
se denotará con x,. Por cuanto z, es la raíz de la ecuación (2b), os váli- 
da la siguiente igualdad numérica: 23" = b, la cual es equivalente, 
tomando en consideración que b es un número positivo, a la igual- 


2m 


dad z, = 


En el conjunto X, la función y = 27?” cs estriclamento creciente 
y el campo de sus valores está representado por el rayo Y = (0, -+00). 
Por consiguionto, si b es un número negativo o nulo, la ecuación (2b) 
no tiene raíces en el conjunto X;, y si b os un número positivo, 
entonces la ecuación (2b) tendrá en el conjunto X, una raíz única 
que se denotará con zz. Por cuanto la función y = 7%” es par en 


todo el CVA, entonces ze =— zn es decir, z, = 


Así pues, para cada b no positivo Ja ecuación (2b) no tiene raíces; 

para cada b positivo el conjunto de todas las raíces de la ecuación (2b) 
2m PE” 2m > 

consta de dos números: 1,= ps y == + 

En la tabla 6 se exponen los resultados que se obtienen al resolver 
la ecuación (2). 

Ecuaciones potenciales. Sea œ cierlo número positivo fijo y 
no entero, entonces 


2% = b, 6) 
z2 = b, (4 


suelen llamarse ecuaciones potenciales elementales. 
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Tabla 6 


| bro | b=? | den 
AS 2m-1 -T 
amam- a=b AZ no hay so- ia V Tri 
b luciones 
im 17 
rmah =V 5 no hay so-| no hay soluciones 
Tuciones 


m q 
1 
Tat — y =>7 


El campo natural de definición de la función y = 2% es el conjun- 
to de todos los números no negativos. Quiere decir, el CVA de la 
ecuación (3) es el conjunto X= [0, +00). La función y = 2% es 
estrictamente creciente en el conjunto X y su campo de valores está 
representado por el rayo Y = [0, +00). Por eso, Ja ecuación (3) 
no tiene raíces, cuando b es negativo, mientras que para cada b no 
negativo tiene una raíz única que se denotará con z,. Conforme a la 
detinición do raíz de una ecuación, se verifica ja igualdad numérica 
«f = b, Esta igualdad numérica es equivalente a: 

la igualdad numérica z, =0, si b = 0: 

1 

la igualdad numérica 2 =b%, si b es un número positivo. 

Así pues, para cada b negativo la ccuación (3) no tiene raíces, 
y para cada b no negativo la ecuación (3) tiene una raíz única x4, 

1 


con la particularidad de que z, =0, si b = 0; z; = 0%, si b >Q. 

El campo natural de definición para la función y= z-e es el 
conjunto de todos los números positivos. Quiere decir, el CVA de 
la ecuación (4) es el conjunto X = (0, +00). La función y = 27% 
es estrictamente decreciente en el conjunto X y el campo de sus 
valores está representado por el rayo Y = (0. +00). Por eso, la 
ecuación (4) no tiene raíces para cualquier b no positivo y tiene una 
raíz única para cada b positivo: esta raíz la designamos con xy. Por 
cuanto z, es la raíz de la ecuación (4), es válida la igualdad numérica 


ae 


1 
b, la cual es equivalente a la igualdad numérica x, = ($) 


Así pues, cuando b es no positivo, la ecuación (4) no tiene raíces, 
y si cada b es positivo la ecuación (4) tiene la única 
1 
P (EA 
raíz a=(4) 4 
En la tabla 7 vienen expuestos los resultados de la resolución 
de las ecuaciones (3) y (4). 
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Tabla T 


b=0 | b.e 


no hay soluciones 


1 
gja ($) no hay soluciones no hay soluciones 


Ecuación exponencial. Sea a un número positivo fijo distinto 
de la unidad, entonces, la ecuación 


a=b (5) 


suele llamarse ecuación exponencial elemental. 

El campo natural de definición para la función y = a% es el con- 
junto de todos los números reales. Quiere decir, el CVA de la ecuación 
(5) es un conjunto X = (—oo, +00), La función y = a* es estric- 
tamente monótona en el conjunto X y el campo do sus valores está 
representado por el rayo Y = (0, +00). Por consiguiente, la 
ecuación (5) no tiene raíces, cuando cada b es no positivo, mientras 
que para cada b positivo la ecuación (5) tiene una raíz única que se 
denotará con z,. Por cuanto z; es la raíz de la ecuación (5), es válida 
la igualdad numérica a% = b, la cual es equivalente a Ja igualdad 
numérica 2, = log,b. 

Así pues, para cada b no positivo la ecuación (5) no tione raíces, 
y para cada b positivo liene una raíz única x; = log, b. 


Pabla 8 


a | A Ta 


v | z=loga b | no hay soluciones | no hay soluciones 


En la tabla 8 están expuestos los resultados de la resolución de la 
ecuación (5) 

Ecuación logarítmica. Sea a un número positivo fijo distinto de la 
unidad, entonces la ecuación 


logaz = b (6) 
suele llamarse ecuación logarítmica elemental. 
El campo natural de definición para la función y = log,z es el 
conjunto de todos los números positivos. Quiere decir, el CVA de la 
ecuación (6) es el conjunto X = (0, +00). 
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La función y = log,x es estrictamente monótona en el conjun- 
to X y el campo de sus valores está representado por toda la recta 
numérica Y = (—oo, +00). 

Por eso, para todo b la ecuación (6) tiene una raíz única que se 
denotará con z. Por cuanto z; es la raíz de la ccuación (6), es válida 
la igualdad numérica log, z, = b, la cual es equivalente a la igual- 


Tabla 9 
ETENE 


dad numérica z, = a”. Por consiguiente para cada b la ecuación (6) 
tiene la raíz única xy = a, 

El la tabla 9 se exponen los resultados que se obtienen al resol- 
ver la ecuación (6). 

Ecuaciones trigonométricas. Las ecuaciones cos z = b, sen z = b, 
tg z=b, ctgz=b suelen llamarse ecuaciones trigonométricas 
elementales. 

Hagamos algunas observaciones generales. Supongamos quo so 
pide resolver la ecuación elemental f (z) = b, donde y = f (x) es 
una función trigonométrica elemental fundamental. Diremos que la 
ecuación elemental f (xz) = b tiene 7 por período principal, si 
T es el período principal de la función y = f (z). Es evidente que 
si para cierta ecuación trigonométrica clemental de período prin- 
cipal 7 se ha hallado una solución zo, entonces cualquier número 
Tr = xp + kT será también solución de esta ecuación para cual- 
quier k entero. En este caso el conjunto de todas las soluciones de la 
forma zr = zo + kT, donde k recorre todos los números enteros, 
Ilova el nombre de serie de soluciones de la ecuación citada y se escri- 
birá en adelante en la forma 


Ir =r +kI, keZ. 


Con el objeto de determinar el conjunto de todas las soluciones de 
la ecuación trigonométrica elemental dada, cuyo período principal 
es T, se debon hallar todas las soluciones de esta ecuación en el 
intervalo de longitud 7, y luego escribir la serie de soluciones co- 
trespondiente para cada una de las soluciones halladas. Si se obtie- 
nen n sories de soluciones de la ecuación trigonométrica elemental 
f (z) = b, se dice que el conjunto de todas las soluciones de la ecua- 
ción f (z) = b lo constituyen n series de soluciones y, a continua- 
ción, se escriben todas estas series. 

Al resolver una ecuación trigonométrica elemental, el intervalo 
de longitud igual al período principal 7 debe elegirse de un modo 
tal, que contenga un trozo, sobre el cual para la función y = f (z) 
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quede definida la función trigonométrica inversa, y, además, que 
todas las soluciones de la ecuación en dicho trozo puedan ser fácil- 
mente determinadas. 

Observemos además que si la ecuación trigonométrica elemental 
f (z) = b no tiene solución en el intervalo de longitud igual al perío- 
do principal T, no las tendrá en toda la recta numérica. 

Sea dada una ecuación trigonométrica elemental 


cos z = b m) 


El campo natural de definición de la función y = cos x os toda la 
recta numérica. Quiere decir, el CVA de la ecuación (7) es el conjun- 
to X = (—00, +00). Por cuanto la función y = cos z es en este 
conjunto X una función periódica de período principal igual a 27, 
hallomos, al principio, todas las soluciones de la ecuación (7) en el 
semiintervalo (—n, 1] de longitud igual al período principal. Parta- 
mos este somiintervalo en dos conjuntos: X, = (—x, 0) y X, = 
= [0, n] y resolvamos la ecuación (7) en cada uno de ellos. 

En el conjunto X, la función y = cos z es estrictamente decre- 
ciente y el campo de sus valores está representado por el segmento 
Y, = [-4; 1]. Por consiguiente, si b es un número tal que | ¿| > 1, 
entonces en el conjunto X; la ecuación (7) no tiene raíces, y si el 
número b os tal, que | b |< 1, entonces la ecuación (7) tendrá en el 
conjunto X, una raíz única que se denotará con zp. Puesto que xp € 
€ [0; n} y el número b € [—1; 1], es válida la siguiente cadena de 
igualdades numéricas equivalentes: 


cos Zo == b <=> arccos (cos xy) = arccos b => To= arccos b, 


En el conjunto X, la función y = cos z es estrictamente creciente 
y el campo de sus valores está representado por el intervalo Y, = 
= (—4; 1). Por consiguiente, si b es un número tal, que |b |> 14, 
entonces la ecuación (7) no tiene raíces on el conjunto X,, y si b 
es un número tal, que |» |< 1, la ecuación (7) tendrá en el con- 
junto X, una raíz única que se denotará con xj. Al tomar en con- 
sideración que la función y = cos z es par en toda la recta numérica, 
obtenemos: zó = — Zə, es decir, xj = — arccos b. 

Así pues, en el semiintervalo (—x, x la ecuación (7) no tiene 
soluciones, cualquiera que sea b tal, que |b | > 1; cuando b = 1, 
tiene una solución única xy = arecos 1, es decir, xy = 0; cuando 
— 1, tiene una solución única xy = arccos(—1), es decir, Tọ = 
= n; cuando cada') es tal, que | 5 | < 1, tiene tan sólo dos solucio- 
nes Xy = arccos b y 1 = — arccos b. 

Cada una de estas soluciones da una serie de soluciones de la 
ecuación (7) en toda la recta numérica: Por lo tanto, el conjunto de 
todas las soluciones de la ecuación (7) lo constituye: 

un conjunto vacío, para cada b tal, que |b | œ 1 (dicho de otra 
forma, cuando | b | > 4, la ecuación (7) no tiene soluciones); 

una serie de soluciones z, = 21k, k €Z, para b= 1; 

una serie de soluciones z, = n + 2xn, n € Z, para cada b = — 1; 
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dos series de soluciones: Im = arccos b + 2am, m €Z, y lp = 
= — arccos b + 21p, p EZ, para cada b tal, que |b |< 1. 

Indiquemos que a veces dos series de soluciones de la encuación 
(7) so escriben con ayuda de una sola fórmula : zą = + arccos 
b + 27g, q €Z. 

En la tabla 10 se dan los resultados obtenidos al resolver la 
ecuación (7). 

Sea dada la ecuación trigonométrica elemental 

sen z = b. (8) 


El campo natural de definición de la función y = sen x es el 
conjunto de todos los números reales. Quiere decir, el CVA de la 


Tabla 10 


d>1 


cosz=b | no hay | 2. =(20+1)%)] zm=arccos b+ | 2p=21k, | no hay 
neZ Zum, kez 


solucio- » solucio- 
nes meZ nes 
zp= —arccos b+ 
+2xp, 
pez 


ecuación (8) es el conjunto X = (—oo, +00). Por cuanto la función 
y = sen z en el conjunto X es una función periódica de período prin- 
cipal igual a 2x, entonces hallemos'primero, todas las soluciones de la 


ecuación (8) en el semiintervalo + +) , cuya longitud es 


igual a la del período principal. Partamos dicho semiintervalo en 
dos conjuntos: X=[-%, 5] y X= (5 A) =) y resolvamos 
la ecuación (8) en cada uno de ellos. 

En el conjunto X, la función y = sen z es estrictamente crecien 
te y el campo de sus valores está representado por el segmento 
Y, = [-4; 1]. Por consiguiente, si el número b es tal, que | b | > 4, 
la ecuación (8) no tiene raíces en el conjunto X,, y si b es un número 
tal, que |b |< 1, la ecuación (7) tiene en el conjunto X, una solu- 


ción única que se denotará con xp. Por cuanto zp € == 3] y, el 


número b € [—4, 1], entonces es válida la siguiente cadena de igual- 
dades numéricas equivalentes: 
sen zo = b <= aresen (sen zp) = arcsen b <> To = arcsen b. 

En el conjunto X, la función y = sen z es estrictamente decre- 
ciente y el campo de sus valores está representado por el intervalo 
Y, = (—1; 1). Por consiguiente, si el número b es tal, que ] b |> 1, 
la ecuación (8) no tiene raíces en el conjunto X+, y si b es un número 
talqued € ( 4,1), la ecuación (8) tendrá en el conjunto Xy una solu- 
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ción única, que se donotará con z6. Al tomar en consideración que la 
función y = sen z es simétrica en toda la recta numérica respecto de 
una recta vertical que pasa por el punto (2.0. obtenemos que r/ == 
= n — Zp, €S decir, ze = n — aresen b. Así pues, en el semiintervalo 


[5 2) la ecuación (8): 
no tiene soluciones, cuando cada b es tal, que |b]> 4; 
tiene una solución única xy = arcsen 1, es decir xy = + cuan- 
do b = 1; 
tiene una solución única xy = arcson (1), es decir, zọ = —H 


z 
cuando b = —4. P 

tiene tan sólo dos soluciones; z) = arcsen b y zý = n — aresen b, 
cuando cada b es tal, que | b | < 1. Cada una de las soluciones aduci- 
das da una serie de soluciones de la ecuación (8) en toda la recta 
numérica. Quiere decir, el conjunto de todas las soluciones de la 
ecuación (8) lo constituye: 

un conjunto vacío, cuando cada b es tal que |b |> 1 (en otras 
palabras, para | b] > 1 la ecuación (8) no tiene soluciones); 


una serie de soluciones =$ + 21k, kEZ, cuando b=4; 


5 n E 
una serie de soluciones zx, = —3 +2an, n€Z, cuando b= — 1; 


dos series de soluciones: zp = arcsen b + 2ap, pEZ, Y Im = 
= n— arcsen b -+ 2am, m € Z, cuando cada b es tal que] b | <1. 


Tabla 11 


b>1 


e<- | b=-i | -1<b<1t | bei 


sen a=b| no hay | zp =— + Tp ==aresn b4- [xy + no bay 


solucio- +2:1p, pEZz solucio- 
pa +2mm, ta +2nk, E 
nez —arcsen b-+ kez 
+21m, me Z 


Indiquemos que a veces dos series de soluciones de la ecuación (8) 
se esriben con ayuda de una sola fórmula zą = (—1) aresen b + 
+ g EZ. i 

En la tabla 11 so oxponen Jos resultados que se obtienen al resol- 
vor la ecuación (8). 

Sea dada la ecuación trigonométrica clemontal 

tgx=b. (9) 

EJ campo natural de definición de la función y = tg z es el con- 

junto de todos los números reales, salvo Jos números 5 + xk, donde k 
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es un número entero cualquiera. Quiere decir, el CVA de la ecuación 
(9) es un conjunto X que se compone do todos los números reales 
at 


distintos de 


+ nk, donde k es un número entero. Por cuanto la 
función y = tg x es, en este conjunto X, una función periódica de 
período principal igual a x, hallemos, al principio, todas las solucio- 


nes de la ecuación (9) en el intervalo (== 3) cuya longitud es igual 


a la del perício principal. En el intervalo ( 5) la función y = 
= ly z os estrictamente creciente y ei campo de sus valores está 
representado por toda la recta numérica Y = (—oo, 4-00). Por consi- 
guiento, para cada b la ecuación (9) tiene en el intervalo Cr 7) una 
solución única que se denotará con xp. Por cuanto zo es la solución 
de la ecuación (9) y ro € (0 5 ) entonces es válida la siguiente cade- 
na de igualdades númoricas equivalentes: tg xy = be>arctg (tg 1p)= 
= arctg b <> Io = arctg b. 

Así pues, para cada b laecuación (9) tiene en ol intervalo (=Á 
wna solución única xy = arctg b. Esta solución da una serie de solu- 
ciones de la ecuación (9) en todo el CVA de esta ecuación. 


Tabla 12 Tabla 13 


x 


MESS | acres 


tga=b | zrn=arctgb+nn, nEZ ctgz=b | zp=arctgb4-ap, pE Z 


Quiere decir, para cada b el conjunto de todas las soluciones do 
la ecuación (9) lo constituye la serie de soluciones 2, = arctg b + 
+an, nZ. 

En la tabla 12 se exponen los resultados obtenidos al resolver la 
ecuación (9). 

Sea dada la ecuación trigonométrica elemental 


ctg z = b. (10) 

La función y = ctg z está definida en todo ol eje numérico, salvo 

en los puntos z = k, donde / es un número entero cualquiera, Esto 
significa que el CVA de la ecuación (10) es un conjunto X que so 
compone de todos los números reales dislintos de zk, donde ls es un 
número entero cualquiera. Por cuanto la función y = ctg < es perió- 
dica en este conjunto X y el período principal de ella equivale a s, 
hallemos, primero, todas las soluciones de la ecuación (10) en el 
intervalo (0, n) cuya longitud es igual a la del período principal. La 
función y = cig z en el intervalo (0, x) es estrictamente decreciente 
y el campo de sus valores lo constituye toda la recta numérica 
Y = (—oo, +00). Por consiguiente, para cada b la ecuación (10) 
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tiene en el intervalo (0, n} una solución únien, que se denotará con zg. 
Puesto que xy es la solución de la ocuación (10) y zo € (0, x) es válida 
la siguiente cadena do igualdades numéricas equivalent 


Cig Te = b <> arcetg (cig z) = arcctg b < t, = arcctg b. 


Asi pues, para cada b la ecuación (10) tiene en el intervalo (0, n) 
una solución única xy = arcctg b. Esta solución da una serie de 
soluciones de la ecuación (10) en todo el CVA. 

Quiere decir, para cada b el conjunto de todas las soluciones de la 
ecuación (10) lo constituye la serie de soluciones zp = arcctg b -+ 
+ ap, pEZ. 

En la tabla 13 se exponen los resultados obtenidos al resolver 
la ecuación (10). 

Veamos, además, las ccuaciones elementales que contienen 
funciones trigonométricas fundamentales inversas, es decir, arccos 
z = b, aresen z = b, arctg x = b, arcctg z = b. 

Sea dada una ecuación elemental 


arccos £ = bd, (11) 


El campo natural de definición do la función y = arccos x es el 
segmento X = [—1; 1]. Quiere decir, el CVA de la ecuación (11) 
es el conjunto X = [—4; 1]. La función y = arccos z en el conjun- 
to X es estrictamente decreciente y cl campo de sus valores está 
representado por el segmonto Y == [0, n]. Por consiguiente, para 
cada b tal que b < 0 ó b > n, la ecuación (11) no tiene raíces; si, 
en cambio, ò es tal, que 0< b< a, entonces la ecuación (11) tiene 
una raíz única que se denotará con xp. Por cuanto zo es la raíz de la 
ecuación ($1), zo € [—1; 1] y b € [0, a}, entonces es válida la cadena 
de las igualdades numéricas equivalentes: 

arccos zo = b <> cos (arccos xp) = cos b <> To 
pues, para cada b tal, que 0< b< x la ecuación (11) 


cos b. Así 
iene una raíz 


Tabla 14 
| bso | b=0 0<b<a væn | bon 
arccos s= | no hay z=1 zı=cosb | 7,=—4 |no hay so- 
soluciones luciones 


única xy = cos b, y para cada b tal, que b<0 y b > x, la ecuación 
(44) no tiene raíces. 

En la tabla 14 so exponen los resultados de la resolución de la 
ecuación (11) 

Sea dada la ecuación elemental 


arcsen z = b. (12) 
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El campo natural de definición de la función y = arcsen z es 
el segmento [—4; 1]. Esto significa que el CVA do la ecuación (12) os 
el conjunto X = [-4; 1]. En el conjunto X la función y = aresen z 
es estrictamente creciente y el campo de sus valoros está representado 
creciente y el campo de sus valores eslá reprosentado por el seg- 


mento Y= [ -%4 + 4] + Por consiguiente, la ecuación (12) no tiene 
soluciones, cuando cada b es tal, que b <- ó >$: si en 
cambio, b es tal, que FS» entonces la ecuación (12) 
t.udrá una raíz úvica que se denotará con z, Puesto que z, es la 
raíz de la ecuación (12), ,€l—1, 11 y de[- 4h es válida 
la siguiente cadena de igualdades numéricas equivalentes: 

arcsen z, = be son (aresen xy) = sen b => 1, = sen b. 

Así pues, la ecuación (12) tiene la raíz única x, = sen b, cuando 
cada b es tal, que << > y no tiene raíces, cuando cada b 
es tal, que b< -+ ó >. 


En la tabla 15 se exponen los resultados obtenidos al resolver 
la ecuación (12) 


Tabla 15 
E3 El a a ai 
Sl o tE eo 
arson r=b | no hay =-1 7 =senb m=1 no hay 
soluciones soluciones 
Sea dada la ecuación elemental 
arctg z = b. (13) 


El campo natural do definición de la función y = arctg z es 
el conjunto do todos los números reales. Quiere decir, el CVA do la 
ecuación (13) es el conjunto X = (—oo, +00). En este conjunto X la 
función y = arctg z es estrictamento creciente y el campo de sus 

E 


valores está representado por el intervalo Y = (3). 


Por consiguiente, la ecuación (13) no tiene soluciones, cuando 
cada b es tal, que (EAT ó > si, en cambio, b es tal, que 


2 
-7< 7> la ecuación (13) lendrá una raíz única que se 


denotará con z, Por cuanto z, es la raíz de la ecuación (13), 21€ 
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E(—o, +00) y se(—E 3) y entonces es válida la siguiente 
cadena de igualdades numéricas equivalentes: 
arctg z; = b= tg (arctg zı) = tg b = 2, = tg b. 
Así pues, la ecuación (13) tiene la única raíz x, = tg b, cuando 
cada b es tal,| que == <b < Ñi y para cada b tal, que b < — 
ób > 5 la ecuación (13) no tiene raíces. 


En la tabla 16 se exponen los resultados que se obtienen al resol- 
ver la ecuación (13) 


Tabla 16 


arctg z=b no hay soluciones 


z=tgb | no hay soluciones 


Sea dada la ecuación elemental 
arcctg z = b. (14) 


El campo natural de definición de la función y = arcotg z es el 
conjunto de todos los números reales. Quiere decir, el CVA de la 
ecuación (14) es el conjunto X = (—oo, +00). En osto conjunto X 
la función y = arcctg z es estrictamente decreciente y el campo de 
sus valores está representado por el intervalo Y = (0, 1). Por con- 
siguiente, la ecuación (14) no tiene soluciones, cuando cada b es tal, 
que b < 0 ô b > a; en cambio, si b es tal, que 0 < b < 7, la ecua- 
ción (14) tendrá una raíz única que se denotará con zı. Por cuanto 
z, es la raíz de la ecuación (14), z, € (—oo, +00) y b € (0, 1), es 
válida la siguiente cadena de igualdades uuméricas equivalentos: 


[arcotg z, = b < ctg (arcctg 71) = ctg b) zr, = ctg b. 


Así pues, la ecuación (14) tiene la raíz única x, = ctg b, para ca- 
da b tal, que 0 < b< x, y para cada b tal, que bX 0 ó b > n, 
la ecuación (14) no tiene raíces. 

En la tabla 17 se exponen los rosultados que se obtienen al resol- 
vor la ecuación (14). 


Tabla 17 


MENS 


arcetg z=b no hay soluciones 


7,=0tg b no hay soluciones 
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$ 3. Transformaciones equivalentes 
de las ecuaciones 


En este párrafo y en el siguiente se analizan algunas transforma- 
ciones de las ecuaciones, con ayuda de las cuales una ecuación dada, 
que no es elemental, puede ser reducida a una ecuación elemental 
o a un conjunto de tales ecuaciones. 

Al resolver una ecuación, que no es elemental, nos vemos obli- 
gados, por regla general, a realizar varias transformaciones, a veces 
bastante numerosas. En este caso, la ecuación se sustituye cada vez 
por alguna otra nueva y esta nueva ecuación puede tener, natural- 
mente, otras raíces. Una ecuación dada se resolverá correctamente, 
si, al realizar la transformación de las ecuaciones, una ecuación se 
sustituye cada vez por otra ecuación nueva que tenga las raíces de la 
ecuación anterior, y sólo ellas, es decir, que no haya pérdida o adqui- 
sición de raíces. Si una ecuación se sustituye cada vez por la ecua- 
ción equivalente, las raíces de la última serán precisamente las raíces 
de la ecuación de partida. 

En el presente párrafo se examinan sólo las transformaciones 
equivalentes de las ecuaciones. Las transformaciones no equivalentes 
de las ecuaciones se examinarán en el párrafo siguiente. 

Según lo expuesto ya en el § 1, las afirmaciones 4... 4 ofrecen 
los ejemplos de transformaciones equivalentes. Demos algunos 
ejemplos más de transformaciones equivalentes de las ecuaciones, 

Transformaciones relacionadas con la aplicación de igualdades 
idénticas. Sea dada la ecuación 


Í (2) = g (2) (1) 


y supongamos que para todo x real se verifica la igualdad idéntica 
g (z) = q (x), entonces la ecuación (1) es equivalente a la ecuación 


1) =p) e) 


Esta afirmación permite emplear diferentes igualdades idénticas, 
es decir, fórmulas que son lícitas para todos los valores reales con el 
fin de realizar transformaciones equivalentes de las ecuaciones. 
Como ejemplos do tales igurJdades idénticas sirven las fórmulas de 
multiplicación reducida de Jos polinomios, la identidad trigono- 
métrica fundamental y algunas otras fórmulas. Observemos que, 
realizando las transformaciones equivalentes de Jas ecuaciones con 
ayuda de las fórmulas de multiplicación reducida de los polinomios, 
se han resuelto en el capítulo 11] las ecuaciones cuadráticas y algu- 
nas olras ecuaciones algebraicas. Demos a conocer otros ejemplos 
en los que se realizan transformaciones equivalentes con ayuda de 
las igualdades idénticas. 

Sea dada la ecuación 


cos? 2z = 1 — 2cos? z. (3) 


Haciendo vso de la identidad trigonométrica fundamental y de la 
fórmula para el coseno de un ángulo de arco doble, podemos escribir 
la igualdad idéntica 
1 — 2cos* z = —cos 2z, 
que será válida para cualquier z real. Quiere decir, la ecuación (3) 
es equivalente a la ecuación 
cos? 2z = —cos 2r. 
Aplicando la afirmación 1 del $ 1 y agrupando los términos del 
primer miembro de la última ecuación, llegamos a que la ecuación (3) 
es equivalente a la ecuación 
cos 2x (cos? 2x + 1) = 0. 
La última ecuación es eguivalente al conjunto de dos ecuaciones 
trigonométricas elementales: 
cos 2z = 0, cost 2z + 1=0 
El conjunto de todas las soluciones de la primera ecuación de este 
conjunto es la serie de soluciones a, kEZ, mientras 
que la segunda ecuación del mismo conjunto no tiene soluciones. 
Por consiguiente, el conjunto de todas las soluciones de la 
ecuación (3) se compone de la serie a, ez. 
Analicemos ahora la ecuación 
ason z + b cos z = c. 
En el caso en que a = 0, o bien b = 0, esta ecuación se reduce, 
con ayuda de las afirmaciones 2 y 3 del $ 4, a: 


la ecuación elemental cost , sia=0, b0; 


la ecuación elemental sen z= i ¿si a0, b=0. 


Supongamos, ahora, que a 0 y b 0. Esto significa que 
a? 4- b? =£ 0. Aplicando la afirmación 3, llegamos a que la ecua- 
ción (4) es equivalente a la ecuación 


cos T= 


-r at AO E: E (5) 
Veto Vaio Vee 
1. Sea a un número positivo. Examinemos dos casos: b > 0 
b< 0. 
Sea b > 0. Construyamos un triángulo rectángulo cuyos catetos 


son de longitud a y ò. El ángulo opuesto al cateto de longitud b se 
designará con qı. Entonces tenemos las igualdades numéricas 


b 
yam cos Py 


a 
sen Q, Vara 
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a $ En y = 
de las cuales se deduce que q, =arcsen Sa > 
Ahora la ecuación (5) adquiero la forma 


COS G, Sen TÁ Sen q, cos x= 


Según la fórmula para el seno de la suma de dos ángulos tenemos 
la igualdad idéntica 


cos q, sen z + sen q, cos z = sen (z + q). 


Al aplicar ahora la afirmación enunciada más arriba, llegamos a que 
la ecuación 4 es equivalente a la ecuación 


e 
sen (2491) = Va 
que es una ecuación elemental. 
Sea b < 0. Construyamos un triángulo rectángulo con los catetos 
a y |b]. El ángulo opuesto al cateto de longitud |b | se designará 
con 9z. En este caso tenemos las igualdades numéricas 


o A one 
im O yaFa 
de las cuales se deduce que P= arsen 7 =arccos Va 
a 


Ahora, por cuanto b= — |b], la ecuación (5) Loma la forma 


ind n 
COS (pa sen z — sen Pz cos af ==. 


Según la fórmula para el seno de la diferencia entre dos ángulos 
tenemos la igualdad idéntica 


COS Pa SON Z — SEN (Pz COS T = sen (z — qa) 
Aplicando ahora la afirmación enunciada más arriba, llegamos 
a que la ecuación (4) os equivalente a la ecuación 


e 
co) 
quo es una ecuación elemental. 

Si designamos q 


arctg z, veremos con facilidad que y = Pis 


cuando b >Q, y p = —Q2, para b < 0. Por eso podemos escribir 
que para a > 0 la ecuación (4) es equivalente a la ecuación 


b e 
sen (etaez) =y 
que es también una ecuación elemental. 
2. El caso de a < 0 se reduce al analizado más arriba, multi- 
plicando ambos miembros de la ecuación (4) por (—1) 
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Ejemplo. Resuélvase la ecuación 


cos z + Y 3 son z +41 =0. (6) 


Por cuanto la ecuación (6) cs tal, quea = V3,b=1, V 2 FP = 
= 2, entonces ella será equivalente a la ecuación 


y3 
2 


snr4 cos. 


Hallemos el ángulo 00 Quiere decir, la ecua- 
ción (6) es equivalente a la conación 


sen (+7) =-+- 


Resolviendo esta ocuación elomental, obtenemos dos series de solu- 
ciones: 


2 =—$ Hk kEZ, y Imp=R+29m, mEZ. 


Por consiguiente, el conjunto de todas las soluciones de la ecuación 
(6) lo constituyen dos series de soluciones: 


2=—G-+2al, kEZ, y Im=1 +21, mEZ. 


Translormaciones relacionadas con las superposiciones de las 
funciones. Supongamos que la función y = f (z) cs una función 
compuesta y = P Íg (2)] que representa la superposición de dos fun- 
cionos: la intorior u = g (z) (la función olemental fundamental) 
y la exterior y = P (u), donde P (u) os un trinomio de segundo 
grado: P (u) = au? + bu + c. En ostos casos la ecuación f (z) = 0 
se escribe en la forma 


alg (2)? + bg (0) +0=0 0) 


y se denomina ecuación cuadrática respecto de g (z). 
La ecuación (7) se resuelve del modo siguionte. Al principio se 
rosuelve la ecuación cuadrática 
ab e=0 (8) 
So determina ol discriminante D de la ecuación (8): D = b? — 4ac, 
Si D < 0, la ecuación (8) no tiene soluciones y, por tanto, la ecua- 
ción (7) tampoco las tiene. Si D = 0, la ecuación (8) tiene la única 
raíz: el número (-ż)- Por consiguiente, en esto caso la ecuación 


2a 
(T) es equivalente a la ecuación 


¿()=-+ 0 
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A continuación se resuelve la ecuación (9). En virtud de la equiva- 
lencia de las ecuaciones (7) y (9), el conjunto de todas las soluciones 
de Ja ecuación (9) es el conjunto de todas las soluciones de la ecua- 
ción (7). 

Si D > 0, la ecuación (8) tiene tan sólo dos raíces reales que se 
designarán con £, y łą. Por consiguiente, en este caso la ecuación (7) 
será equivalente al conjunto de ecuaciones 


Ei) =t, g (e) = ta (10) 


Luego se resuelve el conjunto de ecuaciones (10). Por ser equi- 
valentes la ecuación (7) y el conjunto de ecuaciones (10), el conjunto 
de todas las soluciones del conjunto de ecuacionos (10) es el conjunto 
de todas las soluciones de la ecuación (7). 

Observemos que en el cap. JIJ hemos resuelto, empleando este 
método, ecuaciones trinomias que pueden denominarse ecuaciones 
cuadráticas respecto de z”, donde n es un número natural y n >2, 

Aduzcamos unos ejemplos. 

Sea dada la ecuación 


4 —3.2%42=0, (11) 


Dado que es válida la igualdad idéntica 4% = (2%), la ecuación 
(11) es e quivalente a la ecuación 


(2) — 3.2% 4+2=0, 


Esta es una ecuación cuadrática respecto de 2%. Al resolver la ecua- 
ción cuadrática 
(-34+2=0, 


llegamos a que ella tiene tan sólo dos raíces: t, = 2, t = 1. Por 
consiguiente, la ecuación (11) es equivalente al conjunto de dos ecua- 
ciones 

P2=2 Pz=1, 


Al resolver cada una de las ecuaciones exponenciales elementales 
de este conjunta, resulta que dicho conjunto tiene sólo dos raíces: 
uiente, la ecuación (11) tiene tan sólo dos raíces: 
a =1yx%=0. 

No siempre se Jogra transíormar la ecuación dada directamente 
en la forma (7). Con este fin resulta necesario frecuentemente realizar 
algunas transformaciones equivalentes complementarias. Por ejem- 
plo, para resolver la ecuación 


sen 2z — 12 (sen z — cos a) + 12 = 0 (12) 


podemos tomar a título de g (z) la expresión (sen x= — cos z). Con 
el objeto de representar la ecuación (12) en forma de (7), hagamos 
uso de las fórmulas trigonométricas 


sen 2x = 2cos z sen z, 1=sentz + cos? z, 
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y a continuación, de la igualdad idéntica 
sen? z — 2sen z eos z -+ cos? z = (sen z — cos x)? 

Resulta pues que la ecuación (12) es equivalente a la ecuación 
—(sen z — cos z)? — 12 (sen z — cos z) + 13 = 0, (13) 


La ecuación (13) es cuadrática respecto de (sen z — cos z). Resol- 
viendo la ecuación cuadrática 


—P-124+13=0 


vemos que ella tiene tan sólo dos raíces: t, = 1 y tą = —13 
Por consiguiente, la ecuación (13) es equivalente al conjunto de 
ecuaciones 


sen z — cos z = 1, senz — cos z = —13 (14) 
Valiéndose de la identidad senz—cosz= VŽ sen (2-4) , 


obtenemos que elconjunto de ecuaciones (14) es equivalente lo con- 
junto de ecuaciones elementales 


son (2-4) =P, sen (2-2) =-22 (15) 
El conjunto de todas las soluciones de la primera ecuación lo cons- 
tituyen dos series de soluciones: 
Ty 42m, KEZ y tp=x+2ium mEZ 
La segunda ecuación dol conjunto (15) no tiene soluciones, puesto 
13 4 H Aci 


Por consiguiente, el conjunto de todas las soluciones de la ecua- 
ción (12) lo constituyen dos series de soluciones 


que — 


t =3+2mk, KEZ. y Im=H+2m. mEZ, 


Supongamos que la función y = f (+) o3 una función compuesta, 
que reprosenta la superposición de varias funcionos elementales 
fundamentales. Por ejemplo, sea y = f (z) la superposición de bres 
funciones elementales fundamentales y = g {ọ [u (x)1). 

En estos casos la ecuación f (x) = 0 so oscribe en la forma 

g fo lu (2) =0 (16) 
y se resuolve del modo siguiente. 
Al principio se resuelve la ecuación elemental 
g) =0. (47) 


La ecuación (17) puede no tener soluciones, entonces la ecuación 
(165), tampoco tiene soluciones. 
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La ecuación (17) puede tener un número finito o una infinidad 
de raíces. Supongamos que el conjunto de todas las raíces de la 
ecuación (17) se compone de los números ty, ta, ta -o e tn... 
Entonces la ecuación (16) será equivalente al conjunto de ecuaciones 


olua =i, plum) = ta glu) = ta.. 
<ar Oit (5) = ta ose o (18) 


Ahora se resuelve c] conjunto de ecuaciones elementales 
ee) =i USt PS PS tw... (19) 


El conjunto de ccuaciones (19) puede no toner soluciones y en 
este caso el conjunto de ecuaciones (18) no tiene soluciones, por lo 
cual la ecuación (18) tampoco las tiene. 

El conjunto de ecuaciones (19) puede tener un número finito de 
raíces o una infinidad de ellas. 

Supongamos que el conjunto de todas las raíces del conjunto (19) 
se compone de los números Vr, Va, Vgs «> -s Ur... Entonces el 
conjunto de ecuaciones (18) es equivalente al conjunto de ecuaciones 


(20) 
El conjunto de todas las raíces del conjunto de ecuaciones cle- 


mentales (20) es el conjunto de todas las raíces de la ecuación (16). 
Analicemos, por ejemplo, la ecuación 


1. (21) 


Resolviendo la ecuación elemental 2* = 1, obtenemos su única solu- 
ción t, = 0. Quiere decir, la ecuación (21) es equivalente a la ecua- 


ción 


u (a) = V, u (2) = Va U()=Dp +- U (2) =D... 


PA 


sen Vz = 0. (22) 
Al resolver la ecuación elemental 
sen v = 0, 


llegamos a que el conjunto de todas las soluciones lo constituye una 
serie de soluciones va = 5k, k € Z. 

Por consiguiente, la ecuación (21) es equivalente al conjunto 
infinito de ecuaciones 


Vi=kx, (23) 


donde k es un número entero cualquiera. 

Toda ecuación del conjunto (23), en la que k es negativo, no tiene 
raíces, y cada ecuación, en la que ķ es no negativo, tiene una raíz 
única zp = (ue)? 

Por consiguiente, el conjunto de todas las raíces de Ja ecuación 
(21) es el conjunto {(7%)? | Æ € Zo). 
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$ 4. Transformaciones no equivalentes 
de las ecuaciones 


En el párrafo anterior se han estudiado solamente las transforma- 
ciones equivalentes de las ecuaciones. No obstante, existen ecua- 
ciones que no se resuelven aplicando solamente transformaciones 
equivalentes; al resolver las ecuaciones mucho más a menudo tenemos 
que aplicar transformaciones no equivalentes. En este caso hay que 
recordar que por ser no equivalentes las transformaciones, en general, 
se pueden perder algunas raíces de la ecuación de partida o adquirir 
las llamadas raíces extrañas (toda raíz de una ecuación sucesiva que 
no es la raíz de la ecuación de partida se denominará raíz extraña). 

A continuación se dan ejemplos de las transformaciones no equi- 
valentes que conducen tanto a la pérdida de las raíces de la ecuación 
de partida, como a la adquisición de raíces extrañas. 

Transformaciones relacionadas con las fórmulas logarítmicas. 
Sea a un número fijo tal, que a > 0 y a 4 1. Veamos las siguientes 
fórmulas logarítmicas: 


Í (2) = aber í) 
loga [f (2)? = 2 loga f (2), 2) 
loga If (2)1* = 2 loga [—f (2)), (8) 

loga If (2) g (2)1 = loga f (2) + loga g (2), (4) 

loga If (2) g (2)1 = loga [—Í (2)1 + loga [—g (2)1, (5) 

loga Fey =1080 f (2) — loga 8 (2), (6) 
loga LE = log, |—/ (2)1—108. 1—8 (2) m 


Si, al resolver la ecuación q (z) = h (2), aplicamos formalmente 
al miembro izquierdo o al derecho de esta ecuación cualquiera de las 
fórmulas en consideración de modo tal, que el primer miembro de la 
fórmula citada sea sustituido por el segundo miembro, resultará posible 
la pérdida de las raíces de la ecuación de partida, razón por la cual 
las transformaciones de este tipo no son admisibles, 

Si aplicamos formalmente al primer o seguudo miembro de la 
ecuación q (z) = h (z) cualquiera de las fórmulas en consideración 
de modo tal, que el segundo miembro de la fórmula sea sustituido por el 
primer miembro, las raíces de la ecuación q (z) = h (z) no se perde- 
rán; toda raíz de la ecuación q (z) = k (z) será también la raíz de 
la ecuación sucesiva, pero, en general, no cualquier raíz de la ecua- 
ción sucesiva será la raíz para la ecuación de partida y, por esta razón, 
si tales transformaciones se aplican, al final de la resolución resulta 
indispensable la comprobación, es decir, resulta necesario que cada raíz 
determinada del último conjunto de ecuaciones elementales o de la 
última ecuación elemental se sustituya en la ecuación de partida 
para ver cuáles de las raíces convierten la ecuación de partida en una 
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igualdad numérica lícita. Aquellas raíces quo, siendo sustituidas en 
la ecuación de partida, la convierten ea una igualdad numérica que 
no so verifica, han de ser despreciadas. 

Más abajo so dan ejemplos que muestran que la aplicación formal 
de dichas fórmulas conduce tanto a la pórdida do las raíces do la 
ecuación de partida, como a la adquisición de raíces extrañas, 

Sea dada la ecuación 


log, (© + 2) = 6. 
Aplicando formalmente la fórmula (2), obtenemos la ecuación 
loga (2 + 2) = 3, 


cuya raíz única es x, = 6, 

Por cuanto en el proceso de resolución de la ecuación de partida 
se ha realizado una transformación, que pudo tener por resultado 
la pérdida de raíces, no se puede considerar resuelta la ecuación 
de partida. En efecto, una raíz de la ecuación de partida, a sabor, el 
número (—10), se ha perdido durante esta transformación. 

Sea dada la ecuación 


giog -4+ 3, 


Aplicando formalmente la fórmula (1), obtenemos la ecuación 
?—t+3=x-3, 


la cual tiene tan sólo dos raíces: z, = 2 y z, H 

Por cuanto en el proceso de resolución de la ecuación de partida 
so ha realizado una transformación que pudo tener por resultado 
la adquisición de raícos extrañas, resulta indispensable la compro- 
bación. La comprobación muestra que ni el número 2 ni el 3 son raí- 
cos de la ecuación de partida. 

Por consiguiente, la ecuación de partida no tiene raíces. 

Estos ejemplos enseñan que al resolver ecuaciones, las fórmulas 
logarítmicas han de aplicarse con cuidado, teniendo en memoria que 
su aplicación formal puode conducir tanto a la pérdida como a la 
adquisición de raíces. 

Esto no puede ocurrir, si aplicamos cada nna de las fórmulas 
(1) - - - (7) en aquél conjunto M, del GVA de la ecuación a resolver, 
sohre el cual tiene sentido el segundo miembro de la fórmula corres- 
pondiente, En estas condiciones la transformación conducirá a una 
ecuación que en el conjunto M, será equivalente a la de partida. 

Al encontrar las raíces de la ecuación obtenida y al elegir entre 
éstas aquellas que pertenecen al conjunto M,, encontraremos todas 
las raíces de la ecuación de partida en este conjunto M,. 

Se debe tenor en memoria que la ecuación de partida queda resuel- 
ta do esta manera no en todo el CVA, sino que solamente en el con- 
junto M,. Por esta razón se deben hallar, además, sus soluciones en 
aquella parte del CVA que queda después de restar el conjunto M,. 


368 


Por consiguiente, si en el proceso de resolución de una ocuación 
surge la necesidad de realizar transformaciones con ayuda de cierta 
fórmula logarítmica, entonces esta ecuación se puedo resolver según 
el esquema siguiente: 

1. Hallar el CVA de la ecuación. 

2. Dividir el CVA en dos conjuntos: M, y M, (M, representa la 
parte del CVA, donde tienen sentido simultáncamente ambos miem- 
bros de la fórmula que se emplea, M, os la parte del CVA que queda 
después de restar el conjunto M). 

3. Resolver la ecuación en el conjunto M, (teniendo en cuenta 
que la transformación de la ecuación con ayuda de esta fórmula es 
una transformación equivalente en ol conjunto M,). 

4. Resolver la ecuación en M. 

5. Reunir los conjuntos de raíces encontradas en M, y My. 

Resolvamos, rigiéndonos por este esquema, las ecuaciones ana- 
lizadas más arriba. 

Sea dada la ecuación 


log, (z + 2)? = 6. 


El CVA de esta ecuación es el conjunto de todos los números rea- 
les, salvo el número z = —2. Dividamos el CVA en dos conjuntos: 
Mı =(=2, +) y M, = (—00, —2). 

En el conjunto M, se verifica la igualdad idéntica 


log, (z + 2)? = 2 log, (z + 2). 
Quiere decir, en el conjunto M, la ecuación de partida es equivalente 


a la ecuación 
log, (£ + 2) = 3, 


la cual es equivalente en el conjunto M, a la ecuación z + 2 = 8. 
La última ecuación tieno la raíz única x, = 6. Por cuanto esta raíz 
entra en el conjunto M, la ecuación de partida también tendrá en el 
conjunto M, una raíz única z, A 

En el conjunto M, se verifica la igualdad idéntica 


log, (£ + 2)? = 2 log, [l—(z + 2)l. 


Quiere decir, en el conjunto M, la ecuación de partida es equi- 
valente a la ecuación 


log, (—z — 2) = 3, 
la cual es equivalente, a su vez, en el conjunto M, a la ecuación 
—1—2=8, 


La última ecuación tiene la única raíz z, = —10. Por cuanto esta 
raíz pertenece al conjunto Ma, la ecuación de partida también tendrá 
en el conjunto M, la única raíz z, = —10. Al reunir el conjunto de 
raíces encontradas on M, y Ma, obtenemos que el conjunto de todas 
las raíces de la ecuación de partida se compone de dos númoros: 
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a=6 y zx, - —10. 

Sea dada la ecuación SAW 23, 

EL CVA de esta ecuación es el conjunto de todos los x, para cada 
uno de los cuales x? — 4z + 3 > 0, es decir, el CVA es el conjunto 
M = (—o0, 1)U (3, +00). Por cuanto en este conjunto se verifica 
la igualdad idéntica 

Iori) 2240 43 


la ecuación de partida será equivalente en el conjunto M a la ecua- 
ción 
a — år +3 = r3. 


la cual Liono tan sólo dos raíces: zı — 2 y 24 = 3. 

Como ninguna de estas raíces integra el CVA de la ecnación de 
partida, mientras que la última ecuación y la de partida son equi- 
valentes en el CVA de Ja ecuación de partida, entonces resulta que la 
ecuación de partida no tiene raíces. 

Así pues, la resolución de una ecuación con ayuda de cierta 
Jórmula logarítmica es posible mediante dos procedimientos, 

Primer procedimiento. Realizar el paso a una ecuación que sirve 
de consecuencia de la ecuación dada. Hallar todas las raíces de la 
ecuación oblenida. Realizar la comprobación y establecer cuáles 
raíces son extrañas. Todas las raíces halladas, menos las raíces extra- 
ñas, constituirán el conjunto de todas las es de la ecuac de 
partida. 

Segundo procedimiento. Realizar el paso equivalente en el conjunto 
M, (M, es toda la parte del CVA de la ec ón de parlida, donde la 
fórmula logarítmica representa una igualdad idéntica). Hallar todas 
las raíces de la ecuación obtenida en A/,. Luego, hallar todas las 
raíces de la ecuación de partida en el conjunto MZ, (en toda la parto 
restante del CVA de la ecuación de partida después de restar el con- 
junto M,). Por fin, reunir los conjuntos de todas las raíces ile la 
ecuación dada encontradas en M, y Mo y obtener de este modo el 
conjunto de todas las raíces de la ceuación de parlida. 

Transformaciones relacionadas con fórmulas trigonométricas. 
Examinemos Jas siguientes fórmulas trigonométricas: 


ga (8) 
0) 
(10) 


` (11) 


Si, al resolver la ecuación q (z) = h (z), aplicamos formalmente 
al miembro izquierdo o derecho de esta ecuación cualquiera de las 
fórmulas en consideración de modo Lal, que el primer miembro de 
esta. fórmula sea sustituido por el segundo miembro, resultará posible 
la pérdida de raíces de la ecuación de partida, por lo cual las trans- 
formaciones de este tipo no son admisibles. 

Si aplicamos formalmente al miembro izquierdo o derecho de la 
ecuación q (z) = h (2) cualquiera de las fórmulas en con 
de modo tal, que el segundo miembro de esta fórmula sea su 
el primer miembro, pueden adquirirse raices extrañas, por lo cual al 
final de la resolución es necesaria la comprobación. 

He aquí unos ejemplos que mueslran que la aplicación formal 
de las fórmulas mencionadas, al resolver una ecuación, puede cou- 
ducir tanto a la pérdida de raíces, como a la adquisición de raíces 
extrañas. 

Sea dada la ecuación 


sen 2z — 3 cos 22 = 3. 


Al aplicar formalmente las fórmulas (9) y (10), obtendremos la 
ecuación 
2tgr 3(1(—tgx) 


Fiz TF igir 
Reescribamos esta ecuación en la forma 


2 (gx 


De aquí es evidente que el conjunlo de todas las raíces de esta 

ecuación lo constituye Ja serie de soluciones zp — arctg 3 -+ np, 
EZ. 

Sin embargo, no se puedo afirmar que se han hallado todas las 
raíces de la ecuación de partida, puesto que las transformaciones han 
sido de tal género que las raíces podían perderse. En efecto, al rea- 
lizar las transformaciones citadas se ha perdido toda una serie de 


soluciones m = $ + am, mEẸZ. 
Sea dada la ecuación 


Por cuanto’ 1 = ez , se puede reescribir la ecuación en la forma 


ES 


OS 


Al aplicar formalmente la fórmula (11), obtendremos la ecuación 


24» 87i 


de donde se hace obvio que el conjunto de todas las raíces de esta 


ecuación lo constituye la serie de soluciones z; = 5 +a, LEZ. 


Por enanto durante la transformación podían aparecer raíces 
extrañas, es indispensable la comprobación. La comprobación 
muestra que ninguna de las raíces será raíz de la ecuación de partida, 

Por consiguiente, la ecuación de partida no tiene raíces. 

Estos ejemplos muestran que, al resolver las ocuaciones, se nece- 
sita mucho cuidado en aplicar las fórmulas trigonométricas, teniendo 
en memoria «(ue su aplicación formal puede conducir tanto a la pér- 
dida de raíces como a la adquisición de éstas. 

Esto no puede ocurrir, si cada una de las fórmulas (8) . .. (11) 
se aplica en aquel conjunto M, del CVA de la ecuación a resolver, 
donde tiene sentido el segundo miembro de la fórmula correspondien- 
te. En este caso tal transformación conduce a una ecuación equiva- 
lente a la de partida en el conjunto W. 

Une vez determinadas las raícos de la ecuación obtenida y ele- 
gidas entro ellas las raíces, pertenecientes al conjunto M,, hallemos 
todas las raíces do la ecuación de partida en ol conjunto M,. Hay que 
acordarse de que la ecuación de partida queda resuelta de oste modo 
no en todo el CVA, sino sólo en el conjunto M,. Por eso, se debe ha- 
llar, además, su solución en aquella parte del CVA, la cual queda des- 
pués de separar el conjunto M,. 

Por esta razón, las ecuaciones en cuya resolución resultan apli- 
cables dichas fórmulas trigonométricas se resuelven, frecuentemente, 
siguiendo el mismo esquema que se ha aducido al examinar las fór- 
mulas logarítmicas: 

1. Hallar el CVA de la ecuación. 

2. Dividir el CVA en dos partes M, y My (M, es la parte del CVA, 
donde tienen sentido simultáneamente ambos miembros de la fór- 
mula que se omplea, M, es aquella parte dol CVA que queda después 
de separar el conjunto M,). 

3. Resolver la ecuación en M, (tomando en consideración que la 
transformación con ayuda de esta fórmula es una transformación 
equivalente en el conjunto My). 

4. Resolver la ecuación en el conjunto My. 

5. Reunir los conjuntos de raíces determinados en M, y My. 

Resolvamos, siguiendo este esquema, las ecuaciones analizadas 
más arriba. 

Sea dada la ecuación 


sen 2x — 3 cos 2r = 3. 
El CVA de esla ecuación es el conjunto de todos los números roales. 


Dividamos el CVA de dicha ecuación en dos conjuntos: M,, que es 
el conjunto de todos los números reales, a excepción de los números 


El A i 
Xy = $ + nk, donde k es un número entero cualquiera, y Ma, 
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è à a 
que es el conjunto de los números ty = 3 + nk, donde k es un 


número entero cualquiera. 

En el conjunto 4, las fórmulas (9) y (10) son igualdades idénti- 
cas, por lo cual en el conjunto M} la ecuación de partida será equi- 
valente a la ecuación 


2igr 3d—iga 


Pra ez 


El conjunto de Lodas las raíces de la última ecuación lo constituye 
una serie de soluciones zm = arctg 3 4- nm, m € Z. Yoda raíz de 
dicha serie pertenece al conjunto W,, por esta razón, el conjunto de 
todas las raíces de la ecuación do partida en el conjunto 4, lo cons- 
tituye la serio Zm = arctg 3 + am, m € Z. 

Resolvamos la ecuación de partida en M,. Sustitnyendo cada 


número z} = Š + ak, k €Z, en la ecuación de partida, nos con- 
vencemos de que ésta se convierte en una igualdad munérica lícita. 

Por consiguiente, el conjunto de todas las raíces de la ecuación 
de partida en el conjunto M, lo constituye la serie r, = 5 + ak, 
keZ. 

Reuniendo los conjuntos de raíces encontradas en M, y Ma, 
obtenemos que el conjunto de todas las raíces de la ecuación de par- 
tida lo constituyen dos serics £m = arctg 3 -- am, m € Z, y xy = 
=f +nk, kez. 

Sea dada la ecuación 


tgz—1 
tgzFi 


El CVA de esta ecuación es el conjunto de todos los números 


reales, salvo los números £m = —+am, donde m es un número 


á P El P 
entero cualquiera, y los números z; = zl, donde les un número 
g 


entero cualquiera. Por cuanto la fórmula (11) es en el CVA una igual- 
dad idéntica, entonces la ecuación de partida será equivalente en el 
CVA a la ecuación 


tg (z-3)}=1 


El conjunto de todas Jas raíces de la última ocuación e, el CVA 
lo constituye la serie zp = 1/2 + xp, donde p es un número entero 
cualquiera. Es evidente que esta serie no forma parte del CVA de 
la ecuación de partida. Por consiguiente, la ecuación de partida 
no tiene raíces. 

Así pues, Ja resolución de la ecuación con ayuda de cierta fór- 
mula trigonométrica es posible mediante dos procedimientos. 
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Primer procedimiento. Realizar el paso a una ecuación que 
sirve de consecuencia de la ecuación dada. Hallar todas las raíces 
de la ación obtenida, comprobar y establecer cuáles raíces son 
extrañas. Todas las raíces halladas, menos las extrañas, constitni 
el conjunto de todas las raíces de la ecuación de partida. 

Segundo procedimiento. Realizar el paso equivalente en el 
conjunto M, (M7, es toda la parte del CVA de la ecuación de partida, 
donde la fórmula trigonométrica representa una igualdad idéntica). 
Hallar todas las raíces de la ecuación obtenida en M,. Luego, hallar 
todas las raíces de la ecuación de partida en el conjunto M, (en 
toda la parte restante del CVA de la ecuación dada después de separar 
el conjunto A). Rewnir, por fin, los conjuntos de todas las raíces 
de la ecuación dada encontradas en M, y A, y obtener de este modo 
el conjunto de todas las raíces de la ecuación de partida. 

Transformaciones relacionadas con elevación a potencia natural, 
Supongamos que n es un número fijo natural y sea n > 2. Sea dada 
la ecuación 


fœ) = g w). 
La sustitución de esta ecuación por la ecuaci 
Y (97 = ig (011 


se llama elevación de la ecuación a la potencia natural n. 

Según se deduce de la afirmación 5, $ 1, al elevar una ccnación 
a una potencia natural, no se pueden perder raíces sino, al contrario, 
sólo pueden adquirirse raíces extrañas. Por oso, si se aplica tal trans- 
formación, al final de ésta resulta necesaria la comprobación de las 
raíces halladas. 

He aquí un ejemplo que muestra que dicha transformación 
puede realmente conducir a la adq ión de raíces extrañas. 

Sea dada la ecuación 


2 cos z = 3 sen z — 2. 


Elevando al cuadrado esta ecuación y empleando la identidad 
trigonométrica fundamental, obtenemos la ecuación 


4 (1— sen? z) = 9 sen? z — 12 sen z + 4, 


la cual es equivalente al conjunto de dos ecuaciones: 


senz=0, 


El conjunto de todas las raíces de la primera ecuación de este con- 
junto lo consliluyen dos series: Zm == 2am, m EL, y Xy = n + 254, 
q € Z. El conjunto de todas las raíces de la segunda ecuación lo cons- 
tiluyen también dos series: 


z —arcsen Y +2ap, PEZ, y y =1n —aresen 2 4 2ak, EZ. 
P T Pr P 13 


Por cuanto, al resolver la ecuación de partida, se realizó Ja olevación 
de la ecuación al cuadrado, es posible que entre las raíces halladas 
haya extrañas, por consiguiente, se necesila la comprobación. La 
comprobación muestra que toda raíz de la seric zm - 20m, m € Z, 
es una raíz extraña, y cada raíz de la serie z4 =- n i- 219, q È Z, 
es la raíz de la ecuación de partida. 

Además, la comprobación muestra que toda raíz de la serie 


-2nk. k€Z, es extraña, mientras que loda raíz 


de la serie xp =aresen e + 2xp. pEZ, es la raíz de la ecuación 
de partida, 
Por eso el conjunto de todas las raíces de la ecuación de partida 


27 =n + 209,9E2,y tp = aresen E + 


lo constituyen dos serie: 


+2np, p EZ. i M a 
Señalemos, además, que al realizar la elevación de una ecuación 
a potencia natural, se emplea, a menudo, la siguiente fórmula 


VIO" =1(0). 


Está claro que si, al resolver la ecuación, sustituimos (YT (0)? 
por j ix), se pueden adquirir raíces extrañas, por to cual al final de la 
resolución es necesaria la comprobación. 

Demos un ejemplo de tal transformación de una ecuación. 

Sea dada la ecuación 


Vira==V2= 
Elevando esta ecuación al cuadrado y sustituyendo 
VFI por (425), y (V. 


obtenemos la ecuación 


2 por (21), 


e+r—i=2—1. 
El conjunto de todas las raíces de la última ecuación se compone 
de dos números: x} = 2 y £, = —2. Por cuanto, al resolver la ecua- 


ción de partida, tuvo lugar la elevación de la ccuación al cuadrado 
y la sustitución de (/J (2))" por f (x). pudieron aparecer raíces extra- 
ñas, por lo cual es necesaria la comprobación. La comprobación 
señala que la raíz x¿ = —2 no es raíz de la ec ón de partida, mien- 
tras que x; = 2 es raíz de la ecuación citada. 

Por consiguiente, la ecuación de partida Liene la ra rica q, = 2, 

Hemos de notar que, corrienlemento, al elevar una ecuación a la 
potencia natural a, la sustitución de (V F)" por f (e) uo se espe- 
cilica, 

En lugar del procedimiento descrito puede ofrecer: 
otro método que se basa en la aplicación de la afirmae 


también 


n 1: 


Si se emplea el método aducido, la ecuación puede ser resuelta 

sogún el esquema siguiente: 

1, Hallar el CVA de la ecuación. 

2. Dividir el CVA en dos conjuntos: M, y M, (M, es la parte del 
CVA en la cual ambos miembros de la ecuación son simultánea- 
mente o bien no negativos o bien no posilivos, Af, es aquella parte 
del CVA. cu la cual Jos miembros derecho e izquierdo de la ecuación 
son de signos opuesto 

En este caso se hace claro que en Af, la ecuación no tiene raíces, 
por lo cual el conjunto de Lodas raíces de la ecuación de partida 
está contenido dentro de M,. 

3. Resolver la ecuación en el conjunto My. El conjunto de todas 
las raícos encontrado en M, será el conjunto de Lodas las raíces de la 
ecuación de partida (aquí se toma en consideración que la elevación 
de la ecnación de partida a potencia natural conduce a una ecuación 
que es equivalente en el conjunto W, a la de partida). 

Resolvamos, rigiéndonos por el esquema descrito, la ecuación 


V2+2I=3—x. 


El CVA de esta ecuación es el conjunto X 


Dividamos el CVA en dos conjuntos: M,=[—2., 3] yM,= 
2 


= (3, 00). En el conjunto M, la ecuación de partida no tiene r 
ces, puesto que para todo z € M, el primer miembro de la ecuación 
es positivo y el segundo, negativo. Resolvamos la ecuación en el 
conjunto 3M,. Dado que en este conjunto ambos miembros de la 
ecuación de partida son no negativos, después de elevar al cuadrado 
la racion de partida, se obtiene una ecuación que es equivalente 
a ella: 


2r + 29 = (3 — 2). 
El conjunto de todas las raíces de la última ecuación lo repre- 
sentan dos números, 2, = —2 y z, = 10. Por cuanto el número 


xy = 10 no pertenece al conjunto W,, no será raíz de Ja ocuación 
de partida. 

Por cuanto el número z} = —2 pertenece al conjunto M,, será 
de la ecuación de partida. 

Por consiguiente. la ecuación de pa 
x= -—2. 

Así pues. la resolución de una ecuación clevándola a potencia 
natural resulta posible mediante dos procedimientos. 

Primer procedimiento. Realizar el paso a una ecuación que 
es consecuencia de la ecuación de partida. Hallar todas las raíces 
de la ecuación obtenida. Efectuar la comprobación y establecer 
cuáles raíces son extrañas. Aquellas raíces, pertenecientes al con- 
junto de todas Jas raíces halladas. que no son extrañas constituyen 
precisamente cl conjunto de todas las raíces de la ecuación. 


ra 


ida tiene la única solución 
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Segundo procedimiento. Realizar el paso equivalente en el 
conjunto M, (M, es la parte del CVA de la ecuación de partida, donde 
ambos miembros de la ecuación de partida son simultáneamente 
o bien no negativos o bien no positivos). Hallar en 3M, todas las 
raíces de la ecuación obtenida. Todas estas raíces constituyen pre- 
cisamente el conjunto de todas las raíces de la ecuación de partida. 

Transiormación relacionada con la supresión del denominador. 
Sea dada la ecuación 


La sustitución de esla ecu n por la ecuación 


į (2) = g (0) ọ (2) 


se denomina supresión de la ecuación del denominador. 

Está claro que. al realizar tal transformación de una ecuación, 
es posible la aparición de raíces extrañas. Por eso, si en el proceso de 
resolución de una ecuación se suprime el denominador de la ecuación, 
resulta indispensable la comprobación de todas las raíces halladas. 

Pongamos un ejemplo de aplicación de tal trausformación. 

Sea dada la ecuación 


2 (2-7) 
A e "2 


Suprimiendo el denominador, oblenemos la ecuación 
2z — 14 = z — bz — 7. 


El conjunto de todas Jas raíces de la última ecuación se compone 
de dos números: z, = 1 y z= 7. 

En el proceso de resolución de la ecuación de partida se ha rea- 
lizado una transformación que pudo tener por resultado la aparición 
de raíces extrañas, por lo cual se necesita la comprobación. La com- 
probación muestra que el número £y — 7 no es raíz de la ecuación 
de partida. mientras que el número 7, = 1 es la raíz de la ecuación 
mencionada. Así pues, la ecuación de partida tiene la única raíz 
Es d. 

Obhservemos que, de acuerdo con la afirmación 9, $4, la ecuación 


LEY, 
gu) 


es equivalente en su CVA a la ecuación 
f @) = g (2) 9 (6). 


Por cllo, la resolución de tales ecuaciones puede realizarse según 
el siguiente esquema: 


1. Hallar el CVA de la ecuación 


=y (2) 
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2. Resolver en el CVA de la ecuación dada la ecuación equivalente 
10 = ¿(04 (0). 


Por cuanto las ecuaciones 


LE =4(0) y H2)=8(2)9(2) son 
equivalentes en el CVA de la primera ecuación, todas las raíces de la 
ecuación j (x g (7) y (2) que integran el CVA de la primera ecua- 
ción constituirán el conjunto de todas las raíces de la ecuación 


Í6 
ala q (r). 
q MG sa 

Resolvamos. rigiéndonos por esto esquema. la ecuación 

sentz—1 
costa 

EL CVA de esta cenación es el conjunto M de todos los números 
reales. salvo los números £m - $ + nm, donde m es un número 
entoro cualquiera, En el conjunto A7 la ecuación de partida es equi- 


valente a la escuac 


senta — Í = cos? z. 


r cuanto en el conjunto de todos los números reales se veri 
las igualdades idénticas 


cos’ x — senta = (cos? z + sen? r) (cos? z — sen? z), 


coste | sen? - 1, cos? r — son? z = cos 2r, 


entonces en dicho conjunto será válida también la igualdad idéntica 


cost £ — sen’ T -- cos 2r. 


Por eso la ecuación de partida será equivalente en el conjunto A 
a la ccunción 
cos 2z = —i. 


El conjunto de todas las soluciones de la última ecuación os la serie 


La ~ 3 + nk. k € Z. Como esta serie no pertenece al conjunto My, 


la ecuación no biene raíces. 

Así pues, la resolución de una ecuación suprimiendo el denomi- 
nador es posible modiante dos procedimientos: 

Primer procedimiento. Realizar el paso a una ecuación que 
representa una consecuencia de la ecuación de partida. Hallar todas 
las raíces de la ecuación obtenida, comprobar y establecer cuáles 
raíces son extrañas. Las raíces del conjuuto de todas las raíces halla- 
das que no son extrañas constituirán precisamente el conjunto de 
todas las raíces de la ecuación. 

Segundo procedimiento. Realizar el paso equivalente en el CVA 
de la ecuación de partida. Hallar todas las raíces de la ecuación 
obtenida. Todas estas raíces constituirán el conjunto de todas las 
raíces de la ec 1 de partida. 
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Transformaciones relacionadas con la polenciación de una ecua- 
ción. Sea a un número fijo positivo cualquiera, distinto de la unidad. 
Sea dada la ecuación 


log, f (2) = 108ga g (2). 
La sustitución de esta ecuación por la ecuación 
Fm = 3 (0) 


se llama potenciación de la ecuación. 

Según se deduce de la afirmación 6 del $ 4. al realizar la poten- 
ciación de una ecuación, no se pueden perder raíces. sino sólo adquirir 
extrañas. Por eso, si, al resolver una ecuación, se realiza la poten- 
ciación, resulta necesaria la comprobación al final de la resolución. 

Resnlvamos mediante este procedimiento la ecuación 


log, (42 — 4) = logs (4x — 7). 


Al realizar la potenciación de la ecuación dada. obtenemos obra 

ecuación 
4-4 —7. 

El conjunto de todas las raíces de la última ecuación se compone 
de dos números 2, = 3 y za = l. 

En el transcurso de la resolución de la ecuación de partida se 
ha realizado la potenciación de la ccuación, por lo cual es posible 
la aparición de raíces extrañas y esto requiere la comprobación. La 
comprobación señala que el número z 1 no es raíz de la eena 
de partida, mientras que z, = 3 es la raíz de la ecuación de partida. 
Por eso la ecuación de partida tiene la única raíz n = 3. 

Observemos que según la afirmación 8 del $ 1. la ecuación 


loga f (2) = loga g (1) 
es equivalente en su CVA a la ecuación 


f (2) = g (2) 

Por eso la ecuación log, f (£) — log, g (x) puede resolverse según 
el esquema siguiente: 

4. Hallar el CVA de la ecuación log, f (£) = log, g (a). 

2. Resolver en el CVA de esta ecuación la ecuación equivalente 
Fx) = 8 (2). 

"Todas las raíces de la última ecuación constituirán precisamente 
el conjunto de todas las raíces de la ecnación loga f (£) = loga g (2). 

Resolvamos, rigiéndonos por este esquema, el ejemplo examinado 
más arriba. 

Sea dada la ecuación 


log, (22 — 4) = log, (42 — 7). 
ALGVA de esta ecuación es el conjunto M = (2, 4 00). En el con- 


junto M la ecuación dada es equivalente a la ecuación E 
=b6L—7. 
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El conjunto de todas las soluciones de la última ecuación se 
compone de dos números: z, y za = 4. Por cuanto el número 
Za + 1 no pertenece al conjunto M, mientras que el número z, = 3 
pertence 1. entonces la última ecuación tiene en M tan sólo una 
raiz que es +, = 3. Como la última cenación y la de partida son equi- 
valentes en el conjunto M, resulta, pues, que la ecuación de partida 
tiene la única raíz r 

Así pues. la resolución de nna ecuación aplicando la potenciación 
es posible mediante dos procedimientos. 

Primer procedimiento. Realizar el paso a una ecuación que 
representa una consecuencia de la ecuación de partida. Hallar todas 
las raíces de la ecuación obtonida. Comprobar y establecer cuáles 
raices son extrañas. Las raíces del conjunto de todas las raíces halla- 
das que no son extrañas constituirán precisamente el conjunto de 
todas las raíces de la ecuación. 

Segundo procedimiento. Realizar el paso equivalente en el CVA 
de la ecuación de partida, hallar todas las raíces de la ecuación obte- 
nida en el CVA de la ecuación de partida. Todas estas raíces consti- 
tuirán precisamente el conjunto de todas las raíces de la ecuación 
de partida 

Transformación relacionada con la logaritmación de una ecua- 
ción. Supongamos que a es un número positivo fijo distinto de la 
unidad. Sea dada la ecuación 


Í (2) = g (2). 
La sustitución de esta ecuación por la ecuación 
loga f (2) = loga 8 (2) 


se denomina logaritmación de la ecuación. 

Según se desprende de la afirmación 6 $ 1, al logaritmar una ecua- 
ción se pueden perder raíces. Por eso la aplicación formal de esta 
transformación se prohíbe. 

Cabe señalar que la logaritmación de la ecuación f (2) = g (2) 
puede realizarse sólo en el conjunto M, es decir, en Loda la parte del 
CVA, donde ambos miembros de la ecuación citada son positivos. 
En este caso, como se deduce de la afirmación 6 $ 1, las ecuaciones 
Í (2) = g (2) y log, f (2) = log, g (z) son en el conjunto M equi- 
valentes, 

Por esta razón, la resolución de la ecuación / (z) = g (2) apli- 
cando Ja logaritmación de la ecuación, resulta posible sólo según 
el siguiente esquema: 

1. Hallar el CVA de la ecuación dada. 

2. Dividir el CVA en dos conjuntos: M, y M, (M, es la parte del 
CVA, donde ambos miembros de la ecuación dada son positivos; 
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M.es la parle del CVA que quoda después de restar de éste el con- 
junto My). 

3. Resolver la ecuación en M, (tomando en consideración que 
en W, la ecuación f(x) = g (z) es oquivalente a la ecuación 
log, f(x) = log, g (2). 

4. Resolver la ecuación en Me. 

5. Reunir los conjuntos de todas las raires determinadas en My 
y Ma 

Resolvamos, rigiéndonos por este esquema. la ecuación 


gua _3 VD 


EI CVA de esta ecuación es el conjunto M = [0, --00). Por cuanto 
ambos miembros de la ecuación dada son positivos en el conjunto 1 
en este conjunto la ecuación citada es equivalente a la ecuaci 


Pi=1V 2 


La ecuación obtenida es, a su vez, equivalente en el conjunto M 
a la ecuación 


=i 
La última ecuación tione tan sólo dos raíces: x, = 1 y t, = —1. 
La raíz z, = 1 pertenece al conjunto M, mientras que la raíz T, = —1 


no pertenece al conjunto M. Por consiguiente, la última ecuación 
tiene en el conjunto M una sola raíz x, = 1. Como la ecuación de 
partida os equivalente a la última ecuación en cl conjunto M (todo 
el CVA do la ecuación de partida), la ecuación de partida tiene la 
única raíz z = 1. 

Transformaciones relacionadas cou la simplificación de la ecua- 
ción por el factor común. Sea dada la ecuación 


g (2) f (2) = ọ (2) g (7). 
Esta ecuación se sustituye a menudo por la ecuación 
f)=2( 
es decir la ecuación de partida se simplifica por el factor común 
ep (2), lo que constituye un gran error que puede conducir tanto a la 
pérdida de raíces de la ecuación de partida, como a la adquisición 


de raíces extrañas. 
Veamos un ejemplo. Sca dada la ecuación 


Vz—=2(0243)=4 V 1-2. 


Simplificando osta ecuación por el factor común Vz— 2, llegamos 
a la ecuación 
a + 3 = hr. 


El conjunto de todas las raíces de la última ecuación se com- 
pone de dos números: 1, = 4 y z, = 3. 
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fácil ver, sin embargo, que ed número z, = 1 no es raíz de la 
ecuación de partida, es decir, este número es una raíz extraña para 
la ecuación de partida. Al mismo tiempo resulta evidente que el 
- Y es raíz de la ecuación de partida que se ha perdido 
al rea la transformación. 

Por lo tanto, efectivamente, al simplificar una ecuación por el 
factor común « (x), se pueden perder las raíces de la ecnación de 
partida y se pueden adquirir raízes extrañas. 

Las ecuaciones de este tipo se deben resolver de la manera si- 
guiente. 

1. Hallar el CVA de la ecuación q (2) f (2) = 9 (2) g (2). 

2. Escribir una ecuación equivalente a la mencionada: «y (£) X 
x Tf (a) — g (œ) - 0. 

3. Pasar de esta ecuación al conjunto de ecuaciones, equivalente en 
el CVA a la ecuación de partida 


q (a) = t) — g (2) =0. 

4. Resolver este conjunto de ecuaciones en el LVA de la ecuación 
de partida. En este caso el conjunto de todas las raíces de este conjun- 
to, cada una do Jas cuales pertenece al CVA de la ecuación de partida, 
constituirá precisamente el conjunto de todas las raícos de la ecua- 
ción de partida. 

Resolvamos, mediante este procedimiento la ecuación 


Vi2(2+3=V z 
12, +00). Escriba- 


ELCVA de esta ecuación es el conjunto M 
mos la ecnación, equivalente a la de partida, 


Vi-2(12—42+3)=0, 


Esta ecuación es equivalente en el conjunto M al conjunto de ecua- 
ciones 


2—443=0, 


La primera ecuación de este conjunto liene la única raíz x 
La segunda ecuación tiene tan sólo dos raíces: T, = 3. ni 
Quiere decir, el conjunto de todas las raíces de este conjunto consta 
de tres números: 2, > 2.2, = 3.7, = 1. Las raíces z; y T, integran 
el conjunto M, mientras que la raíz z, no figura en el conjun- 
to M. 

Por consiguiente, Ja ecuación de partida tiene solamente «dos 
raíces: 7, 2, £- 3. 

Transformaciones relacionadas con la simplificación de la ecua- 
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ción por el factor común. Sea dada la ecnación 


ADLERI o Elm) | ma (dl --. 


ee lha) =g e) (12 
donde f; (e). fa (£), >. -~ fa (e) sou polinomios enteros respecto de x- 
Para resolver semejantes ecuaciones es menesler. como regla. supri- 
mir los signos de valores absolutos. Observemos que la supresión formal 
de los signos de valores absolutos puede conducir tanto a la pérdida de 
raíces de la ecuación de partida, como a la adquisición de raíces extra- 
ñas. Mostrómoslo. 
Sea dada la ecuación 


Ja=14]=24+4, 


Si suprimimos formalmente el signo de valor ahsolnto, obtendre- 
mos la ecuación 


r—1i-2+4, 


la cual tiene la única raíz 7, —5. Es fácil ver, sin embargo, que 
esta raíz no es raíz de la ecuación de partida, es decir. para la ceua- 
ción de partida es extraña. Al mismo tiempo podemos ver con facili- 
dad que el número z = —1 es la raíz de la ecuación de partida y esta 
raíz se ha perdido al realizar la transformación. Por lo tanto, efecti- 
vamente, al suprimir formalmente los signos de valor absoluto, se 
pueden perder raíces de la ecuación de partida y se pueden adquirir 
raícos extrañas. 

Para resolver las ecuaciones de este tipo se emplea con mayor fre- 
cuencia el así Hamado método de intervalos. La esencia de este método 
consiste en lo siguiente: 

Sea dada la ecuación (12). Al principio se resuelve el conjunto de 
ecuaciones 


(2) =0, fe(8)=0, ---, fm) =0, ..../n (7) H (13) 


a continuación se marcan en la recta numérica todas las raices de 
ste conjunto de ecuaciones. 

De este modo, toda la recla numérica se divide en 
de intervalos y en cada uno de estos intervalos la o 
tuye por obra ecnación que no contiene signos de valor absoluto y es 
equivalente en dicho intervalo a la ecuación de partida. En cada 
intervalo se hallan las raíces de la ecuación que se obtiene en el 
intervalo dado y. a continuación, de tas raíces halladas se escogen 
aquellas que caen en el intervalo dado. Estas últimas serán precisa- 
mente raíces de la ecuación de partida en el intervalo que se conside- 


o número 
ción se susti- 
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bir Lodas las raíces de la ecuación de partida 
se reúnen todas las raíces de clla, determinadas en todos los inter- 


stremos este método con algunos ejemplos. 
Sea dada la ecuación 


lz=1|=22+4, (14) 


En este caso el conjunto de ecuaciones (13) consta de una ecua- 
ción 
r—1=0, 


que tiene la única raíz: el número 1. Quiere decir, la recta numérica 
se divide en dos intervalos: (—00, 1) y l1, --00). 

Veamos cómo se resuelve la ecuación (14) en cada uno de estos 
intervalos. 

1. En el intervalo (—oo, 1) teuemos, por definición de valor 
absoluto: 


lz—-1|= —(2—1) 


Por eso, en dicho intervalo la ecuación (14) es equivalente a la ecua- 
ción 
(1-1) =20+ 4, 


que Liene la úni 


a raiz c = — 1. Esta raíz cae en el intervalo (00, 1). 
Esto signi 


que en dicho intervalo la ecuación (14) tiene la única 


2, Por definición de valor absoluto en el intervalo [1, +00) 
Iz1t|=x— 1. 
Por eso en esto intervalo la ccnación (14) es equivalente a la ecuación 
z—1= 2r +4 4, 
que Liene la única raíz x, = —5. Esta raíz no cae on el intervalo 
[1, 4-00). Quiere decir, en el intervalo dado la ecuación (14) no 
tiene raices. 
Al resumir, llegamos a que la ecuación de partida (14) tiene la 


única raíz z = —1. 
Sea dada la ecuación 


[41 |—[21+/274+3]=4x—6. (15) 
Veamos el conjunto de ecuaciones 
—1=0, z=0, 224+3=0, 
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El conjunto de todas las raíces de este conjunto de ecuaciones 
se compone de cuatro números: 1; —£; 0; e Quiere decir, la recta 


numérica se divide en cinco intervalos: (o; 2)» [-4: 


—4), 1-4: 0), 105 1), [1 +00), 


Señalemos la resolución de la ecuación (15) en cada uno de los 
intervalos citados. 


1. En el intervalo (o, -3) » de acuerdo con la definición 
de valor absoluto, tenemos 


li—il=(B=40), ir] = r, |204+3]|=—(Qe + 3). 
Por eso, en dicho intervalo la ecuación (15) es equivalente a la 


ecuación 
(2 — 1) — (=2) — (Qu 4 


la cual tiene tan sólo dos raí 


Ninguna de estas raíces entra en el intervalo en consideración, 
razón por la cual la ocación (15) no tiene raíces en dicho intervalo. 


2. En el intervalo [-4: -1], por definición de valor abso- 
luto, tenomos 


J£ —1 |= (1), lel=—e |2+3|= Qr+3). 


Por eso, la ecuación (15) es equivalente en este intervalo a la ecua- 
ción 
(z — 1) — (3) + (2r + 3) = 4r — b. 
Esta ecuación cuadrática no tiene raices reales. Por consiguiente, 


la ecuación (15) no tiene raíces en este intervalo. 
3. Por definición de valor absoluto en el intervalo [—1; 0) 


(2—1)= AP 1), |z] = z, 1243] = (27 +3). 


Por eso, en dicho intervalo la ecuación (15) es equivalente a la ecua- 
ción 


=h — 1) — (~r) 4- Rr + 3) = 4r — 6, 
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la cual tiene solamente dos raíces: 
1-VH VA 
A » Ta z . 


z= 


Ninguna de estas raíces entra en el intervalo en consideración, por 
lo cual la ecuación (15) no tiene raíces dentro del intervalo indicado, 
4. Por definición de valor absoluto, en el intervalo (0; 1) 


la —1]= e 1), le[l=x (224 3|=20 +3 

Por eso, en este intervalo la ecuación (15) es equivalente a la 

ecuación 
—(4 — 1) — z + (20 + 3) = 42 — 6, 

que tiene solamente dos raíces: zg = —5, 2 = 2. Ninguna de estas 
raíces entra en el intervalo en consideración, por lo cual la ecuación 
(15) no tiene raíces en dicho intervalo. 

5. En el intervalo (1; +00), por definición de valor absoluto, tene- 
mos 


l[2=14]=(P2=4) |rl=x, 122+3]1= (2z + 3). 


Por eso, en este intervalo la ecuación (15) es equivalente a la ecua- 
ción 
(2 — 1) — z + (2z + 3) = ár — 6. 


Esta ecuación cuadrática no ticne raíces reales, por lo cual la ecua- 
ción (15) no tiene raíces en dicho intervalo. 

Al resumir, llegamos a que la ecuación (15) no tiene raices en 
toda la recta numérica. 

Indiquemos. como conclusión que en este párrafo se han consi- 
derado no todas las transformaciones posibles, sino sólo aquellas 
que se usan con mayor frecuencia. Se puede, por supuesto, dar tam- 
bién otros ejemplos de transformaciones no equivalentes, como, por 
ejemplo, supresión de los términos semejantes. paso a una base nueva 
de logaritmos que contenga una magnitud desconocida u otras, No 
nos detendremos en ello detalladamente, sino enunciemos solamente 
una regla general. 

Al resolver las ecuaciones, se debe emplear uno de los siguientes 
dos procedimientos: 

1, Sustitnción de la ecuación dada por otra ecuación que sea 
equivalente a la dada en cierto conjunto; en este caso se muestra 
explícitamente tanto el propio conjunto, como el hecho; de que las 
ecuaciones son equivalentes precisamente en dicho conjunto (se 
deben analizar todos los conjuntos en que se divide el CVA). 

2. Sustitución de la ecuación dada por otra ecuación que sea 
una consecuencia de la dada: en este caso se indica por qué la ecua- 
ción nueva cs una consecuencia de la anterior, y al fin de la resolu- 
ción resulta ser obligatoria la comprobación. 
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Ejecrctectos 


¿Será el número 2 ana raiz de las siguientes ecuací 


E Ars i ia i 
1 ib [— 7-43 0-8] - 
2, 324_ Br AD (650 _ (6-1) Lr—3) | 
ig. 4 a 12 ; 
3. 4124522 Y IT Pda (1522); 
4. VUF BV IF e= y DE; 
5. [2114126] 
7. 3e 4 9=28-3%; 8, Zzp BUR aia p 2T- SA SES i 
5) 4+ (V 24 a 
B= yV yB, 
dbx 
n. PA (E 


-ai 


z 25 2501 
a cos 28 
14. son? E cos Z 


2 
z 
¿Serán equivalentes la ecuación z == 2 y las siguientes ecuaciones US cas 
. 30): 


15. 2arccos ( ) arccos: —a 


16. 3 (10 — 2 [3z —2(2 — 5)] + 72) = 32 — 4; 
17. ViAF32-8B—12=2V FA; 
18, (2—52—7)2—=(2—2) (2—3)=1: 


19. 


20, | 5x—22—6 25746; 24. Y IB = (233 
22, 2090 = (542002; 23, DL GA GA 2 
24, 52x-14 52+ = 250; 25. 35 B= 30; 


26. Ig |54 miat; 
27. log; {2 logs [1-+ loga (1+3 log, 2)))= 
28. lg 2+ ig (45-24 9) = i —Ìg (27-21-41); 
29. logs (9%-14-7) = 2+ log, (3144) 


30 cos (rt 
` Vaa etA l 
¿Serán equivalentes las siguientes dos ecuaciones {31 ... 66): 
31. 24 1=0 y (144) (244)=0; 


EN 
=d 


387 


TI a 


m EE mik y 25 4 


40. ETa n y 520; 

AT. 43) mi2 (24) y z+3= 
48. (242) (2—1) =3 (1—1) y 742 
y (6291182 
(Qr—3)= (32 —. 
Baa V AFETE y 2m 2r; 
o y VIEDEFD=0; 
23=Y/8 y diia 7=V 8; 


57. PEFM=2 y 17+41 
58. log, (a—19=0 y 2log, (0 
39, log 1=0 y 4log, | 7 
60. log, 15==0 y Blog z 
61. LO yayo (2 IF =0 y logia (241) =0; 

62. log, lr Dir! =A y logg i LENA 

E E 

IA a 
uz ig 
64. clgz(-tg2r=0 y sen3r—0; 


63. etez4-lu2z=0 y 
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65. sen z cosz=cos? z y cigz= ctg? s; 


66. sen reosz=cos? z y igri? 
Indíquese cuál de las dos ecuaciones signientes es consecuencia de la otra 
ss. 92): 


(242) (24 1)4=3 (2; 
68. "442 43=0 y (22 4x-3)- ¿To 


T. 2—-Tr=8 y Vi=E (4—10=8 V Fo. 
72, 2216 y 2% logo (7—5) = 1f-log, (2—5). 


26 Se 
A A o A 
> x Via V55 


z—á_ 2+3 
ur RE- 
y 2--32=0, 


T. a 422043 y 


15, t 


1. 22x0 y En. 

1. VIS Y. VO y VGFIE=0=V 3. 
18. Vié—=51—=6=4 y *—5:—6-10, 

79. loga (14-19=2 y log z-i]. 

80. loga (7-+-2) 21022 (1—3)=4 y loga (2-+2) (2 
81. V 3-senzcosz= costz y P3tgr=1. 


4 = ty? =æ 
ai atg’ ry tgr=4. 


85. cos z-logs (2—1) = sen zlog, (2—1) y cosz=sen z. 
m o arcsenr? 


86. arcsen z? E wa Zina" 


arecosg__a 
87. arccosa=a y o i, 
Ve Va 


88, ¡2—=1]=241 y P—i=xrL1. 
89. | z3—4 |=542 y 222 
90. Japti4 21 
| y 2r: 
92. [4114171 ==x2+42 y 22. 
¿Során equivalentes la ecuación y el conjunto de ecuaciones (93 .. . 124): 


6 y r= 


23-43. 


=a. 
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Ecuación 


Conjunto de ecuaciones 


93. (124) (24+2)=0 
9420830421437 42=0 


95. 5(6m_10(5—2 11 (6—x) 
22 340 364 


96. V 34i r=12 
91. VEFT-V21=2 


98. Vzpi=x-4 
99, V2=7=2+ Y 0z 
100, VZFi=1—V2F3 


101. 2 —Y =A 
102, V aF rV TF= V TF 


103. V F324 V a= 
=V BF 5r? 


104. 


105, 
106. 
107. 


[2-3|=/2-311 
[a—1141242]=441231 
12-(1=/2111=1 

108. (Va Y =(2 y 
-Vavi y” 


z 
109, 87+! = 4.322 


110. 2.49% --17.448=0 


414, ¿morts 


312, 2% 4139772 — 1087721 =32 
113. log, (9-20) =3—x 


=1 


z=—1, 2=3; 
z= —5, 2=5; 


z=1, 1=2 


z= —8, 2=2; 


z= —4, 1=-2 z= 2, r=; 


z=2, 1=0; 


Continuación de la tabla 


Ecuación 


Conjunto de ecuaciones 


194. logs, qy tlg? F=1 
T 

115. logs 2-log „ 2=log „ 2 

TT Sa 
416. logs (9%-1-+7) =2-+1og (2%-1 +1) 
147. V 3Toga (23) =103. V 7 
g?r 
Spr 
119. 4 cos? 2+3 cos (1—2)=0 


118. lg 


|=0 


120. sent z- cost == 


121. ctg x sen 3z (cosz— 2) =0 


z 


122. 3 


arc cos 1=x1- are sen 
123, cos (are cos=)=— 7 


424, arc sen z—arc sen -F — 


Resuélvanse las siguie 


7=2, 1=10; 


ak 
HA keZ 


k 
==, A 


z=—1. z=0, 1=1? 


ntes ecuaciones (125...326) 


125, (224144) (393) =(01,105 (21,2. 

tao ES i ++ 427. A 

128. ES 129. He 

130. mt 13d. PCR 

e sa 
134. atp ár == =1. 135. Patas 
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1 _ 502) 
neg Ev 
140, 2922100 
182. 4 18=0. 143. 6—2208—179+22-+1=0. 


144. 3150-20. 145. z? tH 132512044 477=0. 
146. Ir 1=3- 147. [—2+2|=2:+1. 


148. LE. g, lat 1412211. 


150. | z—11-H1 lz+21—]z—3 |=. 51. J4 (8—3) |= | 5£—4 |+. 
152, | 1—2? |= ta. 153, 24 miela 


154. 122—91-F12°—4 | =5. 155. |£ s- 2+ + |2234 =ż. 
156. 122—342 ]=4->+ 121. 157. 1il. 

a z1—5s+4 

=1. 159. | 


ia 261147 
160. J3—/2--2/]=4. 161. e 


162. V zF 8e V 5:22. 163. Y 10 
164. Yi00—Vi—=342=4. 165. y ir rma. 
466. 2—3=Y irh} i. 167. V 7235 — V Izi =p ar. 
168. Y TF5 =3= y 41 
169. V 2 F264+V2Z+3=VY 122. 

170. VIFI2= 1224 Y M6—=4=21=2%43,5. 


111. VITEL ET Y Br mal. 
172, Y 42] 2—2|—32. 
173. (241) V I0:—2-A=x 1124-24. 


174. 
175, 
116. Vir24 Vi 2=1—V 247—060 V 2—2. 
177. Vite VE =e. 


META 
178. z 

7 -yi 
179, E E 


180. VE 714 V YV3-1+2=2. 

181. VI Fh V 3-0 INV 2-21. 
182, 274 20= 

183. 
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184. p B12=80x210x, 185. 125% z= ++ 
E 
7 


160, (5) = VEA 187. 
188, ge A 


8x+5 
(e 2) —— e 
189. 30 2 —9/Hi=0. 
190. [(10,14)2]9"=0,001331. 
1 


194. (32% Tus =|y "0,0025 (2.1/ 4098) +17] 
192. 32H08: 2.75 = 2( VIO r 


1 


x41 
193. 2.5542 5232375. 194. 3-40-2=2 (25616 2), 
195. 6: — 20-1. 3-2 m 2 Y 5108 258, 

196. 3 V P 5 255.32 
197, 3V2 L3 VF Lg VT- 68, 198, 29% 
199. 5% (32-54) = 4 (Su-p4). 200. 14-75-13-52, 
204. 3-13% 443291 2942 — 5.2391, 

202. 25d peo Logan 30490, 

2093. 30r- Ora Y 40 m 5 (lO Gn, 

204. 9% —8.32-+7=0. 205, 4—27 
206. 2% (72%) =2-719%: 3, 207, 4 1 13. An 2 


23 

208. 2%=20-+3-2 ? . 209, 20% 44%) —5-6%=0, 
1 

240. 3.465 4-36:=2-81%. 211. 4 46 *=09 


re 


z 
212, ¿e 213, 2209044 (42% — 89) 0, 


214. VD] 


245. Tep Tree D-r O 


216. (5) P( 5) +1] 2841. 


247. 2% (29242) =2:8:—4. 218, 52 —32= 


249. (245-2 (o y Ber 


220. loga (2-44) = loga 4 (log, 7— log 5). 
20. lok eaa ei O 
222. E EPI (e 


10(2-y3)" 


223, 2 EEA poga (234. 
224. logs 2-+loga (2-+2)=1 
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225. log, logs logs (2-45) =1084 2—1. 
226. logs (2 log, (1 +lo2» (1+3 log, 2) = 3. 


227. 14-18 (14-2%4-22) —lg (z246) =2 lg (244). 
228, lg (27—3)2—1g (3r— 1) =2. 
229, ME 404 2— tai (1). 


230. ibe (2439)= 

231. log, (+1) Sea =1log, V 7. 
1 

292. log, (z*-+22—3) = log, Ez . 


233. logs (z+ 1) = loge (1 —z)+ loge (2743). 
lg 24+ lg (4—5r— 6r?) 
g Tog (221) 


238. logs zi -+4 logs yz A 
R z+ V Aog¿2=2=4. 


1) 2log, (82) = logs (22). 


242, 1 a a 

"SEE O ARA 
243. logs (4%-+4) =z- log, (2%! —3). 
244 logs =+log z 4log, 2=0. 

E 
245. log 2-log y 2=108 ¿ 2. 
T T 

246. logsr > -logi z= 1. 


247. g0 T t VET 9 VFB, 
20. g nys it, 


249. 2 loga (logs 7) -+10g,/3 (loga (2 /22))=1. 

250. 108 jugx (62? —57+1) 1081-37 (47? — 4r +4) =2. 
254. log;z-1 da Hna (257—1024 1). 
252. logx.6) e5492. 

253, logen qye (64142) = 24 loge 1y (2+5) 


254. logr, (° +26 =4. 255, log, [(2—1)08 d1- 1 =2. 
256. log, (3% — 1) -logy (3% —3) =8. 


39% 


257. 1418 (142%) =x21g 54186. 
258. log, loga z+ logs log¿7=2. 259. | log, | z 11=2; 


260. sen $ + 261. Y T00—2-sen 22=0. 


r3 
262. cos (4r+2)= YE , 


264. tg ($) =-—-40. 265, a Vi. 


TT den etg2r _ 
266. YizPTI—2-g2=0. 267, EA =0. 
s 


268. 4cosrp5senz= 2. 269. 2senz—3cosz= — 4 


Fo 


270. tgz?= — V3. 271. ctg V z 
272. V ænz=cosr. 273. Y 5—2Zenz 


274. 

275. sen (2249 E —30os (+) =1+2sn z. 

276. sen z + sen 3z + 4 cos? r = 0. 

277. tg 2z — 4 sen z cos z + 1 = 4 sen? z. 

278. 4-+sen? z= (34+ Y 3) sen 2z —2 (2— Y 3) cos? z. 

279. sen 27=14 VŽ cos +-+ cos 2r. 

280. sen 2z + sen 3z = 2. 

281. 4 (sen 3z sen z)? — sen 3z = 5, 

282. cost? 2z — sen% 2z = 4. 

283. Y 1+Fsn22—Y 1 enrm. 

284. tg 2rtg3r=1, 285. sent r —cos! z==sen 2z. 

| e 

287, sen27—12 (sen z— cos x)+12=0. 

288. tga+otgz=sona (141g rtg 
cos 2r 

1—sen2r * 

290. tg 27 cos 4z (4 — son? 7z) = 0. 

291. Ecost z = 3 + 5 cos 4r, 

292. 2 (ctg z — tg z) = sen åz. 

293. sen áz sen 6z = 2 (sen x 4 sen 5z). 

294. 1 — tg 27 = 4 sen? 2r. 

295. sen 5z sen 4z = —cos ô. cos 3z. 

296. cos z = cos 3z + 2 son 2r. 

297. sen? z + 5 cos 2z + 4 = 0. 

298. tg? x + 8 cos 2z ctg 2z = ctg? z. 

299. cos 7z —sen 5z= V 3 (cos 5r— sen 12). 


300, (cos 2—sena) (+5 sen 27) +senz=2 cost z. 


289. cos r-+-sen z= 
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4 o 
301. 2sen?2r- sen? a 
4 


302. cus E — cos E ssent g. 
2 sen 24sen 3r= | 1—2 cos z-| cos 2e |- 
E O: 2,2 
K z) Vi son ($i) = 20n (5+5) 


307. 2— V3 cos 2z- sen 22=4 cos? 3z. 

308. 5 Tor xog Doe 3 g Vlogs 1,8, 
L. aog , 
= Ecosa 


sirat 
7- 


3 1 
A senta ž sen x+ 5 
311. | coss | 


a 312. SIS ga 30, 


sent Ea 


313, 46420055 8000, BAA 2142008 0% 46 9. 
345, BISEN 2r- H eostx_ glsena—eosa)*_ y, 
316. pen2r+teoste j gl-sen2x+2senix og, 
347. x loga x° — (21° -H 3) logs (2223) — 3 logy 
Hana E, 
=3 A CN Y 3-18. 
— z Vogy/0 501213) =* 422. 


togesena E 4togacosx 
321. 3 =3 3 4 
1 
Troos zx 1--cos 2e 


322, 4'E YA log 


Vicos (P -x) 


= —logsen a 1E, 


anad 40 scene og 10 


324. sen mr-|-sen (logyr 92) = cas nr —cos (loga 2%). 
$ 
8 


325. cos2r-; log, G sen 7) 2-2 cos 2-logy¡2 sen c= 


=2 c08 x-|-sen? zloga sen? x- 


326. 2 logas (5° senz 42 son z- sen y A 


CAPÍTULO 
VII 


DESIGUALDADES CON 
UNA SOLA INCÓGNITA 


Sean dadas dos funciones: y = f (z) e y = g (1). cuyos campos de 
existencia son P y L. respecti’ . Supongamos que el campo M 
es una intersección de los campos de existencia de las funcionos cita- 
das, es decir, W = P f £ (en particular. el campo W puede ser un 
conjunto vacío). 

Planteemos un problema: hállense todos los números æ del cam- 
po M. para cada uno de los cuales se verifica la desigualdad numérica 
fa) > g (a). En estos casos se dice que el problema consiste en 
resolver la desigualdad f (1) > g (1) con una sola incógnita x. o bien 
que está dada la desigualdud f (x) > g (x) con una sola incógnita x. 

En este capítulo se analizan algunos métodos destinados para 
resolver solamente designaldados con una sola incógnita. Por eso 
en lo que sigue diremos simplemente «dosignaldad / (x) > g (£) 
en lugar de «desigualdad f (z) > g (2) con nna sola incógnita». De 
modo análogo se onuncian y se entienden los problemas: resuélvaso 
la desigualdad f (z) < g (z); resuélvase la desigualdad f (2) > g (2); 
resuélvase la desigualdad f (x) < g (x). 


$ 1. Conceptos fundamentales y afirmaciones 
sobre la equivalencia 
de las desigualdades 


Se denomina campo de valores admisibles (CVA) de una desigualdad 
f (2) > g (x) la parte común (intersección) de los campos de existencia 
de las funciones y = f (x) e y = g (z), es decir, el conjunto de todos 
los valores de la incógnita x. para cada uno de los enales tienen sen- 
tido (están definidos) los miembros primero y segundo de la desi- 
gualdad. 

El número a del CVA de la desigualdad rocibe el nombre de solu- 
ción de la desigualdad j (2) > g (x). siempre que al sustituirlo en 
lugar de la incógnita z la desigualdad se convierte en la desigualdad 
numérica f (x) > g (a) que so veril 
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Resolver la desigualdad f (x) > g (2) significa hallar el conjunto 
de todas sus soluciones. Observemos que este conjunto puede resultar 
ser vacío, lo que es posible solamento en dos casos: 

a) si el CVA de la desigualdad dada es un conjunto vacío: 

b) si el CVA de la desigualdad dada es un conjunto no vacío Q, 
mas no existe ningún número % € Q para el cual se verifique la desi- 
gualdad numérica f (2) > g (4). 

Si el conjunto de todas Jas soluciones de la desigualdad dada es 
vacío, suele decirse que la desigualdad dada no tiene soluciones. Por 
eso, a veces se dice asi: resolver la desigualdad f (2) > g (2) significa 
hallar todas sus soluciones o demostrar que dicha desigualdad no 
tiene soluciones, 

Sean dadas dos desigualdades: >g) y pl) > oha). 
Si cualquier solución de la primera desigualdad es, a la vez, solución 
para la segunda desigualdad, y cualquier solución de la segunda 
desigualdad es, a la vez, la solución de la primera, estas dos desi 
gualdados sc denominan equivalentes. 

En este caso se sobreentiendo, en particular, que si cada una de 
las desigualdados n 'onadas no Licne soluciones, las desigualdades 
son equivalentes. La sustitución de una desigualdad por otra desi- 
gualdad, equivalento a aera, se Jlama paso equivalente de una 
desigualdad u la otra. 

Sean dadas dos desigualdades: f (z) > g (x) y p (£) > q (2) y sen 
dado cierto conjunto WM de valores de la incógnita x. Si cualquier 
solución de Ja primera desigualdad. perteneciente al conjunto M, 
es a la vez la solución de la segunda desigualdad y cualquier solu- 
ción de Ja segunda desigualdad, perteneciente al conjunto I, es 
a la vez la solución de la primera, entonces dichas dos desigualdades 
se Jlaman equivalentes en el conjunto M. 

En este caso se sobreentiende, en particular, que si cada una de 
estas desigualdades no tiene soluciones en el conjunto Af, estas dos 
ecuaciones son equivalentes en el conjunto M. 

La sustitución de una desigualdad por la otra, equivalente a la 
primera en el conjunto M, se llama paso equivalente en el conjunto M 
de una desigualdad a la otra. 

Señalomos que de modo análogo se enuncian los problemas en 
los que se pide resolver las desigualdades f (x) < g (2), f (a) > g (2) 
y i(0)<gle. y asimismo las principales definiciones para 
ellos, 

Observaciones: 1. Al tratar las desigualdades, no usamos, a di- 
ferencia de las ecuaciones. el término «ratz». 

2. Puesto que a título de conjunto de soluciones de una desi- 
gualdad interviene, de ordinario, cierto intervalo y como la compro- 
bación de todos los números pertenecientes al intervalo citado es 
prácticamente imposible, el concepto de consecuencia no se usa en 
la resolución de las desigualdades. 

Demos a conocer unos cuantos ejemplos que ilustran los con- 
ceptos introducidos. 
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Sea dada la desigualdad 
ViF2+Y7-5V 3=x. 

El CVA de esta desigualdad es un conjunto M que representa la 
intersección de los campos de existencia de las funciones y = 3 — 2, 
y=Vzx=5ey=V3—zx, es decir, M es la intersección de los 
conjuntos [—2, +), 15, +00) y (—oo, 3]. Esta intersección es 
vacía. Por consiguiente, la desigualdad queda resuelta. puesto que 
no existe ningún valor de la incógnita, para el cual todas las funcio- 
nes, que figuran en la desigualdad dada, tengan sentido. De este 
modo, la igualdad dada no tiene soluciones. 

Sea dada la desigualdad 


EJ 


Vz<-—5. 
Puesto que al sustituir en la desigualdad dada cualquier valor numé- 
rico del CVA de esta desigualdad, ella se convierte en una desigual- 
dad numérica ilícita y, por lo tanto, la desigualdad dada no tiene 
soluciones. 

Las desigualdades z + 5>0 y (2% + 1) (2 + 5) > 0 son equi- 
valentes en el conjunto de todos los números reales; las desigualdades 
> 1 y 22> 1 no son equivalentes en el conjunto de todos los 
números reales, pero lo son, por ejemplo, en el conjunto de números 
positivos. 

He aquí algunas afirmaciones sobre la equivalencia de las desi- 
gualdades: 

1. Las desigualdades f (x) > g (2) y f (4) — g (2) >0 son equi- 
valentes. 

2. Las desigualdades j (2) > g (2) y j (2) + a> g (2) + a son 
equivalentes para cualquier a real. 

3a. Las desigualdades j (x) > g (x) y aj (1) > ag (z) son equiva- 
lentes para cualquier œ positivo. 

3b. Las desigualdades f (x) > g (x) y aj (z) < ag (2) son equiva- 
lentes para cualquier número negativo a. 

4a. Las desigualdades at > ad y j (2) > g (a) son equiva- 
lentes para cualquier número fijo a tal, que a > 1. 

db. Las desigualdades ad > ad y f (2) < g (x) son equiva- 
lentes para cualquier número fijo a tal, que 0< a < 1. 

La validez de estas afirmaciones se demuestra de modo semejante, 
razón por la cual aduzcamos aquí sólo la demostración de Ja afirma- 
ción 3a. 

Supongamos que el número z, es cierta solución de la desigualdad 
f (£) > g (z), es decir, que existen los números f (x,) y g (%,), para 
los cuales se verifica la desigualdad numérica f (2,) > g (xı). Al 
multiplicar esta desigualdad numérica por un número positivo «, 
vemos que so verifica la desigualdad numérica aj (2) > ag (2,), 
lo que significa que el número z, es una solución de la desigualdad 
af (x) > ag (2). Este razonamiento puede realizarse para toda solu- 
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ción de la desigualdad f (2) > g (2). Quiere decir, cualquier solución 
de ta desigualdad f (0) >g (7) es una solución de la desigualdad 
aj (x) > ag (r). 

Demostremos ahora lo contrario. Supongamos que el número La 
es cierta solución de la desigualdad «af (x) > ag (2). es decir, que 
existen los números f (t) y g (ta), para Jos cuales se verifica la desi- 
gualdad numérica af (ze) > ag (2,). La validez de csta desigualdad 
predetermina, en virtud de las propiedades de las desigualdades 
numéricas, la validez de la desigualdad numérica f (£a) > g (£a). 
lo que significa que ol número ze es la solución de la desigualdad 
f (2) > g (x). Este razonamiento puede realizarse para toda solución 
de la desigualdad af (2) > ag (2). Quiere decir, cualquier solución 
de la desigualdad af (1) > ag (2) es una solución de la desigualdad 


160 > g do). 

Así pues. si cada una de las desigualdades f (1) > g (2) y af (1) > 
> ag (2) tione soluciones, las desigualdades son equivalentes. Obser- 
vemos que de lo demostrado se despreude. en particular, que si una 
de estas designalldados no tiene solucionos, tampoco las tiene la 
segunda, es decir, en este caso las desigualdades f (z) > g (2) y 
af (a) > ag (1) son también equivalentes 

Con esto queda demostrada completamente la afirmación 3a. 

Ahora aduzcamos algunas afirmaciones sobre la equivalencia 
de las desigualdades en los conjuntos. 

5. Sea n un número nalural y supongamos que en cierto conjunto M 
dos funciones. y = f (x) e y = g (x). son simultáneamente no negativas. 
Entonces, en dicho conjunto serán equivalentes las desigualdades f (1) > 
>g ia) y U (ol > le (07. 

Ba. Sea a un número fijo tal, que a > 1, y supongamos que en cierto 
conjunto M las dos funciones, y = f (x) e y = g (2), son simultánea- 
mente positivas. Entonces, en dicho conjunto serán equivalentes las 
desigualdades f (x) > g (£) y loga f (2) > loga g (e). 

Öb. Sea a un número fijo cualquiera tal, que 0 < a < 1, y supon- 
gamos que en cierto conjunto M las dos funciones, y = f (x) e y = 
= g (x), son simultáneamente positivas. Entonces en dicho conjunto 
serán equivalentes las desigualdades f (1) > g (£) y loga f (2) < 
< loga g (0). 

Ta. Supongamos que en cierto conjunto M la función y = q (2) 
es positiva. entonces en dicho conjunto son equivalentes las desigualdades 
F> gi y Ho e >g l) y (2). 

7b. Supongamos que en cierto conjunto M la función y = ọ $e) 
es negativa, entonces en dicho conjunto son equivalentes las desigualdades 
Fara y ¡o (o<z (Mem. 

Demostremos la afirmación 5. 

Si n- 1, la afirmación 5 es justa. 

Por eso, en adelante consideraremos que 2 > 2. Supongamos que 
el número e, pertenece al conjunto A y representa cierta solue 
de la desigualdad f (e) > g (z). es decir, que existen los números 
no negativos f (21) y g (æ) tales, que para ellos se verifica la desi- 
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gualdad numérica f (x,) > g (x,). De la validez de esta igualdad se 
deduce, en particular, que el número f (x,) es positivo. Mas, en este 
caso, para cualquier número natural / el número [f (2,)1" es positivo, 
y el número Íg (%,)] , no negativo. Quiere decir, la suma 


E A e 
A) 


es positiva, puesto que su primer sumando es positivo y los demás, 
no negativos. De la desigualdad numérica f (z,) > g (c,) se des- 
prende, además, que el número f (z,) — g (21) es positivo. Como el 
producto de números positivos es positivo, lo es también el número 
O) g (ED) {l (D + If e)l g e) ona 
ere +Í (2) lg (1) + lg (2). 


Aplicando ahora la fórmula de multiplicación reducida (véase el 
cap. 11), llegamos a que es válida la desigualdad numérica 


(DY — lg œ) >0, 
de donde se deduce la validez de la igualdad numérica 
If (201 > le (21. 


Así pues, se ha mostrado que para cualquier número z, del con- 
junto M la validez de la desigualdad numérica f (z,) > g (2,) pre- 
determina la validez do otra desigualdad numérica [f (a) > 
> [g (2,))". Quiere decir, cualquier solución de la desigualdad f (z) > 
> g (z), perteneciente al conjunto M, será la solución do la desigual- 
dad f(2)1" > [e (01. 

Mostremos ahora lo contrario. Supongamos que el número xy 

ertenece al conjunto M y que existe una solución de la desigualdad 
Fore íg (z)]", es decir, supongamos que existon los números 
no negativos f (£3) y g (£+), para los cuales se verifica la desigualdad 
numérica [f (z,)]* > [g (2,)]". Mostremos que el número f (x,) es 
positivo. Admitamos que f (z) os igual a cero, entonces do la desi- 
gualdad [f (<9)1" > [g (z,)]* se desprende que el número Ig (z,)]" 
es negativo. Mas, por cuanto el número g (z4) es no negativo, lo será 
también cl número Íg (z,)]". La contradicción obtenida significa que 
ol número f (x,) as positivo. Por consiguiente será positiva lx suma 


U EA EZ dé. 
c+. Ef (2) [E (81-2 + lg (z), 


Además, de la validez de la desigualdad [f (z,)]° > [g (z,)J se de- 
duce que el número [f (x)J" — Íg (z,)]” es positivo. Examinemos 
ahora la igualdad numérica 
U (24) — [g (291 = If (23) — g (291 {1f (2) + 
+ If (e)l g (E) H o H (E) lg (E + lg (a)y. 
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En el primer miembro de esta igualdad ligura un número positivo, 
en el segundo, el producto de dos números, uno de los cuales es pos: 
tivo, y, por tanto, el segundo número es también positivo, es decir, 
se verifica la desigualdad numérica f (z) — g (ts) > 0. La validez 
de esta desigualdad numérica predetermina la validez de la desi- 
gualdad f (z) > g (<s). Así pues, se ha mostrado que para cualquier 
número z, del conjunto M la validez de la desigualdad numérica 
U (e,)" > lg (2,)1* predetermina la validez de la desigualdad 
numérica f (22) > g (27). Quiere decir, cualquier solución de la desi- 
gualdad [/ (z))* > [g (2))", perteneciento al conjunto M, es la solu- 
ción de la desigualdad f (2) > g (1). 

Así pues, si cada una de las desigualdades f (2) > g (£) y 
[f (2) > [g (2)J" tiene soluciones en el conjunto M, dichas desi- 
gualdados serán equivalentes. 

Observemos que de lo demostrado se deduce, en particular, que 
si una de las desigualdades no tiene soluciones en el conjunto M, 
la otra tampoco las tiene en dicho conjunto, es decir, on este caso 
las desigualdades f (x) > g (2) y I (=) > le (z) son también 
equivalentes, con lo que se acaba la demostración de la afirmación 5. 
La justeza de las afirmaciones 6a, 6b, 7a, 7b se demuestran análoga- 
mento. 

Sean dadas m desigualdades f; (2) > g, (2), fa (2) > £2 (2), +... 

«y fm (2) > Em (2). Denotemos con M un campo que sirve de inter- 

sección para los campos de valores admisibles de todas estas desi- 
gualdades. Si se pide hallar todos los números a del campo M, cada 
uno de los cuales sea la solución de cualquiera de las desigualdades 
mencionadas, suele decirse que está dado un sistema de m desigual- 
dades 


fi(2) > £1 (2), 
fal) > g (2), a) 


Ím(2) > £m (1) 


y el campo M se llama campo de valores admisibles (CVA) de este sistema. 
Indiquemos que las desigualdades del sistema se escriben, de ordi- 
nario, en una columna y se reúnen mediante una llave. 

El número œ del CVA del sistema de desigualdades (1) se denomi- 
na solución de este sistema, si es la solución para cada una de las 
desigualdades. 

Resolver el sistema de desigualdades (1) significa hallar el conjunto 
de todas sus soluciones. Si este conjunto resulta ser vacío, se dice que 
el sistema de desigualdades (1) no tiene soluciones. El sistema do 
desigualdados (1) se resuelve habitualmente del modo siguiente. 
Al principio se resuelve cada desigualdad en el CVA de este sistema, 
es decir, se hallan los conjuntos V,, Na, - - -, Nm, donde N; es 
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad fi (£) > g: (2), 
pertenecientes al CVA de este sislema. Luego se determina el con- 
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junto N, que es la intersección de todos los conjuntos citados, 
Ny, Na... Nm es decir, No = Ni NNa N-e- NNm El cone 
junto Ne será precisamente el conjunto de todas las soluciones del 
sistema de desigualdades (1). 

Supongamos que Jos números a y b son tales que a < b y sea 
dado el sistema de desigualdades 


f(a) >a, 
2 
Hcb. e 
En este caso suele decirse que esta dada una desigualdad doble 
a<] (z) <b. (3) 


Observemos que si y = f (x) es una función elemental fundamen- 
tal, resulta, a menudo, más simple resolver la desigualdad doble (3) 
que el sistema do desigualdades (2). 

Sean dados ahora k sistemas de desigualdades 


Hala) >gua (0), | fe(2)>£n (2), Ían (2) > Em (2) 
fal) > gala) | faal) >8e(2) | fa) > En (2) 


fni (2) > 8ni (2) Ù fma (2) > Ema (7) fake) > En (2). 


Denotemos con Q el campo que sirve de intersección para los campos 
de valores admisibles de todos estos sistemas de desigualdades. 

Si se pide hallar on el campo Q todos los números a, cada uno de 
los cuales sea solución de, al menos, uno de los sistemas citados, se 
dice que está dado el conjunto de k sistemas de desigualdades y el cam- 
po Q se denomina campo de valores admisibles (CVA) de este conjunto. 
Indiquemos que los sistemas de desigualdades de un conjunto do 
sistemas se escriben, de ordinario, en una línea (véase (4)). 

El número a del CVA del conjunto de sistema de desigualdades 
(4) se llama solución de dicho conjunto, si es solución de, por lo 
menos, un sistema de desigualdades del conjunto (4). 

Resolver el conjunto de sistemas de desigualdades (4) significa hallar 
el conjunto de todas sus soluciones dicho conjunto resulla ser vacío, 
se dico que ol conjunto de sistemas de desigualdades (4) no tiene 
soluciones. 

El conjunto de sistemas de desigualdades (4) se resuelve, corrien- 
temente, del modo siguiente. Al principio se resuelve cada sistema 
de desigualdades en el CVA dol conjunto (4), es decir, se detorminan 
los conjuntos M,, Ma, .... My, donde M; es el conjunto de todas 
las soluciones del sistema 


fa (2) > gu (2), 
fa (2) > gu (2), 
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en el CVA de este conjunto. Luego se determina el conjunto Me que 
representa la unión de todos los conjuntos Mı, My, -.., My, es 
decir, Mọ = M, U Ma U MU -.. U Mr- El conjunto Me será 
precisamente el conjunto de todas las soluciones del conjunto de 
sistemas de desigualdades (4). 

Observemos que si cada uno de los k sistemas del conjunto (4) 
contiene una sola desigualdad, se dice que está dado un conjunto 
de k desigualdades. 

Si k = 1, el conjunto (4) representa, de hecho, un sistema de desi- 
gualdades. 

Se dice que la desigualdad 


10) >g (2) (5) 


es equivalente al conjunto de sistemas de desigualdades (4), si cualquiera 
de las soluciones de la desigualdad (5) es solución del conjunto (4), 
y toda solución del conjunto (4) es solución de la desigualdad (5). 

En este caso se sobreentiende, en particular, que si la desigualdad 
(5) no tiene soluciones y si el conjunto do sistemas de desigualdades 
(4) no tiene soluciones, la desigualdad (5) es equivalente al conjunto (4). 

Si en el conjunto de sistemas de desigualdades (4) n =m=... 
... =p=... = l = 1, se dice que la desigualdad (5) es equiva- 
lente al conjunto de desigualdades (4). 

Si en el conjunto de sistemas de desigualdades (4) Æ = 1, se dice 
que la desigualdad (5) es equivalente al sistema de destgualdades (4), 

La sustitución de la desigualdad (5) por el conjunto (4), equiva- 
lente a la desigualdad (5), se llama paso equivalente de la desigualdad 
(5) al conjunto (4). 

A veces surge la necesidad de realizar un paso equivalente de una 
desigualdad a un conjunto de sistemas de desigualdades en el con- 
junto M. 

Se dice que la desigualdad (5) es equtvalente en el conjunto M al 
conjunto de desigualdades (4), si cualquier solución de la dosigualdad 
(5), perteneciente al conjunto M, es solución del conjunto (4), y cual- 
quier solución, perteneciente al conjunto M, del conjunto (4) es solu- 
ción de la desigualdad (5). 

Soñalemos que en el conjunto de sistemas (4) puede haber una 
infinidad de sistemas de desigualdades. 

La sustitución de una desigualdad por otra desigualdad o porun 
conjunto de sistemas de desigualdades se denominará en adelante 
transformación de la desigualdad. 

Por fin, aduzcamos la noción de conjunto mizto, es decir, de con- 
junto de ecuaciones y desigualdades. 

Sean dadas %k ecuaciones f, (z) = g, (2), fa (£) = 82 (2), -.. 
«+ fa (2) = En (2) y m desigualdades fuga (2) > Zaa (E) fata E> 
> 8n+a (2)s - - -s faim (2) > Entm (2). Denotemos con Q el campo 
que sirve de intersección de los campos de valores admisibles de estas 
ecuaciones y de todas estas' desigualdades. 
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Si se pide hallar en el campo Q todos los números æ, cada uno de 
los cuales sea la solución de al menos una de las ķ ecuaciones citadas 
o de al menos una de dichas m dosigualdades, se dice que está dado 
un conjunto mixto 


hE =8(), fa (2) = 820), -- «+ fr (2) = En (1) 
fara (2) > Ens (2), fara (2) > Eare (0), + + > 
+ frtm (2) > Ertm (2), (6) 


y el campo Q se llama campo de valores admisibles (CVA) de este con- 
junto. 

Indiquemos que las ecuaciones y desigualdades de ua conjunto 
mixto se escriben, de ordinario, en una línea. 

El número æ del CVA del conjunto mixto (6) se denomina solución 
de este conjunto, si es solución de al menos una de las k ecuaciones 
o de al menos una de las m desigualdades del conjunto citado. 

Resolver el conjunto mizto (6) significa hallar el conjunto de todas 
sus soluciones. Si este conjunto resulta ser vacío, se dice que el con- 
junto mixto (6) no tiene soluciones. 

El conjunto mixto (6) se resuelve, corrientemente, del modo 
siguiente, Al principio se resuelve cada ecuación y cada desigualdad 
en el CVA de dicho conjunto, es decir, se hallan los conjuntos My, 
Ma +.) Mii, Mp, donde M; (i = 1, 2, ..., k) os el conjunto 
de todas las soluciones de la ecuación f; (z) = g; (z), pertenecientes 
al CVA del conjunto (6), y los conjuntos Mu+i Mira -> Mi+ms 
donde Mi4y (f = 1, 2, . . ., m) es el conjunto de todas las solucio- 
nes de la desigualdad fh4y (z) > En+1 (2), pertenecientes al CVA 
del conjunto (5). A continuación se determina el conjunto My que 
es la unión de los conjuntos Mı, Ma, «+, Mp Mara ++ Mimo 
es decir, Mo = M, U M2U -..U Mar U Mp4 UU... kèm: 
El conjunto M, será precisamente el conjunto de todas las soluciones 
del conjunto mixto (6). 

Diremos que la desigualdad 


Í (2) > g (2) (7) 


es equivalente al conjunto mizto (6), si toda solución de la desigualdad 
(7) es solución del conjunto mixto (6) y toda solución del conjunto 
mixto (6) es la solución de la desigualdad (7). 

En este caso se sobreentiende, en particular, que si la desigualdad 
(7) no tiene soluciones y no las tiene el conjunto mixto (6), la desi- 
gualdad (7) será equivalente al conjunto mixto (6). 

De lo dicho más arriba se desprende que una desigualdad no estricta 


10>e() (8) 
es equivalente al conjunto mixto 
0=2¿0 f(a) >g (e). (9) 
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Cou este motivo se analizan, de ordinario, solamente desigual- 
dades estrictas, pues la solución de una desigualdad no estricta es 
la unión de soluciones de la ecuación y de la desigualdad estricta 
correspondientes. 


$ 2. Desigualdades elementales 


Sea y = f (z) una función elemental fundamental y b, un número 
real fijo. Entonces las desigualdades 


F) >b, (1) 
f< hb (2) 


suelen llamarse desigualdades elementales. 

Es evidente que ol CVA de una desigualdad elemental coincide 
con el campo de existencia de la función elemental fundamental 

== f (2). 
Y Como se señaló más arriba, la desigualdad no estricta f (x) > b 
es equivalente al conjunto de la dosigualdad estricta f (1) > b y de 
la ocuación f (x) = b, mientras que la desigualdad no estricta f (1) < b 
esequivalonte al conjunto de la desigualdad estricta f(x) < b y de la 
ecuación f (x) = b. Por esta razón en ol párrafo presente se analizará 
solamente la resolución de las desigualdades elementales (1) y (2). 

Cabe notar ante todo que al resolver una desigualdad, no se puede 
es cribir formalmente la solución de la ecuación correspondiente 
y sustituir, a continuación, el signo do igualdad por el de desigual- 
dad. En lo que sigue más abajo se mostrará que para resolver las 
desigualdades clementales (1) y (2) es preciso conocer bien las propie- 
dades de la función elemental fundamental y = f (z), y, además, 
saber emplearlas. 

La resolución de una desigualdad elemental va acompañada, 
a menudo, de la construcción de las gráficas para las funciones 
y = f (a) e y = b. En este caso se hace uso de la siguiente afirmación 
obvia: si se debe resolvor una desigualdad f (£) > b, o f (z) < b, 
donde la función y = f (zx) no es obligatoriamente elemental funda- 
mental, so construyen en un mismo dibujo las gráficas de las fun- 
ciones y == f (x) e y = b. Entonces, la solución de la desigualdad 
f(x) > b serán aquellos valores de x=, para cada uno de los cuales 
el punto (z, f (2) de la gráfica de la función y = f (2) se dispone 
por arriba de la recta y = b (fig. 149), y la solución de la desigualdad 
f (2) < b serán los valoros de x, para cada uno de los cuales el punto 
(e, f (2)) de la gráfica de la función y = f (x) se dispone por debajo 
de la recta y = b (lig. 150). 

Por oso tal dibujo ilustra de inmediato cuál conjunto es la solu- 
ción de la desigualdad f (z) > b, y cuál, la solución de la desigualdad 
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Í (£) < b. Sin embargo, hemos de subrayar que las gráficas sirven 
sólo de medio ilustrativo auxiliar al resolver las desigualdados. 
Estas gráficas sólo sugieren una respuesta, mientras que el hecho de 


Lyellzj 
Jyst 


que un conjunto, evidente on el dibujo, os una solución de tal o cual 
desigualdad ha de ser obligatoriamente demostrado. 

Notomos además que frecuentemente el dibujo da la idea en qué 
conjuntos se debe dividir el campo de existencia de la función y = 


A 


I 


<= 


Fig. 150 


= j (æ) y qué propiedades de esta función han de emplearse para 
realizar la domostración mencionada. Por eso, en lo sucesivo, previa- 
mento a la resolución de ciertas desígualdados elementales se ana- 
lizarán las gráficas de las funciones y = f (2) e y = b. 
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Desigualdades algebraicas. Sea z un número natural fijo. entonces 
las desigualdades 
1” >b, (3) 
e<b (4) 
suelen llamarse desigualdades algebraicas elementales. 

La función y = z” está definida en toda la recta numérica, por 
lo cual el CVA de las desigualdades (3) y (4) es el conjunto X = 
= (—o0, +00). 

Por cuanto las propiedades de la función y = z” que se emplean 
al resolver las desigualdades (3) y (4) son diferentes para n par y n 

impar, analicemos dos casos: 

4 I. Sea n = 2m — 1, donde 

m esun número natural fijo, 

entonces las desigualdades (3) 
y (4) adquieren la forma 


ma > b, (3a) 
PMA ds (4a) 


El campo de valores de la 
función y = a*""l en el con- 
junto X lo constituirá el con- 
junto Y = (—00, +00). En 
vista de que la función 
= a%"-1 es creciente en el 
conjunto X, ella adquiore ca- 
da valor númerico de Y sólo 
una vez. Por eso, si dicha fun- 
ción toma el valor b para 
Fig, t5t z= Zo para cada > 
ella toma un valor mayor que 

el número b, y para cada x < xp, un valor inferior al número b. 
Quiere decir, el conjunto de todas las soluciones de la desigual- 
dad (3a) es el intervalo (Zp, +00), y el conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (4a) es el intervalo (—o0, zp), donde, según 

lo expuesto en el $ 2, cap. VII, 


m-/E, para b positivo; 
Ly= ( 


0, para ¿=0; 
—?"=V 5, para b negalivo. 


En la fig. 151 se ilustran de la manera adecuada los razonamientos 
aducidos más arriba. 

Il. Sea n = 2m, donde m es un número natural fijo, entonces 
las desigualdades (3) y (4) toman la forma 


2a >b, (3b) 
am <b (4b) 
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La función y = z es no negativa en toda la recta numérica. 
Por eso, si b es un número negativo, Ja desigualdad (3b) será válida 
para cualquier valor de z, y la desigualdad (4b) no es válida, 
cualquiera que sea el valor de z. Quiere decir, en este caso el 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (3b) se reprosenta 


Ly *?dmie meN, 
Z y- donde $<0. 


Fig. 152 Fig. 153 


por toda la recta numérica (—oo, +00), mientras que Ja desigualdad 
(4b) no tiene soluciones. En la fig. 152 se ilustran los razonamientos 
realizados. 

Si, en cambio, b = 0, entonces para z = 0 la función y = 2%" 
toma el valor nulo, y para todos los z restantes esta función es posi- 
tiva, por lo cual la desigualdad (3b) será válida en csto caso para 
cualquier valor de x, salvo el valor 
de x = 0; la desigualdad (4b) no es 
válida, cualquiera que sea el valor de 
zx. Quiere decir, el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (3b) 
se representa en este caso por la unión 
de dos rayos (—oo, 0) (0, +00) 
(fig. 153), mientras que la desigual- 
dad (4b) no tiene soluciones. 

Por fin, sea b un número posi- 
tivo. Construyamos las gráficas de 
las funciones y =2%% o y = b (fig. 
154). La recta y =b corta la grá- 
fica de la función y ==" en dos 
puntos (<p, b) y (=20 è), donde 
zo =" b. La gráfica de la función y = 2?” se dispone por debajo 
de la recta y = b en el conjunto (—zo, zo) y por encima, en eljcon- 
junto (—œ, —zp) U (to, +00). Por consiguiente, estos conjuntos 
deben representar precisamente los conjuntos de todas las soluciones 
de las desigualdades (4b) y (3b). No obstante, esta afirmación ha de 


A 


Fig. 154 
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ser demostrada. La figura (fig. 154) muestra que para demostrarla es 
preciso emplear el hecho de que en ol intervalo X, = [0, -+-00) la 
función y =- x?" es creciente, y después, el hecho de que esta función 
es par 

Dividamos el campo de existencia de la función y = 2?” en dos 
conjuntos, X, = [0, +00) y X, = (—oo, 0) y veamos la resolución 
de las desigualdades (3b) y (4b) en cada uno de estos conjuntos. 

En el conjunto X, el campo de valores de la función y = 4%" 
es Y = [0, -+oo) y la función es creciente, por eso todo valor numé- 
rico de Y ella lo adquiere sólo una vez. Quiere decir, si para z = 
= z € X; la función toma el valor b, para todo z > xy tal que z € X; 
ella toma un valor superior a b, y para cada z < xy tal que z € X,, 
un valor inferior a b. Por consiguiente, el conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (3b) en X, es el intervalo (£o, +00), y el 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (4b) en Xy es el 
intervalo [0, xo). Por cuanto la función y = 2?” es par, el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (3b) on X, es el intervalo 
(—o0, —«y), y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(4b) en X, es el intervalo (—zo, 0). Al reunir las soluciones halladas 
en X, y en Xa, resulta que en este caso el conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (3b) es Ja unión de dos rayos (—00, —2p) U 
U (£o, 700), y ol conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(4b), ol intervalo (—Zzo, Zo), donde zo = “Vb. 

Así pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(3b) se representa por: 

1) la recta numérica (—oo, -+-00), para cada b nogativo; 

2) el conjunto (—oo, 0) U (0, +00), para b = 0; 

3) el conjunto (~œ, —"/D)U CWT, +00), para cada b po- 
silivo. 

El conjunto de todas las soluciones do la desigualdad (4b) se ro- 
presenta por: 

1) un conjunto vacío, para cada b no positivo; 

2) el intervalo (Vb, */b), para cada b positivo. 

En la Tabla 18 se dan los resultados que se obtienen al resolver 
las desigualdades (3) y (4). 

Desigualdades fraccionarias. Sea n un número natural fijo, 
entoncos las desigualdades 


>, (5) 
ALA 


suelo llamarse desigualdades fraccionarias elementales. 

La función y = z™ ostá definida en toda la recta numérica, 
a excepción del punto cero, por lo cual el CVA de las desigualdades 
(5) y (6) es un conjunto X = X, U Xs, donde X, = (0, +00), 
y X, = (—oo, 0). 

Por cuanto las propiedades de la función y = x~" que se emplean 
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Tabla 18 


»>0 »=0 boo 


ama> o (YB; œ) (0; co) (AY MB œ) 
emo | (o yb) (o "5 TET) 
amab | (o —YDU| (=o; 04 
VIA ULO, 00) 
amh (—"V8; P) | no hay soluciones] no hay soluciones 


al resolver las desigualdades (5) y (6) son diferentes para n par y n 
impar, analicemos dos casos: 

. Sea n = 2m — 1, donde m es un número natural fijo, entonces 
las desigualdades (5) y (6) toman la forma 


ami >), (5a) 


gn c b. (Ga) 


A título de campo de valores de la función y = 2""*! en ol con- 
junto X, interviene el rayo Y, = (0, +00), y en el conjunto Xa, 
el rayo Y, = (—oo, 0). 

Si b = 0, entonces, tomando en consideración que la función 
y == ?"* os positiva en el conjunto X, y negativa en el conjunto 
X», llegamos a que que X, es el conjunto do todas las soluciones de la 
desigualdad (5a) y X¿, el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad (6a) (fig. 155). 

Sea b un número positivo. Construyamos las gráficas de las fun- 


ciones y = 2"+* e y = b (fig. 156). La recta y = b corta la gráfica 
mA ri 
do la función y = 2-9"*1 en el punto (Zo, b), donde to == i 


La gráfica de la función y = "$ se dispone por arriba do la recta 
en el conjunto (0, xp) y por debajo de la recta, en el conjunto 
(oo, 0) U (zo, +œ). Por consiguiente, los conjuntos dos tienen 
que ser precisamente los conjuntos de todas las solnciones de las 
desigualdades (5a) y (6a). No obstante, esta afirmación ha de ser 
demostrada. El dibujo sugiere que para demostrarla es necesario 
analizar la solución de la desigualdad en cada conjunto X, y X, 
por separado y aprovechar el hecho de que la función y = 2-2"+i 
es negativa on el conjunto X., y decreciente en el conjunto X,. 
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Analicemos la solución de las desigualdades (5a) y (6a) en el con- 
junto X,. En dicho conjunto la función y = x-""* es negativa, por 
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Ly- 1?! donde MEN; Ly=3P"" dome meN; 
Dd donde b =U. my po 

T I 
Fig. 135 Fig. 156 


eso en el conjunto X, no hay soluciones de la desigualdad (5a), 

poro todo el conjunto X, está contenido dentro del conjunto de todas 

las soluciones de la desigual- 
y dad (6a). 

I En el conjunto X, la función 
y = 2%" decrece, por lo cual 
cada valor numérico de Y, ella lo 
toma una sola vez. Quiere decir, 
si para z = zp la función toma 

nn el valor b, entonces para cada 

ho (ade r z < zp tal, que z € X,, ella to- 

— A S e ma un valor superior a b, y para 

Z cada zœ zo tal, quezEX,, un 
valor inferior a b. Por consi- 

20091 guiente, el conjunto de todas las 

[y=2 "ate meN; soluciones de la desigualdad (5a) 


Miró, donas 0<0; en el conjunto X, es el interva- 

aa, lo (0, zp), y el conjunto de to- 

d "Al das las soluciones de la desigual- 
dad (Ga), el rayo (tp, +0). 

Fig. 157 Al reunir las soluciones, obte- 


nidasen X, y en X¿, llegamos a que 

en este caso el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (5a) 

es el intervalo (0, zo), y el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (6a) es la unión de dos rayos (—co, 0) U (£o +00). 

Si b es un número negativo, entonces, razonando análogamente, 

(fig. 157) llegamos a Ja deducción de que en este caso el conjunto 
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de todas las soluciones de la desigualdad (5a) es la unión do dos rayos 
(—oo, zo) U (0, +00), y el conjunto de todas las soluciones de la 
mi fa 
desigualdad (6a), el intervalo (zp, 0), donde xy = — + 
Así pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(5a) es 


2m-1 17 
1) el conjunto (0, "y ) » para cada b positivo; 
2) el conjunto (0, +00), para b = 0; 
š 03 E 
3) el conjunto (—%, — VA) U (0, +00), para cada b 
negativo, 
El conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (6a) es 


2m-t T 

1) ol conjunto (— oœ, 9u( + +0), para cada b po- 
sitivo; 

2) el conjunto (—co, 0), para cada b = 0; 


2m-1 JT 
3) el conjunto (- VÍ m 0) y para cada b negativo 


II. Sea n = 2m, donde m es un número natural fijo, ontonces las 
desigualdades (5) y (6) toman la forma 


am > b, 6b) 
amm <b. (6b) 


El campo de valores de la función y ="*" on el conjunto 
X = X,U Xp» donde X, = (0, -+00) y X, = (—oo, 0), os el rayo 
Y = (0, +00). 

Si b es un número no positivo, entonces, tomando en considora- 
ción que la función y = 27?" es en el conjunto X positiva, obtenemos 
que X es el conjunto de todas las soluciones do la desigualdad (5b), 
y la desigualdad (6b) no tiene soluciones (fig. 158). 

Sea b un número positivo. Construyamos las gráficas de las fun- 
ciones y = 2" e y = b (fig. 159). La recta y = b corta la gráfica 
de de ción y =x en dos puntos (zo, b) y (—to, b), donde 

as 

2 = 7 La gráfica de la función y =x"*" se dispone por 
encima de la recta y = b en el conjunto (—zp, 0) U (0, zp) y por 
debajo de ella, en ol conjunto (—oo, —zp) U (Zo, +00). Por consi- 
guiente, dichos conjuntos tienen que ser precisamente los conjuntos 
de todas las soluciones de las desigualdades (5b) y (6b). No obstante, 
esta afirmación ha de ser demostrada. El dibujo sugiere que para 
demostrarla es preciso aprovechar el hecho de que en el conjunto X, 
la función y = x7?” decreco, y, luego, la paridad de esta función. 
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Veamos la resolución de las desigualdades (5b) y (6b) en el con- 
junto X,. En este conjunto la función y = 7?" decrece y su campo 
do valores se representa por Y = (0, +00), por lo cual cada valor 
numérico de Y la función lo toma una sola vez. Quiere decir, si para 
z = zo € X, la [unción toma el valor b, entonces para cada z < Zo 
tal que z € X,, ella toma un valor superior a b, y para cada z > %o 


Fig. 158 Fig. 159 


tal, que z € X,, un valor inferior a b. Por consiguiente, en X, ol 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (5b) es el intervalo 
(0, zo), y ol conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (6b) 
os el rayo (£o -|-00). 

Por cuanto la función y = x7*” os par, el conjunto de todas las 
soluciones de Ja desigualdad (5b) en X, es el intervalo (=p, 0). 
y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (6b), es el rayo 
(0, —2p). 

Al reunir las soluciones halladas en X, y en X¿, obtenemos que 
on este caso el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(5b) es la unión de dos intervalos (—zo, 0) U (0, zo), y el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (6b) es la unión de dos 
rayos (—0o, —Zo) U (to +00), 

Así pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(5b) es 


2 Z yl 2 T 
1. el conjunto (— Vi, o)u(o Yih para cada b po- 
vo; 
2. el conjunto (—oo, 0) U (0, +00), para cada b no positivo. 
El conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (6b) es 

2m FE 2m [Ti 

1. el conjunto ( —o, — +)u( V+. +00), para cada 
b positivo; 
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2. un conjunto vacío, para cada b no positivo. 
En Ja tabla 19 se dan los resultados obtenidos al resolver las 
desigualdades (5) y (6). 
Desigualdades potenciales. Sea a un número real no entero y fijo, 
entonces las desigualdades 
>b, (7) 
eb 6) 
suelen Jlamarse desigualdades potenciales elementales. 


Tabla 19 


aim b (o; "Ya (0; 00) (=> S 


aimn ch (0; Mu (00; 0) (E pz o) 
2m-1 T 
EVE) 


amoh (— œ; 0) (0; 00) 


amo no hay soluciones 


Por cuanto las propiedades de la función y = 2%, que so emplean 
al resolver las desigualdades (7) y (8), son diferentes para œ no entero 
positivo y para a no entero negalivo, analicemos dos caso 

I. Sea œ un número positivo no entero. El campo de existencia 
do la función y = x% se representa por el conjunto de todos los nú- 
meros no negativos, por lo cual el CVA de las desigualdades (7) y (8) 
es el conjunto X = [0, +00). El campo de valores de la función 
y = z% en todo el conjunto X está representado por el rayo Y = 
= [0, +00). 

Si b es un número negativo, entonces, tomando en consideración 
que en el conjunto X la función y = 2% es no negativa, llegamos 
a la conclusión de que X os el conjunto do todas las soluciones de la 
desigualdad (7), y la desigualdad (8) no tiene soluciones (fig. 160). 

Si b = 0, entonces para z = 0 la función y = x% Loma el valor 
cero, mientras que para todos Jos demás x € X dicha función es 
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positiva, razón por la cual la desigualdad (7) es válida en este caso con 
«cualquier valor de z € X, salvo el valor z = 0, y la desigualdad (8) 
no es válida, cualquiera que sea el valor de x € X. 

Quiere decir, en este caso el conjunto de todas las soluciones 
do la desigualdad (7) se representa por el rayo (0, +00), mientras 
que la desigualdad (S) no tiene soluciones (fig. 161). 

Sea, por fin, b un número positivo. En el conjunto X la función 
y = 2% es creciente y por eso cada valor numérico de Y ella lo toma 


Š a>), {Y= toude a >l, 
Yed donte Saes 0 


i at- 2s cualquier 
a l ET meron entero; 
Uyvi, dondo H<0 a y Zg=b,donue b=0. 
Fig. 160 Fig. 161 


una sola vez. Quiere decir, si paru z = zo € X la función toma el 

valor b, entonces para cada z > zp tal, que z € X ella toma un valor 

superior a b, y para cada æ < zp tal, que z € X, un valor inferior a b. 

Por consiguiente, en este caso el conjunto de todas las soluciones de 

la desigualdad (7) está ropresentado por el rayo (£o, +00), y el con- 

junto do todas las soluciones de la desigualdad (8), por el intervalo 
1 


[0, xp), donde zo = 3” (fig. 162). 

Así pues, si a > Q, el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad (7) es 

1 

4. el conjunto (b*, 400), para cada b positivo; 

2. el conjunto (0, 400), para b = 0; 

3. el conjunto (0, +00), para cada b negativo; 
y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (8) es 

1 

1. el conjunto {0, 5%), para cada b positivo; 

2. un conjunto vacío, para cada b no positivo. 

I(. Sea a un número no entero negativo. 

El campo de existencia de la función y = q% es el conjunto de 
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todos los números positivos y, por eso, el CVA de las desigualdades 
(7) y (8) está representado por el conjunto X = (0, +00). El campo 
de valores de la función y = z% en todo el conjunto X lo representa 
el rayo Y = (0, +00). 

Si b es un número no positivo, entonces, al tomar en considera- 
ción que en el conjunto X la función y = 1% es positiva, Megamos 


looctana 2 z a< 0, 
Yodo, NME A- es coaipuermimeru no Pr tonto A y £s cutlguicrnánera 
entero, [Z.y=b,conie bad: "O Pro h 
Uy=b,awe dh<0. 
Fig. 162 Fig, 163 


a que X es el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (7), 
mientras que la (8) no tiene soluciones (fig. 163). 

Sea b un número positivo. En el conjunto X la función y = 2% 
es decreciente, por lo cual cada valor numérico de Y Ja función lo 
toma una sola vez, Quiere decir, 
si para z = xy € X la función to- 
ma el valor b, entonces para cada 
x< gp tal, que zE X toma un 
valor mayor que b, y para cada 
x> xy tal, que z € X, toma un 
valor menor que b. Por consi- 
guiente, en este caso el conjunto 
de todas las soluciones de la des- 
igualdad (7) será el intervalo 
(0, xo), y el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad Ofta, t) faco, z 
(8), el rayo (Zo, +00), donde ¡Ly donge i 


et- ce cuatgntermimero 
na onicro ; 


zo = b? (fig. 164). 

Así pues, si œ < 0, el conjun- 
to de todas las soluciones de la Fig. 164 
desigualdad (7) es 5 

1. el conjunto (0, »%, para cada b positivo; 
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2. el conjunto (Ü, +00), para cada b no posilivo; y el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (8) es 
1 


4. e] conjuuto (b%, +00), para cada b positivo; 

2. un conjunto vacío, para cada b no positivo. 

En la tabla 20 so dan los resultados que se obtienon al resolver 
las desigualdades (7) y (8). 

Desigualdades exponenciales. Sea æ un número positivo fijo 
distinto de la unidad, entonces las desigualdades 


a >b, 9) 
aœ <b (10) 


suelon lawase desigualdades potenciales elementales, El campo de 
existencia de la función y => a* es el conjunto de todos los números 


Tabla 20 
| bro | bað ai bsi 
pa 
> tías (0%; 00) (0; 00) (0; 00) 
z? < bia >N) FA E no hay soluciones no hay soluciones 
at> ba<) (0; 5 (0; 00) (0; œ) 
cba < E 00) no hay soluciones no hay soluciones 


reales, po lo cual el CVA de las desigualdades (9) y (10) os el conjunto 
X = (—o, +00). El campo de valores de la función y = a* en 
todo el conjunto X es el rayo Y = (0, -+00). 

Si b es un número no positivo, entonces, tomando en considera- 
ción que en el conjunto X la función y = a" es positiva, concluimos 
que X es el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (9), 
mientras que la desigualdad (10) no tiene solnciones, 

Si b es un número positivo, analicemos dos casos: 

4. Sea a > 1. En toda la recla numérica, es decir, en el conjun- 
to X la función y = a* es creciente, por lo cual cada valor numérico 
de Y ella lo toma una sola vez. Quiere decir, si para z = Tọ € X 
la función toma el valor b, entonces para cada z > £o toma un valor 
suporior a b, y para cada z < £o, un valor inferior a b. Por consi- 
guiente, en este caso el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad (9) será el rayo (£o, +00), y el conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (10), el rayo (—0o, xo), donde xy = loga b 
(fig. 165). 
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2. Sea 0 < a < 1. En el conjunto X, es decir, en toda la recta 
numérica la función y = a* decrece. Por eso, razonando semejante- 
mente, concluimos que en este caso el conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (9) es el rayo (—oo, zp), y el conjunto de 
todas las soluciones de la desigualdad (10) es el rayo (£o +00), 
donde zp = log, b (fig. 166). 

Así pues, si a > 1, el conjunto de todas las soluciones de la de- 
sigualdad (9) es 

1. el conjunto (logab, + 00). para cada b positivo: 

2. el conjunto (— oo, -+ 00), para cada h no positivo; el conjun- 
to de todas las soluciones de la desigualdad (10) es 

1. cl conjunto (— oo, log ab), para cada b positivo: 

2. un conjunto vacío, para cada b no positivo. 


T (20,0) E 
Ly~a? donte a>l; Ly-0%amae Q< as t; 
By=b, donde 6>0; UV y-b,snte bob; 
dg=l0 ba La Í0Y0h. 
Fig. 165 Fig. 168 


Si 0 < a < 1, el conjunto de todas las soluciones de la desigual- 
dad (9) es 

1. el conjunto ( — oo, logab), para cada b positivo; 

2. el conjunto ( — 00, -/- 00), para cada b no positivo, y el con- 
junto de todas las soluciones de la desigualdad (10) es 

1. el conjunto (log,b, + 00), para cada b positivo; 

2. un conjunto vacío. para cada b no positivo. 

En la tabla 21 se dan los resultados que se obtienen al resolver las 
desigualdades (9) y (10). 


Tabla 21 

| b>0 | b=0 vb<0 

a* >b (a> 1) (loga b; o0) (oo; 00) (00; co) 
ax <b la S 1) (o; logad) | no hay soluciones! no hay soluciones 

at >b (0 <a <1) del loga b) (~o; 00) {(—o; no) 
as <b(0<a<1) | (loga b; 00) no hay soluciones | no hay soluciones 
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Desigualdades logarítmicas. Sea a un número positivo fijo distinto 
de la unidad, entonces las desigualdades 
logat > b, a1) 
log, 2 < b (12) 
suelon llamarse desigualades logaritmicas elementales. 
El campo de existencia de la función y = log,x se representa por 
el conjunto de todos los números positivos, por lo cual el CVA de las 
desigualdades (11) y (t2) sorá un conjunto X = (0, + 00). 


Ly 


Lupi, onde @>f; 
Uiy=b, dande b>; 


Ly=0947, done O<a<t; 


nal Ly- onde b<0; 
1 dy=00 
Fig 107 Fig. 168 


El campo de valores de la función y = logax en todo el conjunto 
X será todo el eje numérico Y = (— œ, + 00), 

Como las propiedades de la función y = log,z, que so omplean al 
resolver las desigualdades (11) y (12), son diferentes para a > 1 y 
para 0 < a < 1, entonces examinemos dos casos: 

4. Sen a > 1. En el conjunto X la función y = log,x es creciente, 
por lo cual cada valor numérico clla lo toma una sola vez. Quiere 
decir. si para e = xy € X la función toma el valor b, entonces para 
cada z > xp tal, que z € X la función toma un valor mayor que b, 
y para cada z < z tal, que z € X, ella toma un valor menor que b. 
Por consiguiente, en este caso el conjunto de todas las soluciones de 
la desigualdad (11) es cl rayo (£e, +00), y el de todas las solucionos 
do la dosigualdad (12), ol intervalo (0, £), donde xy = aè (fig. 167). 

2. Sea O < a < 4. En el conjunto X la función y = log,z decre- 
ce. Por eso, razonando de manera semejante, concluimos que on esto 
caso el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (11) es el 
intervalo (0. z4) y el conjunto de todas las soluciones de la desigual- 
dad (12), el rayo (xo, + 00), donde Te = a? (fig. 168). 
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Así pues, si a > 1, entonces para cada b el conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (11) se representa por el conjunto 
(aè, + œ). y el conjunto de todas las soluciones de Ja desigualdad 
(12), es el conjunto (0, aè); si0<a<t, entonces para cada b el 
conjunto de todas las soluciones de Ja designalad (11) será el conjun- 


Tabla 22 
=o<b<w 
logaz >b (a> 1) (aby 00) 
cba = 1) (0; ab) 
loga 2 >b (0 <a <1) 15) 
log. 7 <d(0<a<i) 4 00) 


to (0, ad), y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (12), 
es el conjunto (a?, + 00). 

En la tabla 22 se dan los resultados que se obtienen al resolver 
las desigualdades (11) y (12). 

Desigualdades trigonométricas. Las desigualdades 


cos z > b, sen x > b, tg z > b, cig x > h, 
cosg < b, sen z < b, tg z< b, ctg e< b 


suelen llamarso desigualdades trigonométricas elementales. 

He aquí algunas observaciones de carácter general. 

Sea y = f (x) una función trigonomótrica elemental fundamental 
de período principal igual a 7, y sea dada la desigualdad 


f(x) >b (o bien f (z) < b). (13) 


Elijamos un intervalo de longitud igual a 7 y hallemos en dicho 
intervalo la solución de la designaldad (13). Supongamos que el con- 
junto de todas las soluciones de la desigualdad (13) en el intervalo ci- 
tado está representado por el intervalo Xo+ (2, p), donde a < ĝ 
y $ — ax 7. Entonces. haciendo uso de la periodicidad de la fun- 
ción y = f (z), llegamos a «ue el conjunto de todas las soluciones 
de la desigualdad (13) es la unión de una infinidad de todos los int 
valos Xy = (a — kT, B + kT), donde k es un número entero cual- 
quiera. Llamaremos esta unión infinitaserie de intervalos y la es 
biremos posteriormente en la forma: X, +- (a + AT. B +47). 
k € Z. De este modo, en adelante diremos que el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (13) se representa por la serie de in- 
tervalos Xa = (a + kT. P + kT), k € Z. 

Notemos, además, que el intervalo de longitud igual al período 
principal 7 puede ser cualquiera, mas se elige, corrientemente, de 
modo tal, que satisfaga dos condiciones: ha de contener un trozo en 
el que para la función dada y = f (x) está definida unn fune ión tri- 
gonométrica inversa y, además, que el conjunto de todas las sotu- 
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cionos de la desigualdad dada en dicho trozo represente en sí un inlor- 
valo. 
ea dada la desigualdad trigonomélrica elemental 

cos z >b. (14) 


La función y == cos æ está definida en loda la recta numérica. por 
lo cual ol CVA de la desigualdad (14) es el conjunto X = (— œ. 
+00). El campo de valores de la funcion y = cos x eu el conjunto 
X os el segmento Y = [| — 1; 1). 

Por eso, cuando b < — 1. la desigualdad (14) se verifica para 
cualquier valor de z, y cuando b > 1. no se verifica, cualquiera que 


ysb; done-tsb<1 
tosh, 


Fig. 160 


sea el valor de z. Quiero decir, para b < — 1, el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (14) será toda la recta numérica. 
es decir, el conjunto (— œ, + 00), y para b> 1 la desigualdad (14) 
no tiene soluciones. 

Si b = — 1. entonces, evidentemente, la desigualdad (14) se 
verifica pura todo valor de z. a uxcepción de aquellos, donde 
cos x = —1. Quiero decir, cuando b = —1, el conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (14) es toda la recta numérica. a excep- 
ción do los puntos e, = n + 2nd, donde k es un número entero cual- 
quiera. Este conjunto puede ser escrito en forma de una serie de inter- 
valos: Xp = ta G + 2ak, a + 2nk), k €Z. 

Sen b € ( —- 1; 1); con el fin de resolver la desigualdad (14) es 
preciso elegir en Da caso un trozo de longitud igual al período prin- 
cipal de la función y = cos x, os decir, de longitud 2x1. A título de 
trozo de longitud 2x1 podemos tomar el trozo [0, 2x1), o bien el trozo 
(— a, n]. Estos trozos de longitud igual al período principal de la 
función y = cos x contienen enteramente el segmento (0, z], en el 
cual está definida la función inversa y = arccos z. 

Construyamos las gráficas do las funciones y = cos s e y = b 
(fig. 169). El dibujo muestra que resulta más conveniente elegir el 
trozo ( — 7, 11) que el [0, 2a), puesto que en el primer caso el conjun- 
to de todas las solucionos de la desigualdad (14) representa un intor- 
valo, y en el segundo caso, la unión de dos intervalos. El dibujo su- 
giere, además, que el trozo (— n, a] ha de ser dividido en dos trozos: 
M, = [0. al y Ma = (— n. 0), después de lo cual se hace uso de la 
paridad de esta función. 


En el segmento Jf, = [0, a] el campo de valores de la función 
y = cos z es Y = [ — 1; 1] y la función decrece, por lo cual cada 
valor numérico de Y ella Jo toma una sola vez. Quiere decir, si para 
£ = xp € M, la función toma el valor b, entonces para cada x < Za 
tal, que x € M,, ella toma un valor superior a b, y para cada < > 
> 2, tal. que x € 3M,. un valor inferior a b. Por consiguiente, en My 
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (14) es el trozo 
10. xp). Como la función y = cos x es par en el trozo ( — 1, a), el 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (14) en JU, = 
= į — n, 0) será el intervalo (— Zo, 0). 

AL reunir las soluciones halladas en M, y Afa, concluimos que en 
el trozo ( — xx, n) el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad (14) será cl intervalo (— Zø, zo), donde, según lo expuesto en 
el $ 2 cap. VIT, £y = arccos b. 

Haciendo uso de la periodicidad de la función y = eos x, obte- 
nemos que el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (14) 
a la serie de intervalos Xp = ( — arccos b + 2xde, arccos b + 27k), 
k €Z. 

Así pues, el conjunto do todas las soluciones de la desigualdad (14) 


es 

1. el conjunto ( — œ, + œ), para cada b€ (— œ, — 1); 

2. la serie do intervalos X, = ( — n + 2ak, n -+ 2k), k€ 
€Z, para b = — 1; 

3. la serie de intervalos Xp = ( — arccos b -L- 27k, arccos b + 
+ 21), k € Z, para dada b€ (— 1; 1); 

4. un conjunto vacío, para cada b € [1. + 00). 

Sea dada la desigualdad 


cos x < b. a5) 


EI CVA de la desigualdad (15) es el conjunto X = (— 00, -+ 00), 
El campo de valores de la función y = cos x en el conjunto X es el 
segmento Y — | — 1; 14). 

Por eso, cuando b > 1. la desigualdad (15) se vorifica para cual- 
quier valor de e, y, cuando b< — 4, no se verific: alquiera que 
sea el valor de x. Quiere decir. cuando b >> 1, el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (15) será ( — 00. + 00) y, cuando 
b< — 1, la desigualdad (15) no tiene soluciones. 

Si b = 1, entoncos, evidentemente, la desigualdad (15) se veri- 
fica para cualquier valor de z, a excepción de aquellos, para los 
cuales cos z = 1. Quiere decir, para b = 4 el conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (15) es toda la recta numérica, salvo 
los puntos Za = 27k, donde k es un número entero cnalquiora. Este 
conjunto puede escribirse en forma de una serie de intervalos: Xy = 
= (2%, 21 + 27k), k € Z. 

Sca bE (— 1; 1). Construyamos las gráficas de las funciones 
y cos ey = b (fig. 170). El dibujo muestra que en calidad de 
trozo de longitud 2a aquí conviene más elegir el trozo [0, 21), puesto 
que en tal caso el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
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(15) representa en sí un intervalo. El dibujo sugiere, además, que el 
trozo 10, 21) ha de dividirse en dos: W, = [0, a] y M, = (n, 21), 
después de lo cual es preciso aprovechar el decrecimiento de la fun- 
ción y = cos x en el trozo [O, x}, y luego, la simetría de la función 
pa cos z respecto de la recta vertical que pasa por el punto (1, 


Razonando igual que en el caso anterior, conluimos que en M, 
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (15) será el tro- 
z0 (£o, n}. Tomando en consideración que la función y = cos x 


Ly=d, iento -1<0<f 
«g= UICCOS de 


Fig. 170 


es simétrica respecto de la recta vertical que pasa por el punto (1, 
0), concluimos que en Af, el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (15) es ol intervalo (n, 21 — zp). 

Al rennir las soluciones halladas en M, y My, obtenemos que en 
el intervalo [0, 21) el conjunto de todas las soluciones de la desigual- 
dad (15) es el intervalo (zp, 2% — 2p), donde, según lo expuesto en 
el $ 2, cap. VII, zx, = arccos b. 

Haciendo uso de la periodicidad de la función y = cos z, obte- 
nemos que el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (15) 
es una serio de intervalos: X, = (arccos b -+ 21%, 2x — arccos 
b + 20, k EZ. 

Así pues, el conjunto de todas las soluciones de la dosigualdad (15) 
se representa por: 

1. un conjunto vacío, para cada b € (— œ, — 1); 

2. una serie de intervalos X, = (arccos b + 21%, 27 — arccos b + 
+ 21k), kE Z, para cada b€ (— 1; 1); 
$ pepas serie de intervalos Xp = (27k, 22 + 27k), k €Z, para 

4. el conjunto (— œ, + 00), para cada b € (1, + 00). 

En la tabla 23 se dan los resultados obtenidos al resolver las des- 
igualdades (14) y (15). 

Sean dadas las dosigualdados trigonométricas elementales 


sen > b, (16) 
sen r < b. (17) 


Razonando análogamento, coneluimos que el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (16) es: 
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Tabla 23 


b<- | b=-i | =1<b<1 d=i | b>1 
cos x > b | (—oo; 00) (—1-+2ak; (—arccos no hay no bay 
a+ 2nk) d+2nk; solu- | soluciones 
kEZ arccos at 2ni ciones 
cosz<b| no hay no hay solu- | (arccos b-+ (2d; 
soluciones ciones +21k; 2x2— ¡2504 250k) | (—o0; 00) 
—arccos b4- kEZ 
+2xk), 
keZ 


1. el conjunto (— œ, + 00), para cada b € (— œ, — 1); 
2. la serie de intervalos 
X= (—F- Hak, Z4 2nk), keZ, 
para b = — 1; 


3. la serie de intervalos X, = (arcsen b -+ 27k, n — arcsen b +- 
+ 2nk), k € Z, para cada b € (— 1; 1) (fig. 171); 


MEMES: 
2 (iat) 
Ly=senz; 
y b, doade-1<6<1; 
Tg=ltresen b, 


Fig. 171 


4. un conjunto vacío, para b € (1, + 00); yel conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (17) está representado por: 

1. un conjunto vacío, para b € (— œ, — 1); 

2. la serie de desigualdades X, = ( — arcsen b + 2ak, 
arcsen ò + 21), k € Z, para cada b € (—1; 1) (fig. 172); 

3. la serie de intervalos Xa= (—é£ 42m, F Hak), keZ, 
para b=1: 

4. el conjunto ( — œ, + 00), para cada b € (1, -}- 00). 

En la tabla 24 se dan los resnltađos obtenidos al resolver las des- 
igualdades (16) y (17). 

Sean dadas las desiguldades trigonométricas elementales 


tgzx>b, (18) 
tgz <b. (19) 
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Tabla 24 


| Pg= | b 


sen 2>b| (—00; 00) |[ —L-+2mk; | (arcsen d+ no bay | no hay 
( a +2xk; n— | soluciones | soluciones 


MEE 


eS —arcsen b+ 
z +2) tenh (E 
xer +2nk; 
sonz<b| no hay jno hay solu- [š Zan) taii 
soluciones | ciones od 2 
+ 2nk; keZ 
arcson b+ 27k) 

keZ 


El campo de existencia de la [unción y = tg z es toda la recta 
númerica, salvo los punlos £a = ES + nk, donde k es un número ente- 
ro cualquiera. Por eso el CVA de las desigualdados (18) y (19) es 


T y-t; dondo-1<b<1; 
Tg- 0resen ù. 


Fig, 172 


un conjunto X que se compone de todos los números reales, a excep- 
ción de los números xj = El + ak, donde k es un númoro entero cual- 
quiera. El campo de valores de la función y = tg z en el conjunto 
X es el conjunto Y = (— œ, 00). 

Construyamos las grálicas de las funciones y = tg z e y = b 
(tig. 173). El dibujo muestra que al principio se debe analizar la re- 
solución de las desigualdades (18) y (19) en el trozo (— ¿, 5) de 
Jongitud igual al período principal de la función y = lg z. El dibujo 
sugiere, además, que en dicho trozo es menester aprovechar el ere- 
cimiento de la función y = tg 2. 

En el trozo (E z 
valores Y =(—0o, +00) y es creciente, por lo cual cada valor 


) la función y=tgx tiene el campo de 
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numérico de Y la función lo toma una sola vez. Quíere decir, si 
n n 

para z=x¿€ ( —= 7) olla toma el valor b, entonces para cada 

r>2x tal, que zEl -$ 7) la función toma un valor superior 


A b, y para cada £< zp lal, que zeļ -5 3). ella toma un 


Ly=tgz; 
Tay=b; sg=urclab 


Pig. 173 


valor inferior a b. Por consiguiente, en -5> 5) el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (18) (véase la fig. 173) 
es el intervalo (zo 3) y el conjunto de todas las soluciones 


de la desigualdad (19) (fig. 174), es el intervalo (— 20) » 


donde, de acuerdo con lo expuesto en el $2, cap. VII, zy=arctg b. 
Haciendo uso de la periodicidad de la función y == tg z, oblene- 
mos que para cualquier b el conjunto de todas las soluciones de la 


desigualdad (18) es una serie de intervalos: X,= (arctgb + ak, 
++ ak) , kEZ, y el conjunto de todas Jas soluciones de la des- 
igualdad (19) es la sorie de intervalos X, = (-4 leads, arctg b -+ 
+ak), keZ. 

En la tabla 25 se dan los resultados obtonidos al resolver las des- 


igualdados (18) y (19). 
Sean dadas las desigualdades trigonomótricas elementales 


ctg z > b, (20) 
ctga <b. (21) 
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Tabla 25 


| e 


tgz>b (arctg 0-4; Peak), 562 
tgr<b (4 arctg d+), keZ 


Razonando análogamente, llegamos a que para cualquier b, 
el conjunto de todas las soluciones de las desigualdades (20) (fig. 


Ly=0ctyz; 
yb, zprarcetgó. 


Fig. 174 


175) es la serie do intervalos X, = (sue, arcctg b + nk), k€ Z 
y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (21) (fig. 
176) es la serie de intervalos X, = (arcctg z + nk, n + nk), k € VA 

En la tabla 26 se dan los resultados que se obtienen al resolver las 
desigualdades (20) y (21). 


Tabla 26 
| cotiza 
cigz>b (ak; arcctg b-k), kE Z 
ctgr <b (arcetg bnk; mat), kE Z 
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Analicemos además algunas desigualdades elementales que con- 
tienen funciones trigonométricas fundamentales inversas. 
Sean dadas las desigualdades elementales 


arccos 2 > b (22) 
arccos z< b. (23) 


El campo de existencia de la función y = arccos z es el segmento 
I — 4, 1}. Quiere decir, el CVA de las desigualdades (22) y (23) es 


ly- ta-arcity b. 


Figo 175 


el conjunto X = [— 1; 1]. El campo de valores de la función y = 
= arccos z en todo el conjunto X es cl segmento Y = [0, al. 

Por eso, cuando ù es negativo, la desigualdad (22) se verifica pa- 
ra cualquier valor do x € X, mientras que la desigualdad (23) no se 
verifica, cualquiera que soa el valor de z € X; si, en cambio, b > 
> n, entonces la desigualdad (22) no se verifica, para ningún valor 
de z € X, y la desigualdad (23) se verifica para cualquier valor de 
LEX. 

Por lo tanto, cuando b es negativo, el conjunto de todas las solu- 
ciones de la desigualdad (22) es el conjunto [—1; 11, mientras que 
la desigualdad (23) no tiene soluciones; cuando b > xx, la desigualdad 
(22) no tiene soluciones, y el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (23) es el conjunto [—1; 1). 

Cuando b = 0, la desigualdad (22) se verifica para cualquier 
valor de z € X, salvo para z = 1, y la desigualdad (23) no se verifica 
para ningún valor de z € X. Quiere decir, cuando b = 0, el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (22) es el conjunto [—4; 
1), mientras que la desigualdad (23) no tiene soluciones. 
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Si b = n, la desigualdad (22) no se verifica cualquiera que sea 
el valor de z € X, y la desigualdad (23) se verifica para cualquier va- 
lor de x € X, salvo el valor de z = —1. Quiere decir, para b = n 


Lytos; 
yzi; z-orelg b. 
Fig. 176 


la desigualdad (22) no tiene soluciones, mientras que el conjunto de 
todas las soluciones de la desigualdad (23) es el conjunto (—1; 1]. 

Sea b € (0, n). La función y = arccos z en el conjunto X es decre- 
ciente, por lo cual cada valor de Y ella lo toma una sola vez. Quiere 


Ly ecos z; 
Dg b, donde O<b<A; 
Jy 005 b. 


Fig. 177 


decir, si para z + za € X la función toma el valor b, entonces para 
cada £ < T, tal, que x € X ella toma un valor superior a b, y para 
cada x > x, tal. que z € X, ella toma un valor inferior a b. Por con- 
siguiente, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (22) 
(fig. 177, a) es en este caso el intervalo [—1, zo), y el conjunto de 
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todas las soluciones de Ja desigualdad (23) (fig. 177, b). el intervalo 
(xo, 1], donde, según lo expuesto en el $ 2. cap. VIL, 7, = cos b. 
Así pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (22) 

es: 

1. el conjunto {—4; 1], para cada b € (—oo, 0); 
2. el conjunto [—4; 1), para b = 0; 

3. el conjunto [—4, cos b), para cada b € (0, a); 
3. un conjunto vacío, para cada b E la, + 00); 


god. 


lo botó, 


a) 


Fig. 178 


y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (23), es: 
1. un conjunto vacío, para cada b€ (—oo, 0); 
2. el conjunto (cos b, 11, para cada b E (0. a); 
3. ol conjunto (—1; 1), para b = a; 
4. el conjunto (—1; 1], para cada b € (1, -+oo). 
En la tabla 27 se dan los resultados obtenidos al resolver las des- 
saldades (22) y (23). 


Tabla 27 

| d<0 | b=0 0<b<a bea | box 

arccos 2>b| [-1; 1] 1-4; 1) |(-4; cos 3) | no hay no hay 

soluciones | soluciones 
arccos z<b| no hay no bay f (cos 551) | (414) | [4541 
soluciones | soluciones 
Sean dadas las desigualdades elementales 

aresen z> b, (24) 
arcsen 1 < b. (25) 


Razonando análogamente. Jlegamos a que el conjunto de todas 
las solnciones de la desigualdad (24) (fig. 178, a), es: 


1. el conjunto [—14: 4), para cada DE(—oo, $); 
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2. el conjunto (—1, 1), para do=—$; 


3. el conjunto (sen b, 1], para cada bE (F. $) 


4, un conjunto vacío, para cada beji +00) ; 


yel conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (25) (fig. 178, 
), es: 


1, un conjunto vacío, para cada be (—o, -5l: 


2, el conjunto [—1, sen b), para ve(—E» Z) 


3. el conjunto [— 1; 1), para b= z: 


7’ 
4. el conjunto {— 1; 1}, para vea +00). 


En la tabla 28 se dan los resultados obtenidos al resolver las des- 
igualdades (24) y (25). 


Tabla 28 


>F 


<»<3] e5 


arcson z>œ>b| [-1; 1] (1; 1] (sen b; 1] no hay no hay 
soluciones | soluciones 
arcsen z<b| no hay no hay | [—4; sen b)| [-4; 1) (4 4 
soluciones | soluciones 


ax 
b<-$ | 


Sean dadas las desigualdades elementales 
arctg z > b, (26) 
arctg x < b. (27) 


El campo de existencia de la función y = arctg x es toda la recta 
numérica. Quiero decir, el CVA de las desigualdades (26) y (27) es el 
conjunto X = (—00, 4-00). El campo de valores de la función 


y = arctg zen el conjunto X es el intervalo Y = (5.3) Por 
eso, cuando b< — E, la desigualdad (26) se verifica para cualquier 


2 
valor de z € X, y la desigualdad (27) no es válida para ningún valor 


de z € X; si, en cambio, b> $, entonces la desigualdad (26) no se 
verifica para ningún valor dozé X, mientras que la desigualdad (27) 
se verifica para cualquier valor de z € X. 

Esto significa que cuando b< — + el conjunto de todas las so- 
luciones de la desigualdad (26) es toda la recta numérica, y la des- 
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igualdad (27) no tiene soluciones; cuando >. la desigualdad (26) 


no liene soluciones, y el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad (27) es toda la recta numérica. 


Sea bE ( -$ 3) . La función y=arcctgz es creciente en 
toda la recta numérica, por to cual cada valor de Y ella lo toma una 


Pp Ly-arctg z; 
Ly, dnde Ebc, 
Ztgó 
Fig. 179 
sola vez. Quiere decir, si para z = 2, € X la función toma el valor 


b, entonces para cada z > z ella toma un valor superior a b, y para 
cada x < za un valor inferior a b. Por consiguiente, en este caso el 


0-5] £y=arclg.; 
Ayb; donde-$ <i E 
Za lg bh. 
Fig. 180 


conjunto de lodas las soluciones de la desigualdad (26) (fig. 179) 
es el rayo (zo, 00), y el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad (27) (fig. 180) es el rayo (—oo, Zo). donde, según lo ex- 
puesto en el $ 2, cap. VII, xp = tg b. 

Así pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(26) es 

1, el conjunto (—oo, +00) para cada bE(—oo, 3) $, 

2. el conjunto (tgb, +c0), para cada bef- 

3. un conjunto vacío, para cada vel y +00) 
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y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (27), por 


1. un conjunto vacío, para cada dE(—o, -4h 


2. el conjunto (—oo, tgb), para cada ve(—- 3); 


3. el conjunto (—oo, +00), para cada vel +o). 


Ly-arciigs; 
Mayo donte 


Ly urccto 
Dij=bucton 
Io btg b 


Fig. 182 


En la tabla 29 se dan los resultados obtenidos al resolver las des- 
igualdades (26) y (27). 


Tabla 29 
z a E Ed 
| <- | -er< | >F 
arctg x >b (—>0; 00) (tb; 00) no hay soluciones 
arctg a <b no hay soluciones (ww; tgb) (—00, 00) 


Sean dadas las desigualdades elementales 
arcctg r œ> b, (28) 
arcelg z < b. - (20) 
Razonando análogamente, llegamos a que el conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (28) (fig. 181) es 
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1. el conjunto (—oo, +00), para cada b€ (oo, Ul: 

2. el conjunto (—oo, ctg b). para cada b € (0, a); 

3. un conjunto vacío, para cada b € la, — 20); 
y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (29), es (fig. 
182) 

1. un conjunto vacío, para cada dE (—oo, 0l; 

2. el conjunto (ctg b, +00), para cada b € (0, a); 

3. conjunto (—oo, --00), para cada b € fa. +00). 

En la tabla 30 se dan los resultados obtenidos al resolver las des- 
igualdades (28) y (20). 


Tabla 30 
bo 0<d<x d>n 
arcctg z>b {— œ; 00) {— œ; ctg b) no bay soluciones 
arcetg z <b no hay soluciones (ctg b; 00) (00; 00) 


$ 3. Transformaciones de las desigualdades 


En los párralos tercero y cuarto del capítulo VII se han examina- 
do las transformaciones de las ecuaciones equivalentes y no equiva- 
lentos, respectivamente. Para las transformaciones no equivalentes 
se indicaron dos procedimientos de resolución de las ecuaciones. El 
Primer procedimiento consistía en realizar pasos equivalentes en un 
conjunto que pertenece al campo de valores admisibles sin coincidir 
obligatoriamente con el último. El segundo procedimiento presupo- 
ne los pasos a una ecuación, que es una consecuencia de la anterior, 
y la comprobación obligatoria de las soluciones obtenidas. 

Al resolver las desigualdades, el segundo procedimiento es, en 
realidad, imposible, puesto que el conjunto de todas las soluciones 
de una desigualdad es, las más de las veces, infinito y por esta razón 
la comprobación de las soluciones resulta prácticamente irrealizable. 
Por esta razón, al resolver las desigualdades, se deben efectuar sola- 
mente pasos equivalentes y, generalmente, pasos equivalentes en el 
conjunto. Además, es preciso fijar cada vez el conjunto en el que se 
realiza ol paso equivalente. 

Aduzcamos más abajo algunos ejemplos de transformaciones equi- 
valentes y no equivalentes de las desigualdados. 

Transformaciones relacionadas con la aplicación de identidades. 
Sea dada la desigualdad 


e> gl) (0) 


y supongamos que para todo x real se verifica la igualdad idéntica q 
(2) = g (x), entonces la desigualdad (1) es equivalente a la igualdad 


(> 0 (2). (2) 
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Esta afirmación permite emplear para resolver desigualdades dife- 
rentes fórmulas que son válidas para todos los x reales. Como ejemplo 
de dichas igualdades idénticas sirven las fórmulas de multiplicación 
reducida de polinomios, la identidad trigonométrica fundamental y 
toda una serie de otras fórmulas. En el cap. JII ya hemos resuelto 
algunas dosignaldades algebraicas con ayuda de las fórmulas de mul- 
tiplicación reducida. 

Demos un ejemplo más de transformación equivalente de las de- 
sigualdades aplicando igualdades idénticas. 

Sea dada la desigualdad 


sent z > cost y. (8) 
Aplicando la afirmación 1 del $ 1, obtenemos la desigualdad 
cost z — sen? r < 0, (Mm 


que os equivalente a la desigualdad (3). Haciendo uso de la fórmula 
para la diferencia de cuadrados, Ja identidad Lrigonométrica funda- 
mental y la fórmula para el coseno de un ángulo de arco doble, se 
puede escribir la siguiente cadena de igualdades idénticas, que son vá- 
lidas pura cualquier z real: 


cos! z — sent = (cos? z + sentx) (costx — sen?x) = cos 27. 
Quiere decir, la desigualdad (4) es equivalente a la desigualdad 
cos 2z < 0, 

El conjunto de todas las soluciones de la última desigualdad es la 

serio de intervalos X= (F+xk, E + ak) , EZ. 


Como Ja última desigualdad es equivalente a la de partida, el 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (3) e la serie 
de intervalos X, = (Ttak az + nk) y KeZ. 

Transformaciones relacionadas con las superposiciones de las 
funciones. Supongamos que la función y = f (z) represesnta una 
función compuesta y = P lg (æ)) que es la superposición de dos 
funcion = P [u], donde P fu] es un trinomio de segundo grado 
(es decir, P lu] = au? -L bu + c), y u = g (x), que es una función 
elemental fundamental. En tal caso la desigualdad f (z) > O se eseri- 
be en la forma 


alg (2)? + b ig (0)1+:c>0 (5) 


y se denomina desigualdad cuadrática con relación a g (2). 
La desigualdad (5) se resuelve del modo siguiente. 
Al principio se analiza la desigualdad cuadrática 
ae + bt c>0, (6) 
y se determina su discriminante D = b? — 4ac. Según sean el discri- 
minante D y ol coeficiente a, resultan posibles los siguientes cuatro 
casos. 
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1.Sia<0yD<O. la desigualdad (6) no tiene soluciones. Por 
consiguiente, la desigualdad (5) tampoco las tiene. 

.Sia<6 y D>0, cl conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (6) es el intervalo (t,, ta). donde £, y ts son raíces del 
trinomio de segundo grado al? |- bl ~ e. siendo i < 

En este caso la desigualdad (5) es equivalente al sistema de des- 
igualdades 


( E (2) < ta 

g(10)>t. 

Por consiguiente, el conjunto de Lodas Jas soluciones del sistema en 
este caso será precisamente el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (5). 

3. Sia > 0 y D>0, entonces el conjunto de todas las soluciones 
de la desigualdad (6) está representado por la unión de los rayos 
(—oo, ty) y (ta. +00), donde £, y t, son raíces del trinomio de so- 
gundo grado atè l- bt -+ e. siendo “EE t, (si D- 0, se tiene 
h = ta). 

En este caso la desigualdad (5) es equivalente al conjunto de des- 
igualdades 


Pei FOS 


Por consiguiente, en este caso el conjunto de todas las soluciones de 
dicho conjunto será precisamente el conjunto de todas las soluciones 
de la desigualdad (5). 

4.Sia>0yD<0, el conjunto de todas las soluciones de la des» 
igualdad (6) es toda la recta numérica. 

En esto caso el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(5) es el CVA de la desigualdad (5), es decir. es el campo de existen- 
cia de la función y = g (2). 

He aquí algunos ejemplos. 

Sea dada la desigualdad 


4 cos? 2x + 8 cos 2x2 — 5 < 0. Mm 


Esta desigualdad es una desigualdad cuadrática con relación a 
cos 2z. Resolviendo la desigualdad 


447 81-35<0, 


obtenemos que el conjunto de todas sus soluciones es el intervalo 


(— 5). Por consiguiente, la desigualdad (7) es equivalente al sis- 


tema de desigualdades 
tos 2 > — S » 
1 
cos21 <<. 


El conjunto de todas las soluciones de la primera desigualdad 
este sistema es toda la recta numérica. 
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El conjunto de todas las soluciones de la segunda desigualdad 


es la serie de intervalos X, = (Eak, ay xk) , KEZ. 
Quiere decir, el conjunto de todas las soluciones de la desi- 
gualdad de partida (7) es la serie de intervalos X, = (F+ nk, 


SEak), KEZ. 
Sca dada la desigualdad 
4—37 +2>0. (8} 


Esta es una desigualdad cuadrática respecto de 2%, Al resolver la des- 
igualdad 
e-3+2>0, 


se obtiene que e) eonjunto de todas sus soluciones es la unión de dos 
rayos (— œ, 1) y (2. +). Par consiguiente, la desigualdad (8) 
es equivalente al conjunto de desigualdades 


xci 2>2 


El conjunto de todas las soluciones de la primera desigualdad de 
dicho conjunto es el intervalo (—oo, 0). 

El conjunto de todas las soluciones de la segunda desigualdad. es 
el intervalo (1, +00). 

Quiere decir, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
de partida (8) será el conjunto (—0o, 0) U (1, +00). 

Observemos que la afirmación, aducida anteriormente, sobre la 
resolución de nna desigualdad cuadrática con relación a g (x) sigue 
siendo justa también en el caso en que la función n -= g (x) no es ele- 
mental fundamental. 

Transformaciones relacionadas con las fórmulas logarítmicas 
y trigonométricas. Por cuanto las fórmulas, aducidas en el $ 4, 
cap. VIT, pueden aplicarse al resolver las desigualdades solamente en 
el conjunto de variación de Ja incógnita, donde tienen sentido simul- 
táneamente los miembros primero y segundo de la fórmula que se 
aplica. las desigualdades, para cuya resolución se emplea tal o cual 
fórmula, se resuelven, corrientemente, signendo el siguiente esque- 
ma: 

1. Se determina el CVA de la desigualdad. 

2. Se divide el CVA en dos conjuntos: W, y M , (M, representa toda 
la parte del CVA, donde tienen sentido simultáncamente ambos 
miembros de la fórmula que se aplica, ? toda aquella parte del 
CVA que queda después de separar el conjunto M). 

3. Seresuelve la desigualdad en M, (teniendo presento que la trans- 
formación de la desigualdad con ayuda de esta fórmula es equivalen- 
te a la transformación en el conjunto 37). 

4. Se resuelve la desigualdad en Mo. 
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5. Se reúnen los conjuntos de soluciones, halladas en M, y My. y se 
obtiene, de este modo, el conjunto de todas las soluciones de la desigual- 
dad de partida. 


Resolvamos, rigiéndonos por este esquema, la desigualdad 
log; (2?) + logs (z$) > 3. (9) 
El CVA de esta desigualdad es el conjunto (—oo, 0) U (0, +00). 


Dividamos el CVA en dos conjuntos: M, = (0. + 00) y M, = 


= (—oo, 0) y resolvamos la desigualdad (9) en cada uno de estos 
conjuntos. 

Eu el conjunto M, se verifican las igualdades idénticas 

log, (z?) = 2 logaz, log, (z) = 4 log, £. 
Quiere decir, en M, la desigualdad (9) es equivalente a la desigualdad 
logat > 1/2. 
Resolviendo esta desigualdad elemental, obtenemos que el conjunto 
de todas sus soluciones es el intervalo (V 2, +00). Por cuanto este 
intervalo está contenido dentro del conjunto M,, el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (9) en M, será el intervalo v3. + 
+00). 
En el conjunto M, se verifican las igualdades idénticas 
log, (2*) = 2log, (—2). log, (1*) = 4loga (—2) 
Quiere decir, en M la dosigualdad (9) es equivalente a la desigualdad 
log a (—2) > 1/2. 
Resolviendo esta desigualdad elemental, vemos que el conjunto de 
todas sus soluciones es el intervalo (—oo, —V/2). Por cuanto este 
intervalo está contenido dentro del conjunto M, el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (9) en M, será el intervalo (00, 
—V 2). 

Al reunir los conjuntos de soluciones encontradas eu My y en Mo, 
Iegamos a que el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(9) es el conjunto (—oo, —V 2) U VF, +00). 

Transformaciones relacionadas con la elevación a potencia natural. 
Sca dada la desigualdad 


Ie) > g (2). (10) 
La sustitución de esta desigualdad por la desigualdad 
(Or > le a)” (10) 


(donde » es un número natural lijo y n> 2) se denomina elevación 
de la desigualdad a la potencia natural n. 

En virtud de la afirmación 5 $ 1, las desigualdades (10) y (11) 
son equivalentes solamente cn el conjunto, donde las funciones 
y = j (x) e y = g (z) son ambas simultáneamente no negativas. 
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Por eso, la elevación a potencia natural de las desigualdades se 
realiza, de ordinario, por el siguiente esquema: 

1. Se determina el CVA de la desigualdad a resolver. 

2. Se divide el CVA en dos conjuntos: M, y My (M, es toda la parte 
del CVA, donde ambos miembros de Ja desigualdad son simullánca- 
mente no negativos. Af, es toda la parte del CVA que queda después 
de separar el conjunto My). 

3. Se resuelve la desigualdad en M, (tomando en consideración que 
la elevación a la potencia n es una transformación equivalente en esto 
conjunto). 

4. Se resuelve la desigualdad en el conjunto My. 

5. Se reúnen los conjuntos de soluciones, determinadas en M, y Ma, 
y. de este modo. se obtiene el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad de partida. 

Resolvamos, rigié 


ndonos por oste esquema, la desigualdad 
ju=4]>6 +2. (12) 


EJ CVA de esta desigualdad es toda la recta numérica. Dividamos el 
CVA en dos conjuntos: M, = 1-6, +œ) y M¿= (—00, —6) 
y resolvamos la desigualdad (12) en cada uno de estos conjuntos. 

En el conjunto M, ambos miembros de la desigualdad (12) son 
no negativos, por lo cual, de acuerdo con la afirmación 5. $ 1, en 
dicho conjunto la desigualdad (12) será equivalente a la desigualdad 


u — 4} > (6 + a). 


El conjunto de todas Jas soluciones de la última desigualdad es el 
intervalo (—o0, —1). Como parle del intervalo citado en el con- 
junto M, está contonido solamente el intervalo [—6, —1). Por 
eso el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (12) en M, 
se representa por el intervalo J|—6; —1). 

Es evidente que en el conjunto M, el primer miembro de la des- 
igualdad (12) es positivo. y el segundo, negativo. Por eso, el conjunto 
de todas las soluciones do la desigualdad (12) en M, es todo el conjun- 
to Ma 

Al reunir los conjuntos de todas las soluciones determinados en 
M, y Ma, obtenemos que el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (12) es el intervalo (~o, —1). 

La elevación a polencia natural se aplica con mayor frecuencia al 
resolver las siguientes desigualdades. 

Sea m nn número natural fijo y sean dadas las desigualdades 


YTE) > o (2), (13) 
YT) < p (2). (14) 


Las desigualdades del tipo (13) sc resuelven, de ordinario, según 
el siguiento esquema: 
1. Se determina el CVA de la desigualdad. 


440 


dad (13) coincide con el conjunto Mo. 

5. Se reúnen el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
Í (2) > (lp (a)1?” en M, y el conjunto M,, y, de este modo, se obtiene 
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (13). 

Las desigualdades del tipo (14) se resuelven, de ordinario, según 
el siguiente esquema: 

1. Se determina el CVA de la desigualdad. 

2. Se divide el CVA en dos conjuntos: M, y M, (M, es toda la par- 
te del CVA, donde la función y = ¢ (x) es positiva. 17, es toda la 
parte del CVA, donde la función y = ọ (z) es no positiva). 

3. Se resuelve en el conjunto M, la desigualdad f (£) < [q (x)]™ 
que es equivalente en este conjunto a la desigualdad (14). 

4. Se fija que en el conjunto M, no hay soluciones de la desigual- 
dad (14). 

5. Se escribe el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
f (2) < lo (a)]?” en M; este conjunto será precisamente el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (14). 

Mostremos ahora con unos ejemplos coner 
las desigualdades según los esquemas citados. 

Sea dada la desigualdad 


Vi+i>x, (15) 


El CVA de esta desigualdad es el intervalo [ 
el CVA en dos conjuntos M, y Ma 
= [—2; 0), y resolvamos la desigualdad ( 
conjuntos. 

En el conjunto M4, ambos miembros de la desigualdad (15) son 
no negativos, por lo cual, de acuordo con la afirmación 5 $ 1. en el 
conjunto que se considera la designaldad (15) será equivalente a la 
desigualdad 


tos cómo se resuelven 


+00). Dividamos 
0, +00) y W, = 
5) en cada uno de estos 


:42>2% 
Al aplicar ahora la afirmación 1 $ 1, vemos que en el conjunto W, 
la desigualdad (15) es equivalente a la desigualdad 
a—z:—-2<0. 

El conjunto de todas las soluciones de la última desigualdad es el 
intervalo (—4; 2). En el conjunto M, está contenido, como parte 
del intervalo indicado, solamente el intervalo f0; 2). Por eso el con- 
junto de todas las soluciones de da desigualdad (15) en M, será el in- 
tervalo [0; 2). Es evidente que en el conjunto 17, el primer miembro 
de la desigualdad (15) es no negativo, y el segundo, negativo, por 
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consiguiente, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(15) en M, es todo el conjunto Mo. 

Rouniendo los conjuntos de todas las soluciones determinados 
en M, y Ma, concluimos que el conjunto de todas las soluciones de 
la desigualdad (15) será el intervalo [—2; 2). 

Sea dada la desigualdad 


2a4+1>Yz (16) 


El CVA de esta desigualdad es el intervalo [—3, -+00). Dividamos 
el CVA en dos conjuntos: M, = (—1, +œ) y M, = [—3; 
—1], y resolvamos la desigualdad (t6) en cada uno de estos conjun- 
tos. 

En el conjunto M, ambos miembros de la desigualdad (16) son 
no negativos, por lo cual, de acuerdo con la afirmación 5 $ 1, la 
desigualdad (16) es equivalente en este conjunto a la desigualdad 


(114 >2x +3. 


Aplicando ahora la afirmación 1 $ 1. concluimos que en el conjunto 
M la desigualdad (16) es equivalente a la desigualdad 


Pr+r—2>0. 


El conjunto de todas las soluciones de la última desigualdad es el 
conjunto (—co, —2) U (1, +00). Por eso, el conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (16) en M, es ol intervalo (1, 4-00). 

Es evidente que en el conjunto M, el primer miembro de la dos- 
igualdad (16) es no positivo, y el segundo, no negativo, por consi- 
guiente, en M, la desigualdad (16) no tiene soluciones. 

Así pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad 
(16) es el intervalo (1, -/-00), 

Transformaciones relacionadas con la supresión de los denomi- 
nadores. Sea dada la desigualdad 


fm 
$) 


>g (x). (17) 


Las desigualdades de este tipo se resuelven según el siguiente es- 
quema: 

1. Se determina el CVA de la desigualdad. 

2, Se divide el CVA en dos conjuntos M, y M, (M, es toda la parte 
del CVA, donde la función y = «q (z) es positiva, M, es toda la par- 
te del CVA, donde la función y — q (2) es negativa). 

3. Se resuelve en el conjunto M, la desigualdad f (2) > g (2) q (£), 
que es equivalente en dicho conjunto a la desigualdad (17) (véase $ 1, 
afirmación 7a). 

4. Se resuelve en el conjunto M, la desigualdad f (£) < g (x) q (2) 
que es equivalente en dicho conjunto a la desigualdad (17) (véase $ 1, 
afirmación 7b). 
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5. Se reúnen los conjuntos de todas las soluciones determinados en 
M, y en Ms, y, de este modo, se obtiene el conjunto de todas las solucio- 
nes de la desigualdad (17). 

Resolvamos, rigiéndonos por este esquema, la desigualdad 

2— (log, z)? 
log, z 
El CVA de esta desigualdad es el conjunto (0; 1) U (1, +00). Divi- 
damos el CVA en dos conjuntos: M, = (0; 1) y M, ~ (1; +00). 
En el conjunto M, la función y = logsz es positiva y por eso (véase 
$ 1, afirmación 7a) en dicho conjunto la desigualdad (18) es equiva- 
lente a la desigualdad 


<1—logy t. (18) 


2 — (log, 2)? < logt (1 — logat), 


la cval puede escribirso en la forma logas > 2. El conjunto de todas 
las soluciones de esta desigualdad elemental os el intervalo (9, +00), 
Por cuanto este intervalo está contenido dentro del conjunto M3, 
entonces el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (18) 
en M, será el intervalo (9, +00). En el conjunto M, la función 
y = logsw es negativa y por eso (véase $ 1, afirmación 7b) en dicho 
conjunto la desigualdad (18) es equivalente a la desigualdad 


2 — (log,x)? > log, æ (1 — logt), 


la cual puede escribirse en la forma logs < 2. El conjunto de todas 
las soluciones de esta desigualdad elemental es el intervalo (0; 9), 
En el conjunto M, está contenido, como parte de dicho intervalo, 
solamente el intervalo (0, 1). Por consiguiente, el conjunto de todas 
las soluciones de la desigualdad (18) en M, será el intervalo (0; 4). 

Reuniendo los conjuntos de todas las soluciones, determinados on 
M, y en M, obtenemos que el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (18) es el conjunto (0; 1) U (0; + 00). 

Método de intervalos. La resolución de la desigualdad 


Ao) 
pi 
en el caso en que f (2), g (2) y p (2) son polinomios, puede efectuarse 


de distinto modo, a saber, la desigualdad (17) se debe escribir pri- 
meramente en la forma equivalente 


> (1) an 


{iri (xd gis) 
TE >0, (19) 


A continuación es preciso hacer uso de la afirmación 7 $ 1, multipli- 
car la desigualdad (19) por y? (zx) y escribir la desigualdad 


0 (2) 1) — 0 (2) 2(0]>0, (20) 


equivalente a la desigualdad (19) en su CVA. Por fin, la desigualdad 
(20) se resuelve por el método de intervalos ($ 2, cap. 111). El con- 
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junto de todas las soluciones de la desigualdad (20) será precisamente 
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (17). 
Sea dada la desigualdad 


—2—1 
uy e en 


Trasladando x al primer miembro de la desigualdad, escribamos 
esta desigualdad en la forma equivalente 


—3—1 


a de 


Haciendo uso de la afirmación 7541, obtenemos la desigualdad 
—3 (e+) (se ++)<0 


que es equivalente a la (21) en el CVA de ésta. Resolviendo esta des- 
igualdad por el método de intervalos, obtenemos la respuesta: el 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (21) es el conjunto 


(00 U (q +0). 
Transformaciones relacionadas con la simplificación de una 
desigualdad por el factor común. Sea dada la desigualdad 
e (2) f (2) > q (2) g (2). 
Muy a menudo esta desigualdad se sustituye por la desigualdad 
1) > g (2), 


es decir, la desigualdad de partida se simplifica por el factor común 
9 (z). Es nu gran error. Las desigualdades semejantes se deben resol- 
ver del modo siguiente: 
1. Se determina el CVA de la desigualdad q (2) f (x) > q (2) g (2). 
2. Se reescribe la desigualdad en la forma equivalente 


e (2) If (2) — g (2) > 0. 
3. Se pasa al conjunto de dos sistemas de desigualdades 
p()>0, e) <0, 
( 1(3)—8(3>0, f(a) g (2)<0, 


que es equivalente a la desigualdad q (z) f (x) > p (x) g (2) en el 
CVA de ésta. 
4. Se resuelve este conjunto en el CVA de la desigualdad de partida. 
El conjunto de todas las soluciones será precisamente el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad y (2) f (2) > q (2) g (o). 
Resolvamos, rigiéndonos por esle método, la desigualdad 


4x log, z > (2? + 3) log; z. (22) 
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El CVA de esta desigualdad es el conjunto 4 = (0, -|- 00). Escriba- 
mos la desigualdad (22) en la forma equivalente 


(áz — z? — 3) log; z > 0 


y resolvamos en el conjunto M el conjunto de dos sistemas de des- 
igualdades 


( 41—x2—-3>0, ha-- 30, 
logs x > 0, log; z <0. 


El conjunto de todas las soluciones del primer sistema os el interva- 
lo (1; 3), y el conjunto de todas las soluciones del segundo sistema, 
el intervalo (0; 1). Por cuanto ambos intervalos, (1; 3) y (0; 1), están 
contenidos dentro del CVA de la desigualdad de partida, resulta que 
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (22) es el con- 
junto (0; 1)U (1; 3). 

Transformaciones relacionadas con la logaritmación de una 
desigualdad. Sea a un número positivo fijo distinto de la unidad. 

upongamos dada la desigualdad 


F< e (2). (23) 
La sustitución de esta desigualdad por la desigualdad 
loga f (2) < loga g (2). (24) 
o por la desigualdad 
log. f (z) > logag (2) (25) 


se denomina logaritmación de la desigualdad. 

Basándonos en la afirmación 6 $ 1, podemos decir que para a >> 
> 1 las desigualdades (23) y (24) y, cuando 0 <a< 1, también las 
desigualdades (23) y (25) son equivalentes sólo en el conjunto, donde 
ambas funciones, y = f (z) e y = g (z) son simultáneamonte positi- 
vas. Por eso, al Alca la logaritmación, las desigualdades se resuel- 
ven, de ordinario, según el siguiente esquema: 

1. Se determina el CVA de la desigualdad. 

2. Se divide el CVA en dos conjuntos: M, y My (M, es toda la par- 
te del CVA, donde ambos miembros de la desigualdad dada son posi- 
tivos), M, es toda la parte del CVA que queda después de soparar el 
conjunto M). 

3. Se resuelve la desigualdad en M, (teniendo presento que la loga- 
ritmación es una transformación equivalente en este conjunto). 

4. Se resuelve la desigualdad en My. 

5. Se reúnen los conjuntos de soluciones, encontrados en My y My, 
y, de este modo, se obtiene el conjunto de todas las soluciones de la des- 
igualdad de part 

Resolvyamos, ri; 
dades. 


¡'éndonos por este esquema unas cuantas desigual- 
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Sea dada la desigualdad 
a r, (26) 


El CVA de esta desigualdad es el conjunto M = [0, -+ 0o).Por cuan- 
to ambos miembros de la desigualdad (26) son positivos en el con- 
junto M, entonces, on virtud de la afirmación 6a, $ 1, la desigualdad 
(26) es equivalente en 4, a la desigualdad 
loga (3%) < logs (2-9, 
la cual es, a su vez, equivalente en M a la desigualdad 
z? — z < (1 — 2) loga2. 
El conjunto de todas las soluciones de la última desigualdad es el 
intervalo ( — log; 2; 1). En el conjunto M está contenido, como parte 
del intervalo indicado, sólo un trozo [0; 1). Quiere decir, el conjunto 
de todas las solnciones de la desigualdad (26) será el intervalo [0; 
1). 
Soa dada la desigualdad 
CEFET (27) 

El CVA de la desigualdad (27) es toda la recta numérica, puesto que 
el trinomio de segundo grado z? + z + 1 es positivo para cualquier 
æ real. 

Logaritmando la desigualdad (27) según una base cualquiera, por 
ejemplo, según la base 10, tenemos, en virtud de la afirmación 6a, 
$ 1, que la desigualdad (27) es equivalente a la desigualdad 


lg (è +2+1)<Ilg1. 
Haciendo uso de las propiedades de los logaritmos, escribamos esta 
desigualdad en la forma 
alg +r +1) <0. 

Esta desigualdad es equivalente al conjunto de dos sistemas de des- 
igualdades: 

50, [ 2<0, 

lg (124 x4-1) <0, lg (124241) > 0, 
la cual es equivalente, a su vez, al siguiente conjunto de dos siste- 
mas de desigualdades 

z>0, ( x<0, 
| abryi<t, + rii. 

Resolviendo al principio el primer sistema, llegamos a la conclusión 
de que el sistema no tiene soluciones, puesto que el conjunto de todas 


sus soluciones es la intersección de dos conjuntos: (0, +00), que es 
el conjunto de todas las soluciones de la primera desigualdad, y 
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( — 1; 0), que es el conjunto de todas Jas soluciones de la segunda 
desigualdad, y la intersección mencionada es vacía. 

El conjunto de todas las soluciones del segundo sistema es el in- 
tervalo ( —oo, —1). Por consiguiente, el conjunto de todas las so- 
luciones de la desigualdad (27) es el intervalo (—oo, —1). 

Señalemos que de modo análogo se resuelven las desigualdades de 
forma más general 

[FJ < b, (28) 


donde b es un número positivo dado. A saber, se busca al principio el 
CVA de la desigualdad y luego se elige cualquier número a > 1. 
Entonces, la desigualdad (28) será equivalente en el CVA a la desi- 
gualdad 

q (2) loga f (2) < logab. 


Luego queda resolver la última desigualdad en el CVA de la desi- 
gualdad de partida (28). 

Indiquemos, además, que la desigualdad exponencial elemental 
a” > b puede ser sustituida, logaritmando las desigualdades, por una 
desigualdad algebraica equivalente de primera potencia: 

1) por la desigualdad z > log, b, cuando a > 1, 

2) por la desigualdad z < log, b, cuando 0 < a < 1, para las 
cuales se escriben con facilidad los conjuntos de todas sus soluciones. 
Análogamente puede procederse también con la desigualdad a* < b. 

Transformaciones relacionadas con la polenciación de las desigual- 
dades. Sea a un número positivo fijo distinto de la unidad. 

Supongamos que está dada la desigualdad 


10ga / (2) < 10ga 8 (2). (29) 
La sustitución de esta desigualdad por la desigualdad 
Í (2) < g (2) 


Í) > g (2) 
se denomina potenciación de la desigualdad. 

Tomando en consideración las afirmaciones 6a y 6b del $ 1, las 
desigualdades del tipo (29) se resuelven, por regla general, según el 
siguiente esquema: 

1. Se determina el CVA de la desigualdad. 

2. Se resuelve la desigualdad en el CVA (teniendo presente que la 
potenciación es una transformación equivalente en este conjunto). 

Resolvamos, rigiéndonos por este esquema, la desigualdad 


o por la desigualdad 


log, (1*—4)>log , (4x—7). (30) 
hy T 
El CVA de esta desigualdad se determina por las condiciones: 
41-7>0, 
( 2-4>0, 
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es decir, para determinar el CVA se debe resolver este sistema de de- 
sigualdades. Al resolverlo llegamos a que el CVA es el intervalo (2, 
+00). Teniendo en cuenta la afirmación 6b, resulta que en el CVA 
la desigualdad (30) es equivalente a la desigualdad 


e—4<4re—?7. 


Resolviendo osta desigualdad cuadrática, encontramos el conjunto 
de todas sus soluciones, es decir, el intervalo (1; 3). En el CVA de 
la desigualdad (30) ostá contenido, como parte del intervalo mencio- 
nado, sólo el intervalo (2; 3). Quiere decir, el conjunto de todas las 
soluciones de la desigualdad (30) será el intervalo (2; 3). 

Veamos algunos casos particulares de potenciación de las des- 
igualdades. 

Es fácil ver la validez de las siguientes afirmaciones: 

1. Sea a un número fijo tal, que a >1, entonces la desigualdad 
log, f(x) >b será equivalente a la desigualdad f (x) >a’, y la 
desigualdad log , f(x) < b, equivalente al sistema de desigualdades 


Ha) <a, 

1(=)>0, 
o bien, lo que es lo mismo, a la desigualdad doble O < f (£) < aè. 
2. Sea a un número fijo tal, que Ò < a < 1, entonces la desigual- 


dad log, f (1) < b será equivalente a la desigualdad f (1) >a, y 
la desigualdad log „f (x) > b, equivalente al sistema de desigualdades 


f(z) <a, 
F(=)>0, 


o bien, lo que es lo mismo, a la desigualdad doble 0 < f (a) < aè. 
Examinemos algunos ejemplos. 
Sea dada la desigualdad 


log, (23245) < —1. 
bd 


En virtud de la afirmación que acabamos de aducir, esta des- 
igualdad es equivalente a la desigualdad 


2—3+5> A 
la cual es, a su vez, equivalente a la desigualdad 
a —324+2>0. 


El conjunto de todas las soluciones de la última desigualdad y, por 
lo tanto, también de la desigualdad de partida es el conjunto ( —co, 
1)U (2, +00). 

Sea dada la desigualdad 


El 
log, sen IF. 
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En virtud de la afirmación que acabamos de aducir, esta desigualdad 
es equivalente al sistema de desigualdades 


l senz> 0, 


o bien, lo que es lo mismo, a la desigualdad doble 
0<seuxr< E 


El conjunto de todas las soluciones de esta desigualdad doble (fig. 


D/A 

= T 

Z ES 
1y-senz; 
Ly=0; 
Uy=> 
z. 
an 
Fig. 183 


183) y, por lo tanto, también de la desigualdad de partida, serán dos 
series de intervalos 


Xy = (27k, P+2k), keZ; 
Xm= (FE +2am, n+ 2am) mEZ. 


Obsorvemos que la potenciación de las desigualdades se aplica 
frecuentemente en situaciones mucho más complejas en comparación 
con las analizadas anteriormente, 

Sea dada la desigualdad 

logs: (2 + 2) < 1. (31) 
El CVA de esta desigualdad se define por las condiciones 
24+2>0, 
>0, 
nl. 
es decir, para determinar el CVA se debe resolver este sistema de de- 


sigualdades. Al resolverlo, encontramos que el CVA es el conjunto 
M =(—2; —i)U (1; OU (0; 1)U (1; +00). Dividamos el 
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CVA en dos conjuntos: M, =(—2; —1)U (1, + œ) y M, = 
= (—4; 0) U (0; 1). 
En el conjunto M, tenemos 2* > 1, por lo cual la desigualdad (31) 
en dicho conjunto es equivalente, según la afirmación 6a del $ 4, 
a la desigualdad 
2+a<a. 


Al resolver esta desigualdad cuadrática, vemos que el conjunto de 
todas sus soluciones es el conjunto (— œ,— 1) U (2, +00). En 
M, está contenido, como parte del conjunto mencionado, solamente 
el conjunto (—2; —4) Ü (2, +00). Por consiguiente, el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (31) en M, es (—2 —1) U 
U (2 +00). 

En el conjunto Mg tenemos 0 < z? < 1, por lo cual la desigual- 
dad (31) en My es equivalente, según la afirmación 6b del $ 1, a la 
desigualdad 

2+1>% 


Al resolver esta desigualdad cuadrática, vemos que el conjunto de 
todas sus soluciones es el intervalo ( —1; 2). En M, está contenido, 
como parte del intervalo citado, solamente e] conjunto (—1; 0) U 
U (0; 1). Por consiguiente, el conjunto de todas las soluciones de la 
desigualdad (31) en M, es el conjunto { — 1; 0) U (0; 0). 

Al reunir los conjuntos de soluciones encontradas en M; y en Ma, 
vemos que el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad de 
m (31) es el conjunto ( —2; —1)U (—1; 0U (0; DU (2 
+-00), 

De modo análogo se resuelvo también la desigualdad del tipo 

logg) g (2) <D, (32) 


donde b es un número dado. A saber, primeramente se busca el CVA 
de la desigualdad. Luego el CVA se divide en dos conjuntos: W, 
(toda la parte del CVA, donde q (z) > 1) y M, (toda la parle del 
CVA, donde 0 < y (z) < 1. Entonces, la desigualdad (32) en el con- 
junto M, será equivalente a la desigualdad 


g (2) < lp (m1, (33) 
y en el conjunto 17, la desigualdad (23) es equivalente a la desigual- 
dad 

g (2) > lo (AT. (84) 


Resta resolver Jas desigualdades (33) y (34) en los conjuntos corres- 
pondientes y reunir las soluciones obtenidas. Observemos que, recu- 
rriendo a la potenciación de desigualdades, la desigualdad logarítmica 
elemental log, > bh puede sustituirse, cuando a > 1, por la de- 
sigualdad algebraica equivalente de primera polencia 2 > 4), y, 
cuando 0< a < 1, por una igualdad equivalente doble 0 < z < 
< a?, para las cuales se escriben con facilidad los conjuntos de todas 
sus soluciones. 
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De modo semejante podemos proceder también con desigualdad 
log, £ < b. 

Transformaciones relacionadas con la supresión del signo del 
valor absoluto. Sea dada la desigualdad 


MDI 1ADI+--+lfm(o) 1 ln (2) 1... 
vee — Dn (2) 1> 8 (2) (35) 


donde fi(), fa (2), . - -, fn (2), g (2) son polinomios enteros con rela- 
ción a z. 

Para resolver desigualdades do este tipo se emplea, do ordinario, 
el método de intervalos. La descripción de este método para las desi- 
gualdades es prácticamente la misma que para las ecuaciones (véase 
el $ 4, cap. VII), a saber, sea dada la desigualdad (35). AL principio 
se resuelve el conjunto de ecuaciones 


h= f()=0, ...fm()=0 +. /()=0. (36) 


Luego se fijan en la recta numétrica todas las raíces de oste conjunto de 
ecuaciones. 

De este modo, toda la recta numérica se divide en ciorto número de 
intervalos, a continuación, en cada uno de los ivtervalos obtenidos la- 
desigualdad se sustituye por alguna otra que no contenga signos del va- 
lor absoluto y que sea equivalente en el intervalo dado a la desigualdad 
de partida. En cada intervalo se buscan todas las soluciones de la de- 
sigualdad que se obtiene en el intervalo quo se considera, después 
de lo cual entre las soluciones halladas se eligen aquellas que caen 
dentro del intervalo mencionado. Estas soluciones constituirán pre- 
cisamente el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad de par- 
tida en el intervalo considerado. Por fín, para poder escribir el 
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad de partida, se reú- 
nen juntas todas sus soluciones encontradas en todos los interva- 
los. 

IMustremos la aplicación del método de intervalos con el ejemplo 
de resolución de la desigualdad 


24 ler ii—3>0. (37) 


En este caso el conjunto de ecuaciones (36) consta de una sola ecua- 
ción 
r+1=0 

cuya única raíz es z} = —1. Quiere decir, la recta numérica se divi- 
de en dos intervalos: ( —oo; —1) yl —1; +00). Veamos cómo 
se resuelve la desigualdad (37) en cada uno de los intervalos obteni- 
dos. 

1. En el intervalo ( —oo; —1) tenemos, por definición do va- 
lor absoluto, que 


lz+11=— (+1). 
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Por eso en este intervalo la desigualdad (37) es equivalente a la desi- 
gualdad 
—(+1)-3>0. 


Resolviendo esta desigualdad cuadrática, llegamos a que el conjunto 
1—Y T 
=> 


P +00). En el intervalo que se analiza está conte- 


nido, como parte del conjunto citado, solamente el intervalo 

E eri 
2 

soluciones de la desigualdad (37) en el intervalo (— o0; — 1) es el 


1 1). 


2. En el intervalo [ —1; +00) tenemos, por definición de va- 
lor absoluto, 


de todas sus soluciones es el conjunto (—%; 

U ( 14v 
2 

. Por consiguiente, el conjunto de todas las 


(=; 


intervalo ( -— 00; 


lz+il= (+0. 
Por eso en el intervalo dado la desigualdad (37) es equivalente a la 


desigualdad 
e + (z +1)—3>0. 


Resolviendo esta desigualdad cuadrática, vemos que el conjunto de 
todas sus soluciones es un conjunto (—oo; —2) U (1; +o). En 
el intervalo considerado está contenido, como parte del conjunto men- 
cionado, solamente el trozo (1; +00). Por consiguiente, el conjunto 
de todas las soluciones de la desigualdad (37) en el intervalo [ -—-1; 
+00) será representado por el trozo (1; +00). 

Al rounir los conjuntos de soluciones encontradas en los interva- 
los analizados, vemos que el conjunto de todas las soluciones de la 


desigualdad (37) es el conjunto (= 0, Hyn ) U (1 + œ). 

Indiquemos, como conclusión, que se han Soniderado más arriba 
no todas las transformaciones de las desigualdades, sino sólo aque- 
Jlas que se emplean con mayor frecuencia. Además, al resolver una 
desigualdad, nos vemos obligados a aplicar frecuentemente varias trans- 
formaciones y no una sola. 

Dustremos esto con dos ejemplos. 

Sea dada la desigualdad 


VAL <O. (88) 


Esta desigualdad es cuadrática con relación a 2/3==", Al resolver 
la desigualdad 


p—6t4+8<0, 


obtenemos que el conjunto de todas sus soluciones es el intervalo 
(2; 4). Por consiguiente, la desigualdad (38) es equivalente al siste- 
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ma de desigualdades 
NTE a, s 
V Sexi > 2, ( ) 


Resolvamos al principio la priwera desigualdad de este sistema 
AA (40) 


El CVA de esta desigualdad es ol conjunto M = [ — 3; 3]. En este 
conjunto ambos miembros de la desigualdad (40) son positivos, por 
lo cual, logaritmando la desigualdad (40) según la base 2, obtendro- 


mos la desigualdad 
Vi=x2< 2, (41) 


que es equivalente a la desigualdad (40) en ol conjunto M. En el con- 
junto M ambos miembros de Ja desigualdad (41) son no negativos, 
por lo cual, elevando al cuadrado dicha desigualdad, obtendremos la 
desigualdad 

9-*<4 


que es equivalente a la desigualdad (41) en el conjunto M, Resolvien- 
do esta desigualdad elemental, obtenemos que el conjunto de todas 


sus soluciones es el conjunto (—œ, —V5)U (V5, +00). En 
M está contenido, como parte del conjunto citado, solamente el 
conjunto 1[—3; — V5)U (V5; 3l. Quiere decir, el conjunto de 
todas las soluciones de la dosigualdad(40) es el conjunto [ — 3;— 
VU V5 3). 

Rosolviendo análogamente la segunda desigualdad dol sistema 
(39), recibimos que el conjunto de todas sus soluciones os el interva- 
lo (— 2V 2; 2V J}. Por consiguiente, el conjunto de todas las solu- 
ciones del sistoma (39) y, por tanto, de la desigualdad (38), equi- 
valente al sistema, es el conjunto ( — 2/2 — VD u MV5; V 22) 

Sea dada la desigualdad 

1 
te qpr >t. (42) 
4 
IFE 
función elemental más simple y=tgv y la función ii" 
Resolvamos primero la desigualdad elemental 


tgv>1. 
El conjunto de todas las soluciones de osta desigualdad (fig. 184) 


La función y=tg es la superposición de dos funciones: la 


es una serie de intervalos (tak, ++ ak) , kEZ. 
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Quiere decir, la desigualdad de partida (42) es equivalente al 
conjunto infinito de sistemas de desigualdades 


1 Ej 
Das E 


Caa G 

pa aT nk, 

donde k es un número entero cualquiera. (La transformación realiza- 

da de la desigualdad es un ejemplo de transformación que no se ha 
analizado antes). 

Examinemos todos los sistemas en el conjunto infinito (43). 

Cualquiera que sea k positivo, ninguno de estos sistemas tione 


solución, puesto que T+nk> 4 para cualquier k natural, y 
p T pa y 


Fig. 184 


1 P: A 
ips! para cualquier æ real, a consecuencia de lo cual la se- 


gunda desigualdad en el sistema (43) no tiene soluciones. 

Siendo Æ negativo, ninguno de los sistemas tiene solución, 
puesto que mr >? para todo x real, y 4 ak <0 para cual- 
quier k entero y negativo, a consecuencia do lo cual la primera desi- 
gualdad del sistema (43) no tiene soluciones. 

Cuando k = 0, tenemos el sistema 


1 a 
rS 
| IFAS aa 


Por cuanto H<1 <$ para cualquier x real, el conjunto 
de todas las soluciones de la primera desigualdad de oste sistema es 
toda la recta numérica. Para todos los x reales la función y = 1 + z? 
es positiva, por lo cual, suprimiendo el denominador, obtenemos la 
desigualdad 


4 
nel 
ipago 
que es equivalento a la segunda desigualdad del sistema (44). El 
conjunto de todas las soluciones de esta desigualdad elemental está 
e 
representado por el intervalo (-V£-1, y $ — 1): Quiere 


decir, el conjunto de todas las soluciones del sistema (44) es precisa- 
mente este intervalo, 

Al resumir, concluimos que el conjunto de todos las soluciones 
de la desigualdad de partida (42) es el intervalo (LEA E 


VEZ) 


Ejerctetos 


¿Será el núraoro (—4) la solución de las siguiontes desigualdades (1 . . . 48); 
>0; 


eri) E—5) a a 
Lara AA 
a MR 
S a barr — 12 <0; 
¿6 E=ZDED 4 


(0 (2-5) (347 


a 
z_ 2 AMAS: E 
taa ita 


9. 1922] >14—32|+]2—5 1; 10. [24 11412" 112431504. 
ato, [24 

n | HE <a a > 

13, VIF5> 241; 14 20 < V TF8: 
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20. VEIA TVE EN ST V EF) i 
21. 4r- > 17:2031; 22. (2) (52291) < (2) 
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1-x 
23, papi 75E 4, o — + 
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25 Baa Lg > Dm giet; 
26. (4% —4)2 4-23 (4% —4) <8-4%. 


xix ei 
27, (97 A ES E E 
A SR gera T 
29. 1g 2-4 lg (452-1 49) > 4 lg (2144); 
30. Ig (7—1) < lg (2—4)2+1g 1221; 
3 a AM 


Vizi Vip 
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+Y2—4cos22 
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40, 2 Y costs tdt. A > p 


42. 4 sen z sen 2x sen 3z < son 4z; 
48, VIE > +A ter; 
44. cos x-sen (sen 2) -+-sen z-co8 (sen z) > 0; 
EN ==> +: 
47. arctg2x—4arctgz+43>0; 48. 5arcctg r—arcctg? 1—4 < 0? 
¿Sor ol número al la solución de los siguientes sistemas de ecuaciones 
(49 ... 50): 
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ES 
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¿Során equivalentes las siguientes dos desigualdades (60 .. 
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29 
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7. >t y E 


72. Eis y atic; 


73, atio y +4 (—1)>0; 


14. tizo y (+4) (21) >0; 


E a eto 

z IEE y E5=0 
(2) (1—3) 22. 
Srs <e y Ea 


457 


ogase 294108, yy Vi<2 
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2 
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i 343 


>0 5 


20 y 
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Ed 
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xs 
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97. 
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— 0 
Vz Vz+1 
loga DF logs 3 Jo (+ E 
104, T Oy z471 
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106. Mao 1008 on 
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108. (0 e y ELTS eD 
109. (241) Vaisa (o 
EE EE ESTA 
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ue I2 cya [ERA 


IS) +D GSO; 


113, nea -<o oA =2 


Me Yapa, 
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Me E 


116. V273 z=, 
ViF2V 573; lero 
117. 1 4 e 2>0 


118. — 


119. -r 
120. 


121. |z-+54 (27 


zF 


122, 


123. 


x-2 z—2 
126. d+ costr) FT >14 {i >0 
cos z Æ 0; 
z-2 cos z Æ 0, 
127. (1+co82 2) 9H >41 y E SO 
243 


Le sonz + —d, 
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m (ir iten 
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—1 
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137. loga? >0 y Urea 
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>0 
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=>0, 
g+) >i; 


#—4>1, 
at46r+8>1; 
0<—4<1, 
0<2+648<1; 
z—8>0, 
143. logg (2-47) -+loga (1—8) >0 y (ezo 
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2+V x 
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149, Log yy lt > log (040 y Mo Ca 
Resuélvase las siguientes desigualdades (150 ... 298): 


150, 2+2e+cos5<0. 151. 142 sen SO. 


145. log (2+1) >1 y { 
146. logy (2+1) >1 y { 
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226. 227. A O ETE, 
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P43 53 
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230, 13. 3+V EFI > ei 


11.31.31 = h 2444 
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aii logsz logs + TF2 
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204. log Eia 265, logan? <1. 


260. 
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+1 > log: 


206. logus (GE) 267 Vogt (0% 2—6) 


2) 5d 
268. logga (6+ capi 269. logtz-o) (r? — 4a)? < 4. 
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270. log (+) >. 


271. log(-2x) (82? — 5241) —l08-3x (47? 4244) >2. 
272, log(2x1) (54 82— 42?) 4108 (523) (1H 4z- 4z?) < 4. 
273. logísx-1) (107? —7241)%— logar- (2517 — 10741) > 2. 
274, logaxa; (9-+ 1224 42%) + logaxsa (6x? 4232 +24) < 4. 
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277. —=—. Frc >0. 
A . —4e +14) 
6 le 


276, 1% <0. 


M og 
Toga 2 
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28% (+) A a 1g yy 3 (20079 2. 


286, 3.9195 —40310%% 4 loga 8 ¿5 0. 
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=> 2+ loge r. 


—lgz 


ost, 
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287, 25loz _0.plor gT a, 
288, 42-48 V ITA > 44 (222) 2422 TA, 
E A O AT 


2 6. iHlogeta py 3 10 

290. ENI > E 29. E > 
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e Sa ao Se- Oa 
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298, cor < |cos z} (143/2)2. 297. (14-1/2)*] sen x| sen z > 0. 
298, Y 152 Y Log, son? z > 0. 


CAPÍTULO 


IX 


LÍMITE DE UNA SUCESIÓN 
Y LÍMITE DE UNA FUNCIÓN 


$ 1. Sucesiones numéricas 


Si a todo número natural z se le ha puesto en correspondencia un 
número zn, se dice que está dada la sucesión numérica %,, Z}... 
£a, 0, en forma más breve, la sucesión (x,). Para prefijar una suce- 
sión numérica se debe elegir una ley (regla), de acuerdo con la cual 
a todo número natural se le pone en correspondencia cierto nú- 
mero, es decir, cada sucesión numérica puede considerarse como una 
función cuyo campo de definición es el conjunto de todos los números 
naturales. 

Si la función y = f (z) es tal, que el conjunto de todos los núme- 
ros naturales está contenido dentro del campo de su existencia, 
entonces por medio de la función y = f (x) con su campo de definición 
(el conjunto de todos los números naturales) se puede prefijar la suce- 
sión numérica f (1), f (2), - . .. f (n), . . .. o bien {f (n)). Por ejem- 
plo, el conjunto de todos los números naturales está contenido dentro 
del campo de existencia de cada una de las siguientes funciones: 

1. y=x, 2. y=2*; 3, y= —2—3 (21); 


y= (44 E): 5. y=cos(2na); 6. y= 2t; 
14sen ( S +12) 
A 
z 

10. y= z. 

En el campo de definición, es decir, en el conjunto de todos los 
números naturales, estas funciones prefijan las siguientes sucesiones 
numéricas, respectivamente: 


A TE 

2. Pr 

3. 2 
4. o 


Vo 
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La sucosión numérica €, as, . - », Qps » + . $e prefija con mayor co- 
modidad mediante la [órmula para su término general. Escribamos, 
por ejemplo, las fórmulas para los términos generales de las suresio- 
nes 1,.30: 


A veces Ja sucesión se da mediante una correlación recurrente, 
es decir, mediante una lórmula que expresa a, a través de ciertos tér- 
minos de, la sucesión que preceden a ap, por ejemplo: 

11. La sucesión de números de Fibonacci 4, 1, 2, 3, ...., an. se 
prefija mediante la fórmula a, = 4,., + 4,.¿ para n > 2, y la con- 
dición a, = a, =1 

Las sucesiones pueden prefijarse también mediante otros métodos, 
por ejemplo: 

12. Una sucesión de aproximaciones decimales del número n 
por dofecto: 3; 3,1; 3,14; 3,141; .... 


13, Una sucesión fan}, donde a, 


es la parte 


entera del uńmero a, es decir, el número entero máximo que no so- 
brepasa de a). 

Por enanto toda sucesión numérica puede considerarse como 
Einción de un argumento natural, a las sucesiones numéricas se 
extienden los conceptos de monotonía y acotación de las funciones. 

La sucosión numérica {ap} se denomina creciente, si para cuales- 
quiera números naturales n, y x, de la condición n, < ny se deduce 
que ta, < a, Son crecientes, por ejemplo, las sucesiones 1, 9, 10, 12, 

La sucesión numérica (ap) se denomina no decreciente, si para 
cualesquiera números naturales n; y z, de la condición n, < na 
se deduce que a, < 4n, Son no decrecientes, por ejemplo, las suce- 
siones 5 y 14. 

La sucesión numérica fa,) se denomina decreciente, si para cua- 
lesquiera números naturales z, y za de la condición n, < n, se dedu- 
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ce que än, > an, Son decrecientes, por ejemplo, las 
3, 6, 8. 

La sucesión numérica (a,) se denomina no creciente, si para 
cualesquiera números naturales x, y na de la condición ny < ny se 
deduce que a,,> ân, Por ejemplo, la sucesión 13 es no creciente, 


puesto que a, =1f, a, = 1, a; = 1, a = > ete. 


cesiones 2, 


La sucesión numérica se denomina monótona, si es decreciente o 
creciente, o bien, si no decrece o no crece. To: las sucesiones adu- 
cidas anteriormente son monótonas, a excepción de las sucesiones 4 
y 7. 

La sucesión fan} se denomina acotada superiormente, si existe un 
número B tal que para cualquier número natural x se verifica la de- 
sigualdad a, < B. Por ejemplo, las sucesiones 2,3,4,5,6,7,8,12 y 
13 son acotadas superiormente. 

La sucesión fon) se denomina acotada inferiormente, si existe 
un número A ta), que para cualquier número natural n se verifica 
la desigualdad a, > A. Son acotadas inferiormente, por ejemplo, las 
sucesiones 2, 4, 5, 6,7, 8, 9, 10 11,12 y 13. 

La sucesión {an} se denomina acotada, si está acotada infe- 
rior y superiormente. Son acotadas, por ejemplo, las sucesiones 
2, 4,5, 6, 7, 8. 

Entre toda clase de sucesiones numéricas a continuación se exa- 
minarán detalladamente sólo las sucesiones que se llaman progresio» 
nes aritmética y geométrica. 

Se denomina progresión aritmética una sucesión de números en la 
que cada término, a partir del segundo, es igual al precedente suma- 
do con un mismo número que es constante para la sucesión dada, es 
decir, una sucesión numérica (a,) tal, que para cualquier n natural 
se verifica a, 41 = 4, + d, donde d es un número constante para la 
sucesión dada, llamado razón de la progresión. 

Por ejemplo, las sucesiones 


Ls (1) 
E JA 


son progresiones aritméticas. La razón de la progresión aritmética 
(1) es d =1, y la de la progresión (2) es d = —2. En cualquier 
progresión aritmética el término que ocupa el n-ésimo lugar puede 
expresarse siempre a través del primer término y la razón de la pro- 
gresión dada: 


a = a, + (n — i) d. 8) 
Esta es la fórmula para el término general de una progresión aritmé» 
tica. 

La demostración de esta fórmula se realiza por el método de 
inducción matemática. 

Para n = 1 la fórmula (3) se escribirá en la forma a, = a + 
+ 0-d, es decir, resultará sor válida. Supongamos que la fórmula 
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(8) es válida para n = k, es decir, supongamos que el k-ésimo tér- 
mino de la progresión aritmética se calcula por la fórmula 


ar = m + (k — 1) d. 6 


Demostremos que la fórmula (3) es válida para n = k + í, o sea, 
demostremos ja validez de la fórmula 

ry =a + l(k + 1) — 11d. (5) 
En efecto, por definición de progresión aritmética tenemos 4x4, = 
= a, +d. Por consiguiente, haciendo uso de la fórmula (4), se 
puede escribir que 2441 = 4, + (k—1)d4+d=0 + [(k +1) > 
— 1] d, es decir, obtener la validez de la fórmula (5). De este modo 
queda demostrada la validez de la fórmula (3) para todo número natu- 
ral n. 

Valiéndose de la fórmula (3) y de las propiedades de las operacio- 
nes con números. resulta fácil comprobar la validez de la siguiente 
afirmación: para cualquier progresión aritmética (a), siendo m + 
+n=bhk-+lse verifica la igualdad 

Am + ân = 0 + 0. (6) 

En ofocto, 

üm + a, = a, +d (m — 1) +a -+ d (n — 1) = 
= 2a, +d (m +n — 2) = 24 + d (k+l — 2) = 
a + (k—1)d +a + {l 1) d = a ta 
El número, igual a la suma de los primeros n términos de una 
progresión aritmética, se designa con Sn, es decir, 
Sn =Q +04... + an- E ani 
los términos a, y a, reciben el nombre de términos extremos para la 
suma Sn. Haciendo uso de la propiedad (6) y de las propiedades que 
poseen las operaciones sobre números, obtenemos la siguiente fórmu- 
la para Sn: 
Sae datae, 0) 
Efectivamente, 
2Sa = Sn + Sn = (h Has $ -o H n) F(a Ha ++ 
e-e + n) = (4, + an) + (02 + ani) +... 
a. (ên +0) = (01 + Gn) n, 
es decir, la suma de los primeros n términos de una progresión aritméti- 
ca es igual al producto de la semisuma de los términos extremos por el 
número de términos que se suman. 

La suma $, de una progresión aritmética {an} se puede expresar 
mediante el primer término y la razón de la progresión dada: 

y La, +d {(n—1) 
ge ne, 
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Ejemplo. Hállese la suma de los números naturales de dos cifras 
que no se dividen ni por 2 ni por 3. 

Es evidente que todos los números naturales de dos cifras forman 
una progresión aritmética con el primer término a, — 10 y la razón 
d = 1, es decir, forman la siguiente sucesión de números: 10, 11, 
12, 13, . . .„ 97, 98, 99. Haciendo uso de la fórmula (7), es fácil ha- 


llar la suma St do todos estos números: SW = HOEM Los nú- 
meros de dos cifras, que se dividen por 2, forman la progresión arit- 
mética 10, 12, 14, ..., 96, 98 cuya suma es SY = 17:68, 


Análogamente, los números que se dividen por 3 forman la 
progresión aritmética 12, 15, 18, ...., 96, 99 cuya suma es SP = 
e (2499-30 


2 

Es fácil ver que las últimas dos progresiones aritméticas tienen 
los términos comunes 12, 18, 24, . . ., 96 que representan los núme- 
ros divisibles a la vez por 2 y por 3, es decir, divisibles por 6. La 
suma S de todos los números naturales de dos cifras que no se dividen 
ni por 2 ni por 3 se halla del modo siguiente: S = $M — SB — 
— SD + ®© donde S(% es la suma de todos los números de dos 
cifras divisibles tanto por 2 como por 3, es decir, divisibles por 6. 
La suma S(% debe sumarse porque al sustraer las sumas SO y SO, 
la suma de los números divisibles por 6 se resta dos veces. Haciendo 
uso de (3), hallemos el número de términos de la progresión aritmé- 
tica formada de tales números (es evidente que la razón de esta pro~ 
gresión es igual a 6) : 96 = 12 + (n — 1) 6, de donde n = 15, Por 


consiguiente, SO = EIA y 5 = E (409-6 — 108-3 — 111 x 


x 2 + 108) = 1620, es decir, S = 1620. 

Se llama progresión geométrica una sucesión de números en la cual 
todo término, a partir del segundo, es igual al precedente multipli- 
cado por un número distinto de cero y constante para la sucesión da~ 
da, es decir, una sucesión numérica {ap} tal que para cualquier n 
natural se verifica 4, +, = 4,9, donde q es un número distinto de ce- 
vo y constante para la sucesión dada, denominado razón de la progre 
siot. 

Por ejemplo, las sucesiones 


2, 4,8, 46, 32,... .; 


ci BEER 


son progresiones geométricas con las razones 2, {— 1) (-3) $ 
respeclivamente, 
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El término general de una progresión geométrica se calcula por la 


fórmula 
an = Agro. (8) 


La demostración de la validez de esta fórmula para cada número 
natural » se realiza por el método de inducción matemática. Cuando 
n = 1, la fórmula (8) se escribirá en la forma a, = @g°, es decir, re- 
sulta ser válida. Supongamos que la fórmula H se verifica para n = 
= k, es decir, supongamos que es válida la fórmula 


a = 09h, 9) 
Demostremos que la fórmula (8) se verifica para n =k + 1, 
es decir, demostremos la validez de la fórmula 
arp = gë (10) 
En efecto, por definición de progresión geométrica tenemos Ay +, = 


= 4,9. Por consiguiente, haciendo uso de la fórmula (9), podemos 
escribir que 


ar — (agë) g aga, 
es decir, obtener la validez de la fórmula (10). De este modo queda 
demostrada la validez de la fórmula (8) para cualquier número natu- 
ral n. 

Hallemos, con ayuda de Ja fórmula para el término general, la 
fórmula para la suma de los primeros » términos de una progresión 
geométrica: 

Sn = Gy -ag F ay — - - - F anai F âne 

Bi g = l, entonces S, = na, 

Si q #1, estudiemos la expresión 
Sa— Sga Hg H. o ag a Mn 


o agro — ag" a — ag" = t (1 — g”). Por consiguien- 
te, Sn (1 — q) = @ (1 — 9”). Como g + 1, se tiene 
aig 
s A 2. 


$ 2. Límite de una sucesión numérica 


Sea dada la sucesión numérica {an}. 

El número a se denomina límite de la sucesión numérica {an}. 
si para cualquier número positivo e existe lal número N, que para todo 
n>N se verifica la desigualdad 


Jan —a|<e. 
Por ejemplo. es obvio que el límite de la sucesión {an}, donde a, = 
= e, será el número €. 


El hecho de que el número a es el límite de la sucesión (an) se 
escribe del modo siguiente: — a, o bien 4, — a para n > 00, 


Ejemplos. 1. Demuéstrese que lim a, =Ò, si a, =g" y 


ojl ai 

Tomemos un número arbitrario e > 0. 

a) si e< 1, hagamos N = [logg el + 1. Está claro que N > 
> logo, €, y para todo n>N tenemos | —0]|=|g |" < 
< [g |N < | g's? = 

b) Si e> 1, hagamos N = 1. Es fácil ver que para todo n > 1 
tenemos |g" —0]|=|g]"<1<e. 

Así pues, para cualquier e > 0 existe un número Y tal, que para 
todo n > Y se verifica la desigualdad |q” —0|<e, es decir, 
queda demostrado que lim a, = 0. 


nm +o 


nm 


n+4 


2. Demuéstrese que lím a, =1, si a, = 
nm +00 


Elijamos arbitrariamente un número e*>0. Hagamos N= 
=[2]+1. Entonces, > y para cualquier n>N tenemos 


n+1 MAA e di 
pH-a =+<y<i=". lo que se trataba de demostrar. 
E 


3. Demuéstreso que lím a, =0, si a=t. Tomemos arbitra- 
nato 
riamente un número e> 0., Hagamos Nh +1. Entonces, para 


cualquier n>N tenemos |+-0j=+<5<+4 


=e, lo que se 
E 
trataba do demostrar. 
Diremos que una sucesión {ap} tiene por límite (+ 00) y escribire- 
mos lím a, = +00, o bien a, —> œ cuando n — œœ, siempre que 


mn +00 
para cualquier número positivo A, tan grande como se quiera, exis- 
ta un número N tal, que para todo n > N se verifique la desigual- 
dad an >A. 

Ejemplos. 1. Demuéstrese que lím a, = +o, si ap = nè. 

neo 

Para cualquier número posilivo A hagamos N =(I FED) 1). 

Entonces, para Lodo n>N tenemos 


a => N? = (VAF H4 (V AFAA, 
es decir, lim a, = 00. 
noo 
2. Demuéstrese que lím a, = — o, si 4, = n. 
mo + 
Para cualquier número positivo 4 hagamos N = (lA + 1] + 1). 
Entonces, pata todo n > N tenemos a, = n>N =[A +1] + 
+1>Aa +1>aA, es decir, lím a, = + 00. 
n= +o 
3. Demuéstrese que lím a, = +00, si a, = 2"-1, 
nea w 
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Para cualquier número posilivo 4 hagamos Y = Ílog, (4 + Dl + 
+ 2. Entonces para todo n > N tenemos 


[iog (ARDE glog, ADO 


>2 =A+1>A, 


a=? > M1 9 


es decir, lim a, = 7 00, 
n=+o 

Diromos que una sucesión fan} tiene por límite ( — 00) y escribi- 

remos lím a, — co, o bien a, — — œ cuando n — œ, si para 
na- 

cualquier número negativo B tal, que | /⁄ | sea un número tan gran- 
de como se quiera, existe tal número N que para todo n > N se 
verifica la desigualdad a, < B. 

Ejemplos. 1. Demuéstrese que lím ap = —oo, si a= 


= 2 — J (n — 1). 
Para cualquier B negativo hagamos N 
ces para lodo n œN tenemos 


an= —2—3(n—1)< -2—3 (=)= 23 [A] < 


no. 


[ 128 Js. Enton- 


e] 
= —2-(1-B-9=B, 


<-23 (MAL -— 


lo que se trataba de domostrar, 
2, Demuéstreso que lím 4, = — 00, sia, = — 2”, 
ma | o 
Para cualquier número negativo B hagamos N = llog, | B | + 
+ 1]. Entonces para cualquier n > N tenemos 


y log, 18144 log, 181 
O O A A 
lo que se trataba de demostrar. 
3. Demuéstrese que Hm a,=—o. si a, =l0g, n. 
nato A 
7 
Para cualquier número negativo B hagamos N = [2181 + 1]. 
Entonces para todo n >N tenemos 
an= log, n< log, N=1l0g, [2% +11<l0g, 2=—|B] =B, 
E +2 E z 


lo que so trataba de demostrar. 

Observemos que existen sucesiones que no tienen limite. A título 
de tal sucesión puede servir, por ejemplo. la sucesión fa,), donde 
an = (= 1). 

Teoremas sobre las sucesiones numéricas. Se analizarán aquí 
solamonte las sucesiones que tienen límite finito. 

Teorema 1. Si una sucesión {an} tiene límite A y el número p< åA, 
entonces existe un número N tal, que para todo n > N se verifica la de- 
sigualdad p < ün. 
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Demostración. Por cuanto A es el límite de la sucesión ON 
entonces para cualquier g > Ô existe un número X tal, que para todo 
n>N se verifica la desigualdad 


la, —A|<e. 
Escribamos esta desigualdad en la forma 
A= ELLA HE (1) 


Supongamos que e — A — p > Î. Para e > 0 exisle un número N 
tal que para todo n > N se verifica la desigualdad doble (1). Susti- 
tuyendo en el primer miembro de la desigualdad (1) e = A — p, 
obtenemos que p < ap, lo que se trataba de demostrar. 

Teorema 2. Si una sucesión (a,) tiene el límite A y el número 
9 > A, entonces existe un número N tal, que para cualquier n > N 
se verifica la desigualdad q > tp. 

La demostración del teorema 2 es análoga a la del teorema 1 y 
por esta razón se omite. 

Observaciones. 1. Si lím a, =A, y A>0. se encontrará 


nto 


un número NY tal, que a, < 0 para todo n > N. 
2. Si lím a, = A y 4 <0, se encontrará un número N tal, que 


hor hos 
An <0 para todo n >N. 

Teorema 3. Si una sucesión (a,) tiene el límite A, existe un núme- 
ro positivo M tal, que | a, |< M, es decir, la sucesión que tiene límite 
está acotada. 

Demostración. Elijamos un número M, de modo tal, que sea 
ésto superior a |A |,es docir, que se verifique la desigualdad 

—M,<A<M,. Al introducir las designaciones p = — My, 
y = M,. tendremos que A > p y A < q. Según el teorema 1, existe 
un número N, tal, que para cualquier n > N, se verifica la desigual- 
dad p < an. Según e) teorema 2, existe un número N, Lal, que para 
cualquicr n > N, se verifica la desigualdad g > an. Elijamos el 
número V = máx (V,, N,). En este caso para cualquier n > N 
es válida la desígualad doble p < a, < q. o bien — Mi < an < Mi, 
es decir, | a, | < M,. La desigualdad |an | < M, se verifica para 
cualquier n >N, es decir, para n =N +1, n= N +2, n= 
=N +3, n = N — 4, ete. Quiere decir, la desigualdad |a, |] < 
<M puede ser ilícita sólo para los primeros N términos de la su- 
cesión. 

Elijamos entre los números | a, |, |as}. al)... eya dh 
Las |, 4, el número mayor y designémoslo con 17. Se hace claro que 
para cualquier n será válida la desigualdad | a, |< M. lo que se tra- 
taba de demostrar. 

Teorema 4. Si una sucesión (an) tiene limite, este límite es único, 

Demostración. Supongamos lo contrario, es decir, que simul- 
táneamente a, >4 y 4, >B y sea A < B. Elijamos cualquier 
número C entre A y B, es decir, A < C < B. Por cuanto an > 4 
y A < C, entonces, de acuerdo con el teorema 2, existe un número 
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N, tal. que para todo n > N, se verifica la desigualdad a, < C. Por 
cuanto a, > By C< B. entonces, de acuerdo con el teorema 1, exis- 
le un número A, tal, que para todo n > N, se verifica la desigual- 
dad a, > C. Elijamos el número N = máx (N,, Ny). Entonces el 
tórmino de la sucesión ay satisface, a la vez, dos desigualdades 
ay >C y ay <C, lo que es imposible. Por consiguiente, la suposi- 
ción no es cierta y es lícita la afirmación del teorema 4. 
Teorema 5. Si lim a, = A, entonces lim |a, | =|A|. 


Demostración. 


neto mo +0o 
Sea A = 0. En este caso la condición lím a,—= 0 

nto 
significa que para cualquier e > 0 existe un número NY tal que para 
todo n >N se verifica la desigualdad | a, — 0 |< e. Por cuanto 
esta desigualdad puede reescribirse en la forma || a, |—0|<e, 
resulta que lim |a, | = 0. 


Sea A 0. En este caso la condición lím a, = A significa que 


no 
para cualquier e > 0 existe un número N, tal, que para todo n > N, 
se verifica la desigualdad |a, —A |< e. 

Si A >0, entonces, conforme a la observación 1 al toorema 2, 
2 un aúmero V, tal, que para n > N, tendremos a, > 0. Al 
elegir el número N -= máx (N,, Na), obtenemos que para todo 
n >N se verifica la desigualdad | | 2, | — |A | |< e, lo que sig- 
vifica que lim |a, |= | 4 |. En cambio, si A < 0, entonces, de 

4 


nto 
acuerdo con la observación 2 al teorema 2, existe un número Ny 
tal, que an < 0. Tomando el número N = máx (N,, Ny) y teniendo 


presente que a, = — Jan y {A |= —]4 |, llegamos a que 
para todo n > N se verifica la desigualdad | — (| an |= A D< 
< e, la cual puede oscribirse en la forma ||a,|—]4||<e, 


lo que significa que lím |a, | =]A4 |. 


neto 

Las operaciones aritméticas sobre las sucesiones {an} y {bn}, co- 
mo también la comparación de las sucesiones ian) y (0,) se realizan 
igual que sobre las funciones, es decir, con valores igualos del argu- 
mento, o, en otras palabras, término a término. 

Teorema 6. Si las sucesiones {an} son y {bn} tales, que an = bn 
para cualquier n, y Ay > A, bn >B, entonces Á = B, es decir, si 
än = b, pura cualquier n, entonces lím a, = lím bp- 

meto no 400 

Demostración. La condición 4, = bn para cualquier z significa 
que se tiene en realidad solamente una sucesión y, de acuerdo con el 
teorema 4, ésta no puede tener dos límites; quiere decir, A = B 
y el teorema queda demostrado. 

Teorema 7. Si las sucesiones {an} y {bn} son tales, que an> bn 
para cualquier n, y 0, >A, b,—> B, entonces A> B, es decir, si 
4, > bn para cualquier n, entonces lim a, > lím bp. 

neto a+ 

Demostración. Supongamos lo contrario. Sea A < B. Elijamos 

un número € tal, que sea A < C < B. Por cuanto a, > A y A < C, 


añ 


entonces, conforme al teorema 2, existe un número V, tal, que para 
cualquier n > N, se verifica la desigualdad a, < €. Por cuanto 
b, — B y B > C, entonces, de acuerdo con el teorema 1, existe un 
número N, tal, quo para cualquier n > N, se verifica la desigualdad 
b, > C. Elijamos el número N = máx (N,. N,). En este caso para 
cualquier n > N se verificarán simultáneamente las desigualdades 
an < Cy C <br. De éstas de deduce que an < bn. lo que contra- 
dice las condiciones del teorema. Quiere decir que nuestra suposición 
no es cierta y el teorema 7 es válido. 

Observación. El teorema 7 no puede sor hecho más riguroso, 
es decir, de la desigualdad estricta 4, > bn para los términos de la 
sucesión, no se desprende obligatoriamente mna desigualdad estricta 


para los límites, por ejemplo, si a, = 7 ba = — g entonces 


An > b, para cualquier n, pero lím a, = lím b, = 0. 


na +o mn + 
Teorema 8. Si las sucesiones fan), {bn} y {cn} son tales, que 
an < bn S cn para todo n y que ap — 0, Cn —> a, entonces b, —> a. 
Demostración, Tomemos arbitrariamente e> Q0. Por cuanto 
An — a, existe un número W, tal, que para todo n > N, se verifica 
la desigualdad a — e <a, <a — £. Por cuanto cn —> a, existe un 
número N, tal. que para todo n > N, se verifica la desigualdad 
a—e<c,<a-+ e. Elijamos el número N = máx (Np Ne). 
Entonces para cualquier n > N se verificarán simultáneamente Jas 
desigualdades a — e < an <a +E, a—et<c, <a + e. Agre- 
guemos a estas desigualdades la desigualdad a, < b, < cn que se ve- 
rifica para cualquier n. Do acuerdo con la propiedad de transitividad 
de las desigualdades, para cualquier n > N será válida la desigualdad 
a— è< b, <a- e, la cual puede escribirse en la forma |b, — 
— a |< e. Así pues, para e > 0, arbitrariamente elegido, existe un 
número N tal, que para todo n >N se verifica la desigualdad 
lba — a | < e, lo que significa que lím b, = a. Èl teorema está 


n= o 


demostrado. 

Observación. Si a < b, S ĉn para cualquier n y si Cn —> a, 
entonces ba — a. 

Teorema 9. Si las sucesiones {an} y £b,) son tales, que lim an = A, 


meo 
y lím b, = B, entonces la sucesión {an — bn} es tal, que lim (an + bn) = 
n-o n +40 

= A -+ B, es decir, si an — A. ba —> B, entonces (an + bu) = 
=> (A + B) 

Demostración. Por cuanto lím an= A y lím b= B 

nato u too 

entonces para cualquier e, > Ô existe un número N, tal, que para 
todo n > N, se verifica la desigualdad A — £, < ün <A +, 
y existe un número N, tal, que para cualquier n > N, se verifica la 
desigualdad B—e,<b, < R -+ e, Elijamos el número N = 
= máx (N,, N,). Entonces, para 2, > O, elegido arbitrariamente, 
existe un número N tal, que para todo n > N se verifican simultánea- 
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mente las desigualdades A — €, < an <A+8¡y B — E, < bn < B + 
+ g, En virtud de las propiedades de las desigualdades, será lícita 
la desigualdad 
(4 + B) — 26,4 < (4, + bp) < (A + B) + 2e,. 

Elijamos arbitrariamente e >O y denotemos e, = e/2. Enton- 
cos, según se doduce de lo anterior, existe un número V tal, que para 
todo n > N se verifica la desigualdad (A + B) — e < (a, + by) < 
< (A + 8) | e, es decir, por definición de límite. tenemos lím 


n= +o 

(an + dp) — (A + B). p 

El teorema está demostrado. 

Teorema 10. Si an > A, ba — B. entonces (an — hn) > (A — B). 

La demostración de este teorema es igual a la del teorema 9 y 
por esta razón aquí se omite. 

Teorema 11. Si a, > A, b, — B, entonces (anb) > AB. 

Demostración. Por cuanto lím a, = A, entonces para cual- 


1-0 
quier número prefijado e, œQ existe un número N, tal, que para todo 
n œN, se verifica la dosigualdad 

lan ~A |< i (2) 
Por cuando Jím ba = B, para cualquier número prefijado e, > 0 

no 

existe un número W, tal, que para todo n>N, se verifica la desigual- 
dad 


10, — B |< ta 6) 
Veamos una desigualdad 
lânbn — AB | = | andn — taB + B — AB |< 
< la llon —BIHIBI anA]. (4) 
Ella es válida para todo n. Por cuanto existe, de acuerdo con el teo- 
rema, 3, un número positivo M tal, que | 4, | < M para cualquier 
n, entonces, al denotar d =|B | + 1 (d > 0), a partir de la desigual- 
dad (4) obtenemos la desigualdad 
landa —ABISM|dh—Bl+dja—Al, (5) 
que os válida pura cualquier n. Tomemos ahora al azar e >0 y 
designemos £; — 5 yti= > En este caso para el e, elegido existe 
un número N, tal, que para todo n > N, se verifica la desigualdad (2), 
y para el £, elegido existe un número /V, tal, que se verifica la desi- 
gualdad (3), cualquiera que sea z > N,. Elijamos el número N = 
= máx (W,, N,). Entonces para todo n > N se verifican simultánea- 
mente las desigualdades (2), (3) y (5). Sustituyendo en (5) las estima- 
ciones (2) y (3). Jlegamos a que para todo n > N se verifica la desi- 
gualdad 


| anba —AB|<e. (6) 


Así pues, para £ > 0, arbitrariamente elegido, se ha determinado 
un número N tal, que para todo n > N es válida la desigualdad (6), 
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es decir, por definición de límite, lím (2,b,) => AR = líma, X 
n= +0 1400 
X lím bn- El teorema está demostrado, ” 
n>+ 
Teorema 12. Si una sucesión fap} tiene por límite A 40, existe 
un número N tal, que para todo n > N se verifica la desigualdad 


A 
1an 1> HH. 


Demostración. Elijamos e = L&L, Por cuanto la sucesión {an} 


tiene límite, entonces, por definición de límite, para dicho e > 0 
existe un número NY tal, que para todo n > N se verifica la desigual- 
dad Ja —A p<, 

Por cuanto |a, — A |>|4]|—]42, |, resulta que para todo 
n>N es válida la desigualdad |4]—|a, |< La, de donde 


t< | a, |. El teorema está demostrado. 
Teorema 13. Si a, > A, bn > B, donde b, 2 Ú para todo n, y 


B #0, entonces z > F 


Demostración. Por cuanto lím a, = 4, oxiste para cualquier 
n= +00 
2, > 0 número N, tal, que para todo n > N, se verifica la desigual- 
dad 
la, —A |< e 1) 
Por cuanto lím b, = B, existe para cualquier s, >Q un número 
nto 
N, tal, que para todo n > N, se verifica la desigualdad 
lba —B |< ez. (8) 


Según el teorema 3, existe un número positivo W Lal, que para todo n 


tonenos 
lan 1<M. 9) 


Según el teorema 12, existe un número Ny tal, que para todo n > Na 
so vorifica la desigualdad 


B 
10,1 > L, a0) 

Para cualquier n se verifica la desigualdad 
20 Aj lanB—oaN] _ lanB—enbntanbn— Abul 
bn B 161 BI lòn] 181 ii 

< lan (B—bm)1-+ lbn (on ap] — len lón— BL, lanal 

= 

$ Toni 18] <- ina +: 0h 

Ahora, tomemos al azar £>Ú y denotemos e, EHL 


_ 1812 
— 4M 
que para todo n > N, se verifica ja designaldad (7), y para el es 


. Entonces para el e, elegido existe un número N, tal, 
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elegido existe nn número N, tal. que para todo n > Ny se verifica 
la desigualdad (8). Elijamos un número N = máx (Ny Na, N 
Entonces para lodo n >N se verifican simultáneamente las des 
gualdades (7), ($), (9). (10) y (11). Suslituyendo las estimaciones (7), 
(8), (9) y (10) en el segundo miembro de la desigualdad (11), obtene- 
mos que para todo n > N se verifica la desigualdad 


E [<e (12) 


Así pues, para e > U, arbitrariamente elegido, existe un número N 
Lal. que para todo 1 > N se verifica la desigualdad (12), y esto sig- 
nifica que el teorema 13 es válido. 

Teorema 14. Si a, — A, y b es un número positivo fijo distinto 
de la unidad, entonces bn —> bA, 

Demostración. Por cuanto 4, —> A, entonces para cualquier 
e, >0 existe un número N tal, que para Lodo n > N se verifica la 
desigualdad 

A aLam <A + (13) 


Sea b > 1. Como la función y = $* es creciente, de la desigualdad (13) 
se deduce que DÁ < ban < hått, es decir. para cualquier e, > 0 
existe un número A' tal, que para todo z > N se verifica la desigual- 
dad b4= < han < part, Tomemos un número positivo arbitrario 


existe un número N tal, que para todo n > N se verifica la designal- 
dad 


1 
e y designemos e, = log, (1 + 7) En este caso para el e, clegido 


JA gn a, 
Está claro que 


att y y 1 +5) atte. 


Hemos mostrado, pues. que para cualquier e positivo existe un 
número N Lal quo para todo n > N se verifica la desigualdad h+ — 
— e< bn < bA — e, es decir. lim bn = b^, 


mn +0 

Para el caso en que 0 < b< 1 la demostración del teorema se 
realiza de modo análogo. 

Teorema 15. Una sucesión creciente y acotada superiormente {un} 
tiene límite. 

Teorema 16. Una sucesión decreciente y acotada inferiormente 
fa.) tiene límite. 

Omitíremos aquí la demostración de estos teoremas. 

Ejemplos de la aplicación de los teoremas sobre Jos límites de 
las sucesiones numéricas. 


Hállese el límite de una sucesión (a,), si O 
Escribamos la fórmula para el término general en la forma 


(15) (17) 


n= sa Aplicando sucesivamente los Ieoremas 
(F) i) 
sobre los límites de un cociente, producto y de una suma, obtenemos 


lím an= lím 


mae tT mto 14 
lim (+4) dm (t4 


ll) led se 
A e a (e 


1 2 
a a E 
A e) h daitek) o, 
Ey PRO" 
: 


3 
3 


(im 44 día) (lim 1+ dim 


neto mo +00 nato  ne+o 


2 3 
2, Hállese el límite de la sucesión dp, si dr 
qn 4 Dg des 
(0,0 y agn?-+ ban + c, 4 0, cualquiera que sea n). 
Al dividir por x? el numerador y denominador en la expresión 
para d, y al aplicar los mismos teoremas que se han usado en el ejem- 
plo antecedente, obtenemos 


1 1 . 1 1 
atb ta r lm (ata +07 
lim d+ lím L ES el o 


1 1 1 
+00 + —. — + — — 
» tapiz li (ei 
b G 
K lim 24 dim Y 
a ER OO a 
lí a+ lí q li PRD 
no nepo nepo M 


3, Aclárese si tiene límite la suce: 

n 

ci 
Al estudiar el binomio de Newton hemos mostra 
de Ja desigualdad (14+ 2"<(14+ 5)" 
n n+1 A 
mostrado que la sucesión (a, es tal. que a, < 4, +1, cualquiera que 
sea n. De la condición a, < a,+, es fácil obtener que Gn, < fn, 
para cualesquiera ny < nz, es decir, la sucesión (a,] es creciente. 
Mostremos ahora que para todo n se verifica la desigualdad a, < 3, 

es decir, que la sucesión (a,) está acotada snperiormente. 


n {an} siendo @,= 


lo la validez 


es decir, hemos 
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En electo, 
0) 


+ tn (+ 
f rep Ae a. fn—(n—1)] (4)= 


En 


ni 
u n nt 4 n n-i n-2 1 


a a a a 
„ai Indl, A 
2 r 


cta. 


Según el teorema 15, una sucesión creciente y acotada superior- 
mente tiene límite. Este límite se denota acostumbradamente con 
la letra e. Poc consiguiente, 

y n 

lím (1+ 2) =e 

neto kd 

La definición del número e permite caleularlo con cualquier grado 
de exactitud. En el curso de análisis matemático se muestra que el 
número e es irracional. 

4. Acláreso si tiene límite la sucesión fan} que viene dada me- 
diante la relación recurrente a, = Viya= VIF am, cual- 
quiera que sea n > 2. a 

Aclatemos ante todo si está acotada o no la sucesión citada. Mos- 
tremos que 4, < 2. La demostración se realizará por el método de 


inducción matemática. 
a) Cuando n = 1, la desigualdad a, < 2 se verifica, puesto que 


a = VZ. 

b) Supongamos que la desigualdad se verifica para n = k. 
docir, a, < 2. 

c) Mostremos que de este hecho proviene la validez de la desi- 
gualdad para n=k-+1. Efectivamente, ay =V 2F a <V 2+2 = 
=2. Por consiguiente, la desigualdad a, <2 se verifica para 


«cualquier n. 
Mostremos que la sucesión {an} es creciente. Para ello será sufi- 
«ciente mostrar que €, < a+ es decir, demostrar la desigualdad 


An 


<V2; 
Esta designaldad es equivalente a la desigualdad dh<2-+ ps 
la cua] puede escribirse así: (2. + 1) (a, — 2) <0. Por cuanto 
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0<a,<2, la última desigualdad es obvia y, por tanto, se veri- 
fica la desigualdad a, < an+, que es equivalente a ella. Así pues, 
la sucesión {an} es creciente y acotada superiormente; quiere decir 
tiene un límite que se denotará con c. Mostremos que c=2. En 
efecto, haciendo uso de la relación recurrente a, =V 22 anq, tene- 


mos lim a= im V2Fans 
mba 
Apliquemos al orema (cuya demostración no so da aquí): si 


una sucesión {bn} es tal, que br>0, y tiene límite, entonces 
lím Vù = Y Tím 5,. Resulta que lím a,= lím VZFa@ = 


neto n+ nto nato 
=V im 2+ lím æ. Por cuanto lím ap= lím 0,.;, resulta 
nepo neo nato +00 


que es preciso buscar c partiendo de la condición c=V2+c. 
Elevando esta igualdad al cuadrado, obtenemos que e = 2. 

5, Supongamos que a > 1 y a es un número positivo irracional. 
Recordemos la definición de a%. Por cuanto cualquier número irra- 
cional es una fracción decimal infinita, entonces, al romper dicha 
fracción en cierto paso, obtenemos el valor aproximado del número 
citado por defecto, y al añadir a la última cifra la unidad, obtene- 
mos el valor aproximado del mismo número por exceso. Quiero decir, 
para aproximar el número œ, que es igual a p, 9,9% -< Mns + 

+ «+, Obtenemos dos sucesiones 


po+ ts Petr ea pHi oti 


ati n44 nti 
pHi pHi, pHi HARA, o ptit a 
Designemos con b, el término general de la primera sucesión y con Cp, 
el término general de la segunda sucesión. En este caso se hace claro 
que la sucesión (b,) es creciente y acotada superiormente (aunque 
sea por el número (p + 1)). y la sucesión c, es docreciente y acotada 
inferiormente (aunque sea por el número p). Veamos la sucesión abn, 
Por cuanto a > 1, entonces. de la condición bn < 6, +, se desprende 
que «bn < abn+, Como la sucesión {bn} es creciente, la última de- 
sigualdad significa que la sucesión fabn) es creciento. Además, 
an < aP+i, es decir, la sucesión abr está acolada superiormente. 
De acuerdo con el teorema 15, la sucesión abr tiene un límite que se 
denotará con A. De modo análogo se muestra que la sucesión an 
tiene un límite que se denotará con B. Demostremos que A = B. 

Analicemos la sucesión {a*n — adn} y mostremos que lím (an — 


n+ 
— a) = 0, En efecto, al aplicar los teoremas sobre los límites, 
tenemos 

lím e) | Li [aba (amb —1]= 


nooo 


(en—bn) 
= lím ah. Jím das lím ae — lím 1) = 
mado nepo nato mote 
=4(0-4)=0, 


31-0382 48t 


puesto que lim (c,—h,)= lím -y =0. Ahora, de la condición 


. noa 
de que lím (ata—ab»)=0 obtenemos lim a"— lím aèn=0, es 
nato mer +00 


ucesiones tienen un mi mo límite, el cual tiene 
por expresión el número a%. 

Cuando a > 1ya<0, o bien 0< a< 1 y a os un número cual- 
quiera irracional, los razonamientos son iguales. 

6. Sea dada una sucesión (a,). Podemos construir olra sucesión 


{Sn}; regiéndonos por la regla 
Se ade... 


Si > än Sy 4 + ay 
cl cs 


Se puede escribir formalmente la suma infinila 


A T NE EN 


que se denomina serie. La sucesión {Sp} leva ol nombre de sucesión 
de sumas parciales de la serie citada. Èn ciertos casos la sucesión (Sn) 
puede tener un límite finito S. Entonces se dice que la serie converge 
y el número $ recibe el nombre de suma de la serie. Demos a conocer 
algunos ejemplos. 

6.1. Sea dada una progresión geométrica (a, j con el primer tér- 
mino ay y con la razón g tal, que 0 < |g |< 1. Examinemos la serio 
a + ag~ ay +a H y tormemos la sucesión 
{Sn} de las sumas parciales de dicha serio. La fórmula para calcular S, 
con cualquier n es 


S,=4 


1-9 


Aplicando los teoremas sobre los límites y tomando en considera- 


ción que 0< |g} <1, tenemos: lim S,= lim [ i 


a+. " mtm 
lim q". Por cuanto lim q"=0 para 0<|g]<1, 
T nato 1-0 
rosulta que Jím st. es devir, por definición, la suma de la 


napo 
serie escrita se presentará por el número Tr Por consiguiente, 


Ja suma de una progresión geométrica para O< |g] <1 es igual 
al primer término dividido por la diferencia entre la unidad y la 
s, 
[prg 

6,2, Recurriendo a la definición de suma de una serie, se pue- 
de ofrecer otra definición del número irracional &. 

Supongamos que un número irracional positivo « es igual a p, 


sión, es decir, S= 


razón de la prog 
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Qda - >- qn - + - Entonces 


pooti A o pti tite ti 


es una sucesión de aproximaciones decimales del número æ por de- 
fecto, y 


1 > 1 
pti E, re, 


A o 


es una sucesión de aproximaciones decimales del número a por ex- 
ceso. Estas sucesiones tienen un mismo límite que se denomina nú- 
mero œ. Por eso, el número æ puede ser definido como la suma de la 
sorie 


PEE a E an 
TT DUO tte 
Observemos que si œ es una fracción periódica infinita 


a= P, 09a» - > 9 (PaPa + > + Pm), 
entonces œ también puedo definirse como suma de la serie 


art 


P P: Pm Pm: 
Hair tair le HT H 


6.3. Demostremos la regla por medio de la cual una fracción de- 
cimal periódica se transforma on una fracción ordinaria. Sea dado 
una fracción decimal periódica positiva, cuya parte entera os igual, 
para brevedad, a cero. En este caso dicha fracción decimal es igual 
a la ordinaria en la que el numerador es un número igual a la dife- 
rencia entro los números formados por las cifras que preceden al se- 
gundo período y las que preceden al primer período; ol denominador 
es un número en cuya representación la cifra 9 se repite Lantas veces 
cuntas cifras tiene el período, y luego, tras los nueve, el cero se repite 
tantas voces cuantas cifras se Lienen entre la coma y el primer período. 


Ejemplos. 
12731 1427 12604 3151 


143 í 
0344) 0 000 = 2050 > 


Demostración. Supongamos que la fracción œ tiene por expre- 


sión 


a=0, qdo - + - a (PaPa + - + Pm) 
Escribamos esta fracción en forma de la suma de Ja serie 


1 Ps y 
Al 


tekt.. Hemt. 
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Realicemos las transformaciones evidentes de esta serie 
a= qy (10 1q, 109, +... +0) + 
tow (10% py 4407294... + pm) + 
+ tr (10 py 072 py + Ed ++ 


1 
+ (107-7 p, +102 +... + Pm) H 
En esta serie los términos, a partir del segundo, forman una pro- 


gresión geométrica cuya razón es zp» Aplicando la fórmula para 


la suma de una progresión geométrica con la razón g tal, que 0 < 
<lIg1<1, obtenemos 


Egatga 


1 
+ Tora (100 py 1073 pa... + Pm) 
ii 1 


A= 


10m 


1 a 10m-1 ¡qm-2 isg m 
=g Ugh 0g. Hg e Ad 


OMA) UA aH gt. g) HOMA domt pat 0 HP) 
1% 0 1) a 


mAg A qa o. 41007 qu 440000 pap 10M? Pad hm 


EOLUS] 
Aati gt... Har Na IhPiPa -e Pm— Iha >> 9h 
10 (101) qe 999... 9 000 ..,0 
ta 


mycoas k voces 


y la regla de transformación queda demostrada. 


§ 3. Límite de una función 


Sea dada una función y = f (z). Un punto a (a es un número li- 
nito) se liama punto de espesamiento del campo de existencia do la 
función y = f (z), siempre que en cualquier intervalo, tan pequeño 
como se quiera, del eje Oz en el que está contenido el punto a exista 
por lo menos un punto del campo de existencia de dicha función que 
sea distinto de a. Observemos que el propio punto a puede no perte- 
necer al campo de definición: de la función. 

Ejemplos. 1. Para la función y = 2* cualquier punto del eje Ox 
es el punto de espesamiento de esta función, y todos los puntos de 
espesamiento pertenecen al campo de existencia de la función. 
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2. Para la función y = t cualquier punto del eje Ox es el punto de 


espesamiento de esta función. El punto z = 0 es también un punto 
de espesamiento, mas este punto no pertenece al campo de existen- 
cia de la función. 


3. Sea dada la función y= V log, senz; el campo de existencia 
de esta función es t, =>3+2ak, donde k es un número entero 


cualquiera. La función citada no tiene puntos de espesamiento. 

La definición de punto de espesamiento se da, a menudo, en otros 
términos. Para cualquier 6 > 0 el intervalo a—5<z<a+b 
del eje Oz se denomina entorno $ del punto a. 

Un punto a (a es un número finito) se denomina punto de espesa- 
miento del campo de existencia de la función y = f (z), si en todo en- 
torno ô del punto a está contenido por lo menos un valor de z, dìs- 
tinto de a, perteneciente al campo de existencia de la función. 

Si el punto a es un punto de espesamiento del campo de existencia 
de la función y = f (x), existe una infinidad de sucesiones > 
Zn Æ a, pertenecientes al campo de existencia de la función y = f (2), 
que tienen por límite el punto a. 

Ejemplos. 1. Sea dada la función y = 2* y supongamos que 
a = 1 es un punto de espesamiento del campo de existencia de la 
función dada. Las sucesiones de puntos (zp), tales, por ejemplo, 
como: 


TT m=i; teithi 


En 
n 


L=1+ Za T ete, 
son sucesiones de puntos pertenecientes al campo de existencia de 
dicha función, con la particularidad de que en cada caso lím z, = 1. 
noo 
2. Sea dada la función y = i y supongamos que el punto a = 0 


es un punto de espesamiento del campo de existencia de la función 
dada. Las sucesiones de puntos {£n} tales, por ejemplo, como 


4 1 
== 


4 1 
Tam in a> 


son sucesiones de puntos pertenecientes al campo de existencia de 
esta función, con la particularidad de que lim z, = 0. 


neto 

Mostremos que para cualquier función y = f (z) y para todo punto 

de espesamiento a del campo de existencia de dicha función se puede 

construir al menos una sucesión de punto {z„} del campo de exis- 
tencia tal, que se verifique z, + a y lím z, =0. 


n+ oo 
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Elijamos un número positivo ô, y tomemos el entorno del punto a 
que corresponde al número 6,. Escojamos dentro del entorno cual- 
guier punto z, = a del campo de existencia de la función mencionada. 

'omemos ahora un número positivo 6, tal, que sea 8, < 8, y ô, < 
< ]a— z |. En el entorno del punto a. correspondiente al nú 
mero ô, tomemos un punto cualquiera z, a del campo de exis- 
tencia de la función, etc. De resultas, obtendremos una sucesión 
de puntos: 

Tis Tas Zas oss Eny sse 


La sucesión de puntos positivos (6,) se elige de modo tal, que 
ella salisfaga, además de las condiciones ya citadas, una condición 
más: lím 5, = 0. Mostremos que lím z, = a. En efecto para cual- 

motos na +00 
quier e > 0 se puede encontrar un número N tal, que ôy < e. Em- 
pleándoso el método indicado de elegir ô, y x,, tenemos para cual- 
quier n > N que 6, < ôy, y | 2, — a | < Èn. Así pues, para s > 0, 
elegido al azar, podemos encontrar un Y tal, que para todo n >N 
se verifique |z, —a| < e, lo que precisamente significa que lím 2,= a. 


n+os 

De la construcción se ve que para cualquier función y = f (2) 

y para todo punto de espesamiento a del campo de existencia de di- 

cha función se pueden construir una infinidad de puntos del campo 
de existencia tales, que lím t, = a. 


neto 
Cabe notar que a toda sucesión de este tipo Ty, Zas «a. , Sny ++ 
«+ «le corresponde una sucesión f(z), / (£a), ..., f (En). --. 

Supongamos que el punto a es un punto de espesamiento del cam- 
po de existencia de la función y = f (z). El número A recibe el nombre 
de límite de esta función, cuando x tiende a a, siempre que para cual- 
quier sucesión de puntos del campo de existencia de la función (2,), 
Zn % a, que tiene por límite el número a, la sucesión (/ (z,)) tenga 
por límite el número A. En este caso se escribo lím f (2) = À. 


pay 

Como límite de una función puedo intervenir tanto un número 

finito A, como también (+00) ó (—00): lím f (z) = -+oo (lím f (2) = 
+a 


= —00), si para cualquier sucesión te) tal, que La >. tenemos 
f (2) = 400 (f (z4) + —00 
Ejemplos. 1. Demuéstrese que lím 27 = 2. 


z-i 
Con este fin mostremos que lím 2% = 2 para cualquier sucesión 


nepo 
de puntos del campo de existencia de la función (z,), £a 1 tal, 
que lim zx, = 1, es decir, que para cualquier sucesión de esta índole 
n= +00 
y para todo g > 0 existe un númoro N tal, que con cualquier n > N 
se verifican las desigualdades 2 — e < 2n < 2 + e. Observemos 
que la condición lím z, = 1 significa que para todo número e, >0 
nato 
existe un número N, tal, que con cualquier n > N, se verifican las 


desigualdades 1 — e, < Ta <1+ £ 
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Supongamos ahora que está dado un número positivo e. Elijamos 
un número 8, = log,(1 + 3) Está claro que e, >O. Tomemos 


ahora cualquier sucesión de puntos del campo de existencia de la 

función {£n}, zp +1. tal, que lím z, == 1. Entonces para esla suce- 
mn +0 

sión (z,) existe un número N, tal. quo con toda n > Ny, se verifi- 

can las desigualdades 1 — £, < 2, < 1 -}- ey, y, por tanto. las de- 

sigualdades 


metama (1) y (147)==2+8; 


ASA A e SS 
7 
ES (+E) qe tre 


4-e 


zpr 2. 


Así pues, para cualquier sucesión de puntos del campo de existencia 

de la [unción dada (x,). x, +1, tal que lim e, == 1 y para cual- 
nato 

quier e > 0 se ha encontrado un número X = N, tal. que se verifica 

la desigualdad | 2% — 2 | < e, cualquier que sea n >N, es decir, 

se ha mostrado que lím 2% = 2 para cualquior sucesión del campo de 


noto 
existencia de la función {£n}, £, Æ 1, tal, quo lím x, = 1. Por con- 
+00 


siguiente, lím 2% = 2, 
ni 


2. Domuéstrese que lím A +0. 
x0 171 


Supongamos que (x,). 0, es una sucesión cualquiera de 
puntos del campo de existencia de la función tal. que lím z, = 0. 


netoa 
Esto significa gue para todo número e, >Q existe un número N 
tal, que con cualquiern > N se vorifican las desigualdades 0 < 
< | Ta |< e. Elijamos arbitrariamente nn número positivo B y 


designemos e, = g. Entonces para cualquier sucesión {£n}, xp 4 0, 


tal, que lim z, = 0 existe tal número N que se verifican las desigual- 
n+o 


dades 0 < | £n I<, cualquiera que sea n >N, es decir, que se 
verifica la desigualdad 27 > B. 
n 
Así pues, para cualquier 3 > 0 tenemos un número N tal, que se 
verifica la desiguadad =>» cualquiera que sea n>N, es 
n 


decir, lím H para cualquier sucesión de puntos del campo 
nato |n 


de oxistencia de la función £x,), z, 40, tal que lím z,=0. Por 
n= ho 


consiguiente, lím E +o. 
zee lZ] 
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Diremos que (+00) es un punto de espesamiento para el campo de 
existencia de la función y = f (z), si para cualquier número grande 
Positivo B existe por lo menos un valor de x, perteneciente al campo 
de existencia de la función y = f (z), tal, quo sea z > B. 

Diremos que (—oo) es un punto de espesamiento para el campo de 
existencia de la función y = f (x), si para cualquier número nega- 
tivo B tal. que | B | es un número tan grande como se quiera, existe 
por lo menos un valor de z, perteneciente al campo de existencia de 
la función y = j (z), tal, que sea z < B. 

En los casos en que (--00) o (—oo) son puntos de espesamiento 
para el campo de existencia de la función y = f (z), resulta también 
fácil mostrar que se puede construir una sucesión de puntos {zn} 
del campo de existencia de la función y = f (x), la cual tendrá por 
límite (+00) ó (—co), respectivamente, y la definición de límite de 
la función y = f (x) puede extenderse a los casos de tales puntos de 
espesamiento. 


Ejemplo, Para la función y=i+t, tanlo (+00) como (— oo) 
son puntos de ospesamiento y lím (1 +4 =1= lím (0+4 A 


aeto q 0 

Para la búsqueda del límite resulta difícil emplear la definición 
aducida de límile de una función. Por eso, con mayor frecuencia se 
emplea otra definición de límite, que es equivalente a la dada, y que 
está basada en el Hamado lenguaje «e, ô». 

Supongamos que el punto a es un punto de espesamiento del cam- 
po de existencia de la función y = f (z), y a es un número entero. 
El número A se denomina límite de la función y = f (2), cuando x 
tiende hacia a, siempre que para cualquier e > 0 exista un ô > 0 tal, 
que para todo x del campo de existencia de esta función y tal que 
satisfaga la condición 0 < | x — a | < ô, se verifique la desigualdad 
If (x) — A |< e. En este caso se escribe lím f (z) = 


xa 
Sea (+00) un punto de espesamiento del campo de existencia de 
la función y = f (x). El número A se llama límite de la función y = 
= f (z) al tender z a (+00). si para cualquier e > 0 existe un nú- 
mero M > Ô tal, que con todo z del campo de existencia de la fun- 
ción y = f (z) y tal que satisface la condición M < zx se verifica la 
desigualdad | f (r) — A |< e. En este caso se escribe lím f (z) = 


zeto 
Sea (—oo) un punto de espesamiento del campo de existencia de 
la función y = f (z). El número A se llama límite de la función y = 
= f (7) al tender x a (—o0), si para cualquier e > 0 existe un nú- 
mero M < 0 tal, que con todo z del campo de existencia de la fun- 
ción y = f (x) y tal que satisface la condición z < M se verifica 
la desigualdad |f (1) — A | < e. En este caso se escribe lím f (1)= A. 


Er 


Análogamente, se pueden dar las definiciones: lím f (z) = —oo, 


p 
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lim /()= +oo, lím n Ý (2) = —oo, cte. A título de ejemplo aduz- 


camos una de tales definiciones. 

Sea a un punto de espesamiento del campo de existencia de la 
función y = f (z) y supongamos que a es un número finito. Diremos 
que la función y = f (z) tiene por límite (+00) cuando z tiende hacia a, 
si para cualquier número B > 0 existe un número ô> 0 tal, que 
con todo z del campo de existencia de la función y tal que satisface la 
condición 0 < |z — a | < ô se verifica la desigualdad f (z) > B. 
En este caso se escribe lím f (z) = +00. 

za 

Hallemos los límites de ciertas funciones, valiéndonos de la 
definición de límite en el lenguaje «e, ô». 

Ejemplos: 1. Sea dada una función y = 2" y supongamos que 
a = 1 es un punto de espesamiento del campo de existencia de esta 
función. Demuéstrese que lim 2=2, 


ps 
Tomemos un número positivo s arbirtario y elijamos un número 
8 > 0. Elijamos, por ejemplo, ô = logs (1 +3): está claro que 


5 > 0. Tomemos ahora cualquier z tal, que 0 < |x—1]< 56, es 
decir, cualquier x Æ 1 del intervalo 1 —8<zx<1+ 8. 
Es evidente que 


E 
A m22 iy (+4) =2+, 


> 29.99.90 (+F) = 


Estas desigualdades significan que |2*—2|<e. Así pues, para 
cualquier e >Q se ha encontrado tal ô >0, que [2% —2|< e 
para cualquier z del campo de existencia de la función. con la parti- 
cularidad de que 0 < |z — a |< ô. Por definición. esto significa 


precisamente que lím 2% = 2, 
z-i 


2. Está dada la función w= y el punto a=0 es un punto 
de espesamiento del campo de existencia de esla función. Demués- 
trese que lím += +œ. 

z-o 171 


z-i 

Tomemos arbitrariamente un número B > 0 y olijamos un número 
$>-0, por ejemplo, 6=%. Está claro que si se verifica 0< 
y 1 

<|r—0|=|2|<8, tendremos q > 7 


+8. Así puos, para cual 


B 
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quier B>0 se ha encontrado un número 8>0 tal, que >B 


con todo x del campo de existencia de la función en consideración 
y tal, que0 < | z—0 | < ô. Por definición, esto significa precisamente 


que lim -= + 00. 


x0 

Se han dado anteriormente dos diferentes definiciones de límite 
de una función: una en el lenguaje de sucesiones y la otra, en el len- 
guajo de “e, 5”. Estas definciones son equivalentes, es decir, si una 
función Liene límite en el sentido de la definición en el lenguaje de 
sucesiones. ella tiene el mismo límite en el sentido de la definición 
en el lenguaje “e, $”, y viceversa. 

Mostemos la equivalencia de dos definiciones de límite de una 
función en el caso cuando z = a es un punto finito de espesamiento y 
cuando la función tiene límite finito A 

1. Sea A ol límite de la función y = f (z) para z que tiende al 
punto a en el sentido de la definición on ol lenguaje “e, 8”. 

Tomemos arbitrariamente ¿> 0. Entonces, se encontrará tal 
número $ > (), que para cualquier z, que pertenece al campo de exis- 
tencia de la función y que satisface las desigualdades 0 < | z — a |< 
< ô, se verifique la desigualdad |f (z) — A |< e. 

Examinemos una sucesión (x,) que converge hacia a y es tal, 
que 2, Æ d, y £a porlenece al campo de existencia de la función 
y = f (2) para cualquier n. Entonces, pata el número indicado $ > 0, 
dependiente de e, existe un número Y tal, que con todo n > N se 
verifican las desigualdades 0 < | zx, — a | < ô. Por consiguiente, 
cualquiera que sea n > N, se verificará la desigualdad |f (zn — 
— A) |< e. Mas, por cuanto e > 0 se eligió arbitrariamente, esto 
significa precisamente que f (2,) > 4, es decir, para cualquier suce- 
sión {za} (del campo de existencia do la función y = f (2), conver- 
gente hacia a, la sucesión f (£n) converge hacia A: en cl lenguaje de 
sucesiones esto es la definición de límite de una función. 

2. Supongamos que lím f (z) = A en el sentido de la definición 


xa 

en el lenguaje de sucesiones. Mostremos que lím f (z) = A en el 
xa 

sentido de la definición en el lenguaje “e, 6". 

La demostración se realiza por reducción al absurdo. Supouga- 
mos que f (2,) > A para cualquier sucesión {za} de puntos del campo 
de existencia de una función tal, que zx, — a, con la particularidad 
de que z, + a. Supongamos que para f (zx) el número A no es el lí- 
mite, cuando z— a, en el sentido de la definición en el lenguaje 
“e, 8”, es decir, existe tal número positivo e, que para cualquier ô 
positivo se encontrará por lo menos un número x tal, que 0<|r— 
-2|<58, pero |/(—4l>8. 

Elijamos ahora una sucesión (8,) Lal, que 5,0. Por hipó- 
tesis, para cualquier 5, existe un número Zp tal, que 0< | 7, — 


—al<8,, pero |f(%,— A) |> e. Veamos una sucesión 
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Fy oa Ens + + + + Es obvio que 2, > a, pero f (£) no tiende a A, 
puesto que | f (z4) — A | > e para todos los n. 
Por consiguiente, se ha encontrado una sucesión {£n}, In £ @, 
del campo de existencia de la función y = f (z) tal, que lím 2, = 4, 
T nepo 
pero la sucesión {f (z,)) no tiende a A. Esto contradice la condición 
de que para cualquier sucesión de puntos del campo de existencia de 
la función (2), Zn Æ a, tal, que lím z, = a se verifica obligatoria- 
noto 
mente lím f (2,) = A, es decir, nuestra suposición no cs cierla, y es 
notes 
lícita la afirmación de que la convergencia en el lenguaje “e, 8” se 
predetermina por la convergencia en cl lenguaje de sucesiones. 
La equivalencia de dos definiciones de límite de una función 
está demostrada para el caso en que el punto de espesamiento a y 
lím f (z) son números finitos. En los demás casos la equivalencia se 
ae 


demuestra de modo análogo. 

Para los límites de las funciones son válidas las propiedades que 
son análogas a las de los límites de las sucesiones. Cabe notar que 
prácticamente no hay necesidad de demostrarlas, pues de la defi- 
nición de límite de una función con ayuda do las sucesiones se despren- 
de que todos los teoremas demostrados para las sucesiones quedan 
válidos también para las funciones. Enunciemos algunos de estos 
teoremas. 

Teorema 1. Supongamos que el punto a es un punto de espesamien- 
to de la parte común de los campos de existencia de las funciones y = 
= j (2) e y = g (x) y que existen ambos límites finitos lím f (z) = A, 


lím g (z) = B. Entonces las funciones y = f (2) + g (y =} (1) — 
da 


— g (2), y = f (2) g (z), y = w también lienen límites finitos que 
son igualesa A + B, A — B, AB, $ (B = 0 en el caso de un cociente), 
respectivamente. 

Teorema 2. Supongamos que el punto a (a es un número finito) es 
un punto de espesamiento del campo de ezistencia de la función y = f (a), 
y si lím f(z) = A, donde A> 0, entonces existe un $ del punto 


Aa 
a tal, que para todo z Æ a, perteneciente al campo de existencia y a 
dicho entorno, la función y = f (x) es positiva. 

La propiedad análoga es válida también, si A < 0. 

Teorema 3. Si el punto a (a es un número finilo) es un punto de 
espesamiento del campo de existencia de la función y = j (x) ysi lím f (z}= 


xa 
= A, donde A es un número finito, entonces existe tal entorno 6 del 
punto a que para todo z Æ a, perteneciente al campo de existencia y a 
dicho entorno, la función f (x) está acotada, es decir, existe tal número 
M >Q y tal $8 > 0 que para todo x del campo de existencia de la fun- 
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ción, tal, que 0< |x — a | < 8, se verifica la desigualdad ] f (2) | < 
<M. 

Teorema 4. Supongamos que a es un punto de espesamiento de la 
parte común de los campos de existencia de las funciones y = f (2), 
y = p (z), y = g (z), y que para todo zÆ a, perteneciente a cierto 
entorno 5 del punto a y a la parte común de los campos de existencia de 
las funciones mencionadas se verifican las desigualdades f (1) < p (4) < 
< g (e). Si lím f(x) = lím g (z) = A, entoncestambién lím p (£) = A. 

zsa za z~a 


Ejemplo. Demostremos, haciendo uso del teorema 4, que lím 


x-0 


sonz 56 snz 
r La función y= = 


es par y por esta razón analicémos- 
la en el intervalo (0, 1/2). Demostre- 
mos que en dicho intervalo tiene 
lugar la desigualdad doble 

mz cs, 


z 


vi 


cost < 


Tomemos el arco AM de la cir- 
cunferencia unidad que corresponde 
al ángulo, cuya medida radial es 
igual a z (fig. 185). En este caso 
[OA |=1, |MN ]=sen z, 
LON |= cos z. La semejanza de los 
triángulos OAT y ONM nos sugie- 


p AT MN 
ep re que | AT | = 15 S m = 
ig. 
= EL — tg r. Por cuanto el área, 


del triángulo ONM es inferior al ároa del sector OAM, y el área de 
dicho sector es inferior al área del triángulo OA7, tenemos la de- 
sigualdad doble 


4104 | MNI <$ 1041] AMi <4 1041-147] 


o bien 
senr<x<tgz. 


Dividamos por sen z esta desigualdad doble. Por cuanto sen z > 0, 
los signos de la desigualdad no varían y llegamos a que la desigualdad 
doble 
z 4 
I< r 

es válida. 

Por cuanto dentro del intervalo en consideración (0, $) tenemos 
z>Q, cosz>0, senz>0, tenemos las desigualdades equiva- 
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Tentes 
z 1 sen 


senz š z S 
i<iet Zu arta e >cos 1, 


y esto sirve de demostración de la desigualdad (1). 


Por ser pares las funciones y=c0sx e y mz la desigualdad 


«doble (1) so verificará también en el intervalo (— 0). En efec- 


to, si ze —Í 0), entonces O<(—=2)<F y la igualdad (1) 
tiene la forma 


cos (—2) < m za <1. 
Pero cos(—x)=c05z, EA Por consiguien- 


te, la desigualdad (1) se verifica también para z€ ( -5 0). Así 


pues, para cualquier z€ (— 0) U (o 3) tenemos cost < 
sen 


€ <1. Para poder emplear ahora el teorema 4, hace falta 
demostrar que lím cosx=1. Hagamos uso de la definición de lí- 


0 
mite de una función en el lenguaje “e, 6”, es decir, demostremos 
que para todo e>0 existe tal 6>0 que cuando O< |z] <ô, 
tendremos |l—cosz|<e. A título de ô tomemos la magnitud 


Ve, entonces | 1005 x |=1—cosz=2sen? 5- 


<2 (HH <e, lo que se trataba de demostrar. 
Así pues, la función y= 2 está encerrada, cuando ze( -50} U 


(0, $ +), entre 1 y cos z, y, por cuanto lím cosx=1, entonces, 


2-0 


de acuerdo con el teorema 4, obtenemos lim 22 = 14, 
0 

La definición de límite de una función y = f (z) estipula que en 
el punto a (punto de espesamiento del campo de existencia de la fun- 
ción) z puede aproximarse hacia a según una loy cualquiera. 

A veces es necesario analizar el límite de la función y = f (2) 
en las condiciones en que z (del campo de existencia de la función), 
al tender hacia a, queda siempre a la derecha del punto a. En este 
caso suele decirse T la función y = f (z) tiene límite por la derecha 


y se escribe lím, / (z) = Æ. donde lim / (2) es o bien un número 
p 


finito, o bien. +0), o bien (—o0). gaien se defino el lé 
mite por la izquierda: lím f(x) = 


x0-0 
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Ejemplos. 1. lím sigu z=1, lím signz=—1 (fig.186). 
2040 0-0 


t 4 1 3 
rA aa zg" +, Y E oo (fig. 187). 

3. La función y = a* tiene límite en cualquier punto a tanto por 
la derecha como por la izquierda, con la particularidad de que 
lim 2=lm P= e. 


aa+0 xa-0 


Fig. 196 Fig. 187 


Sean dadas la función y = f (x) y su gráfica. Si existen un punto 
M (zo $ (50) y una recta tal, que aunque sea en una de las condi- 
ciones: > a, x > a + 0, x> a— 0, > +0, z—> —00 la dis- 


1 
Iii 


Fig. 188 Fig. 189 


tancia entre los puntos de la gráfica y la recta, a partir del punto A, 
disminuye ilimitadamente, dicha recta leva el nombre de asíntota 
de la función y = f (2). 
Si se cumple al menos una de las condiciones: 
lím f(2)= +o, lím f(=+00, lím f()=+00, 
ao xa+0 x=0-0 
lím [()=—00, lím f()=—>o, lím f(=—o, 
za x-0+0 a-n-0 


la asíntota © « se denomina vertical, 


49% 


Ejemplos. 1. La función y = log, (z + 3) tiene la asíntota 


vertical z = —3, puesto que lím log, (£ — 3) = —o (fig. 188). 
x340 
2 | E 4 ioa ior 
2. La función Vera tiene la asíntota vertical y A; 
puesto que LL us +œ (fig. 189). 
E] 


Si se cumple al menos una de las condiciones lím f (z) = b, 


x>+oo 
f (2) = b, la asintota y = b so denomina horizontal. 


Fig. 190 Fig. 191 


Ejemplos. 1. La función y = 2 + 3* tieno la asintota horizontal 
y=2, puesto que lím (243%) =2 (fig. 190). 
2-0 


2. La función y=l tiene Ja asíntota horizontal y=0, puesto 


El 1 
ue lím —=0 y lím —=0. 
E No 


Si se cumple al menos ma de las condiciones: liw 1f (e) — 
— (kz +b) = 0 o lím [f (2) — (kz + b) = 0, la 
= ke + b se denomina oblicuo. 

Ejemplo. La función y = z + + — 1 tiene la asíntola oblicua 
y=2—1 (fig. 191). 

$ 4. Continuidad de una función 


Una función y = f (z) es continua en el punto ty, si 

1) xo es el punto de espesamiento del campo de 
función y = f (z); 

2) x, pertenece al campo de existencia de la función y = f (2); 

3) existe lím f (z); 


xxo 


ntota y = 


tencia de la 
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4) lim f(z) = f (ze) (es decir, lim f (2) = yo, donde y, = 
2x0 


Zaxo 
= f (zo)). 

Ejemplos. 1. La función y = 2» es continua, por ejemplo, en 
el punto qT, = 1. 

En efecto, z = 1 es un punto de espesamiento del campo de exis- 
tencia de la función; el punto xy = 1 pertenece al campo de exis- 
tencia de la función, quiere decir, y, = 2! = 2; existe lim 2% = 2 

mí 


y, por fin, lím 2=2= yy 
pen 
2, ra lunción y +5 log, z es continua, por cjemplo, en el punto 
Zo = 3, 
En efecto, £o = 3 cs un punto de espesamiento del campo de exis- 
tencia de la (unción; z, = 3 pertenece al campo de existencia de la 


función, quiere decir, ya = log, 3 = 4; existe lím log, z = 1; 
xi 


por lin, lim Jog, s =- 1 = yy 
xx) 


3, La función y= += no es continua en el punto 7,=2, puesto 


que se ha infringido, por ejemplo, la condición 2, es decir, el punto 
Ty = 2 no pertenece al campo de existencia de la función. 

4. La función y = sign z no es continua en el punto z, = 0, 
puesto que se ha infringido, por ejemplo, la condición 3, es decir, 
no existo lím sign z. 


2-0 

5. Es fácil comprobar que toda función clemental fundamental 
es continua en cualquier punto de su campo de existencia. 

Teniendo en cuenta las definiciones, equivalentes entre sí, de 
límite de una función en un punto (que se han aducido anterior- 
mente) demos a conocer dos definiciones más de continuidad de una 
función en un punto. 

Una función y = f (z) se llama continua en el punto xy, si para 
cualquier número g > 0 existe un número ô > 0 tal, que para todo £ 
del campo de existencia, que satisface la desigualdad | £ — Tọ | < 8, 
se verifica la desigualdad |f (2) — f (xp) | < e. 

Una función y = f(x) se llama continua en el punto xy, si para 
cualquier sucesión {zn} de valores del argumento del campo de exis- 
tencia, que converge hacia el punto zp, la sucesión correspondiente 
de valores de la función {f (x,)) converge hacia el valor f (zp). 

Haciendo uso de la segunda definición de continuidad de una 
función en un punto, mostremos, por ejomplo, que la función y = 
= 2 es continua, por ejemplo, en el punto tẹ = 1 (es decir, mostre- 
mos que para cualquier e > 0 existe un ô > Q Lal, que para todo z 
que sastisface la desigualdad | z — 4 | < ô, se verifica la desigual- 
dad |2* —21]< e). En efecto, para cualquier número s > Ô Llo- 
memos, por ejemplo, el número $ = loga(1 + 5) Entonces, para 
cualquier número z, que satisface la condición |z — 1 |< ô, es 
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decir, para cualquier z del intervalo (1 — 8): 1 + 8); se verificarán 
las desigualdades 


5 +5_ 01.909.914) _ ns 2 
rm E (14E) = 24e; 


E 


eS E 
=> ape =e 


Estas desigualdades significan que | 2* — 2! |< e para todo z 
tal, que | z — 1 | < 6, es decir, de acuerdo con la segunda definición 
de continuidad de una función en un punto, la función y = 2* es con- 
tinua en el punto xy = 1 

Haciendo uso de la tercera definición de continuidad de una fun- 
ción en un punto, mostremos, por ejemplo, quo la función y = [z] 
no es continua en el punto z = 2, es decir, indiquemos por lo menos 
una sucesión de valores del argumento (z,) tal, que lím z, = 2, 


¿ros 
mientras quo la sucesión correspondiente de valores de la función 
(lz,1) es tal, que lím  (x,] = [2]. Así es, por ejemplo, la sucesión 


no +o0 
de valores del argumento, cuyo término general 


2=2-2, En efecto, lim (2-4) =2, pero, lim [2-4 = 


=1, y, por consiguiente, lím ao =1342=[2), lo que se 
n 


+00 

trataba de demostrar. 
Teorema 1. Supongamos que las funciones y = f (x) e y = g (2) 
son continuas en el punto xy. Entonces, serán continuas también en el 
mismo punto las funciones y = f (1) + g (z), y = f (z) — g (2), y = 


= f (z) g (z), y = t (la última sorá continua a condición de que 
8 (£o) 0). 


Este teorema representa un corolario de los teoremas sobre el lí- 
mite de las funciones en un punto. 

Por ojemplo, de acuerdo con el teorema 1, la función y = sen z + 
+ a° es continua, digamos, en el punto x, = 1. En efecto, el punto 
Zo = 1 pertenece al campo de existencia tanto de la función y = 
= sen x como de la función y = 2?. Por cuanto cualquier función 
elemental fundamental es continua en cada punto de su campo de 
existencia, entonces las funciones y = sen z 0 y = a? son continuas 
en el punto x, = 1. Entonces, de acuerdo con el teorema 1, la fnn- 
ción y = sen z + a? será también continua en el punto zọ = 1. 

A la par con la continuidad (ya analizada) de una función en un 
punto se estudia también la así llamada continuidad unilateral de 
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una función eu un punto. Demos a conocer las definiciones correspon- 
dientes. 

Una función y = f (x) es continua por la derecha en el punto £o, 
siempre que: 

1) z, sea un punto de espesamiento del campo de existencia de la 
función y =- f (2); 

2) £a pertenezca al campo de existencia de la función y = f (2); 

3) exista el lím f (2), denotado f (z + 0); 

xx9+0 

4) Í (to + 0) = f (zo). 

De modo análogo se define la continuidad de una función en el 
punto z, por la izquierda. Está claro que si la función y = f (z) es 
continua en cl punto xp, será simultáneamente continua en dicho 
punto por la derecha y por la izquierda, y f (2, + 0) = f (£) = 
= f (zo — 0) 

Ejemplos. 1. Una función y = [z] es continua en el punto z, = 1 
por Ja derecha, puesto que lim [x] = 1 = H). 

2-140 

2. Una función y = sign z no os continua en el punto xy = O 
ni por la derecha ni por la izquierda. Efectivamente, aunque la 
función y gn x tiene en el punto z, = 0 tanto el límite por la 
derecha (lím sign x = 1) como el por la izquierda (lím sign z = 

x-0+0 20 

—1), ninguno de ellos coincide con el valor de la función y = 
= sign z on el punto xy = 0 (sign 0 = 0). 

3. Una función y = 2 es continua en cualquier punto z tanto 
por la derecha, como por la izquierda. 

Una función y = f (x) tiene en un punto zy una discontinuidad, 
si no se cumple aunque sea una de las condiciones 1... 4 de la 
definición de continuidad de una función en un punto zo. 

Ejemplo. La función y = sign z tiene en el punto zp = 0 una 
discontinuidad. En efecto, la igualdad Mm sign 1, = Ô no se veri- 


ai 
fica, puesto que no existe límite de la función y = sign x en el punto 
Za = 0 (aunque existen límites unilaterales, éstos no son iguales entre 
sí y ninguno de ellos es igual al valor de la función en el punto xy = 0). 

Supongamos que la función y = f (z) tiene en un punto tọ una 
discontinuidad. Por definición, el punto xy se denomina punto de dis- 
continuidad de primera especie, si en dicho punto la función y = f (2) 
tiene límite finito Lanto por la derecha. como por la izquierda. En 
todos los demás casos de discontinuidad el punto xy se denominará 
punto de discontinuidad de segunda especie. 

Ejemplos. 1. Para la función y = [zx] el punto xy = 1 es un 
punto de discontinuidad de primera especie. En efecto, la función 
y = [z] tiene en el punto zẹ = 1 una discontinuidad, puesto que la 
función y = Íz} no tiene límite en el punto xy = 1, pero tiene 


límite finito por la derecha ( Ia =t) y por la izquierda 
meih 


( lím {z]=0) 
x»1-0 
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e 1 A 
2. Para la función y = F el punto xy = 0 cs un punto de discon- 


tinuidad de segunda especie. En efecto. la función y = 1 tiene en el 


punto xy = 0 una discontinuidad, puesto que el punto 7, — 0 no 
pertenece al campo de existencia de la función. Además. la función 


y=2no tiene en el punto x¿=0 límite finito por la derecha 
( o 2 +00). 

3, Para la función yo=sen (+ el punto x¿=0 cs un punto 
de discontinuidad de segunda especie. Efectivamente, la función 
Y=sen (+) tiene en el punto zy=0 una discontinuidad, puesto 
que el punto x,=0 no pertenece al campo de existencia de la fun- 
ción. Además, Ja función y=sen (2) no tiene en el punto z= 
=0 límite por la derecha, ya que pueden indicarse dos sucesiones 


de valores del argumento a la dorocha, {za} y (x;) tales, que 
lím x,=0 y lím x,=0, pero las sucesiones correspondientes 


næ oo n= 
aa A yil 
de valores de la función (sen =} y {sen (5 )} son tales que 
lím sen (4) - lím sen (2). Tales, por ejemplo, serán una 
mo Ea neto ES 
1 


sucesión con término general r, = y una sucesión con tér- 
+21n 


wa 


mino general zp =h. 

Una [unción y = f (x) se llama continua en cierto intervalo (a. b), 
si es continua en cada punto de dicho intervalo. Con otras palabra 
una función y = / (£) es continua en el intervalo (1. b). siempre que: 

1) todo el intervalo pertenezca al campo de existencia de la fun- 
ción y = f (2); 

2) cualquier punto z, de dicho intervalo sea w punto de espe- 
samiento del campo de existencia de la función y = f (2); 

3) en todo punto z, del intervalo citado exista lím f (z). 


aane 

4) en todo punto xy del intervalo citado se verifique la igualdad 
lím f (2) = f (29). es decir. lim f (2) = yo. donde Yo == f (xo). 
xx 1x0 

Ejemplos. 1. La función y = cos z es continua en el intervalo 
(—co, +00), 

2. La función y = log, x es continua en el intervalo (0, +00). 

3. La función y= continua en el intervalo (1; +00); 
además es continua en el intervalo (—oo, 1), pero no lo es, por ejem- 
plo, ni en el intervalo (—co, +00). ni tampoco en el intervalo 
[1, +00), ni en el (0, +00). 
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$ 5. Derivada de una función 


Analicemos una función y = f (z). Supongamos que z es un punto 
de espesamiento de la función, perteneciente a su campo de existen- 
cia, y f (2), el valor de la función en este punto. Pasemos del valor s 
a otro valor dol argumento, x, + z, el cual también pertonece al 
campo de existencia. La diferencia x, — z (designémosla por Ar) 
se llama incremento del argumento en el punto z. El valor de la fun- 
ción, correspondiente al valor del argumento x, = z + Az, se de- 
signará por f (£ -} Az). 

La diforencia f (1 + Ax) — f (x) se denomina incremento de la 
función en el punto x, correspondiente al incremento del argumento 
Ax en este punto y se designa por Ay o bien por Af (z): 

Ay = bf (2) = f (x + Az) — f (2). 

Sogún sea el tipo de función, su incremento Ay puede ser nulo, 
un número positivo o negativo. El incremento del argumento Az 
también puedo ser positivo o negativo, pero Az + 0. 

Ejemplos. 1. Hállense los incrementos de la función y = |z | 
en los puntos x -= 0,1 = 1 y z = —1, considerando que | Az | < 41. 

a) Si z = 0, tenemos 


Ay=10+Az|—[01=|âz|= 
b) Si z = 1, tenemos 
åy = |1 4 Ar|- l1 |= 1 + Ar 1 [I Ar, si |Ar|<1. 
e) Si z = —1, tenemos 
åy = |—1 + Az |— |1| =1— Ar 
lårį<1. 


2. Hállense los incrementos de la función y = sen z en los puntos 


Az, si Az>0, 
—Ax, si Az<0, 


—Ar, si 


z=0, z= z= -5 y en un punto arbitrario z, 
a) Si z = 0, leuemos Ay = sen (0 + Az) — sen 0 = sen Az. 


b) Si z=%, tenemos 


Ay=sen (5 +47) —sen 7 =2s0u > cos (+F A 


a 


c) Si r= ——, tenemos 


Ay=sen (+42) —son (5) -250n cos ( +2). 
d) Si z es un punto cualquiera, tenemos 
Ay = sen (z + Az)— sen z = 2sen Ecos (z +7) 
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3. Hállense los inerementos de la (unción y = VZ en los puntos 
z= 0, z = 1 y en un punto cualquiera z € (0, +00). 

a) Si z = 0, entonces el incremento Az > 0 (en virtud del campo 
de existencia de la función y = Vz), por lo cual 


Ay=/0+F51-V0=V Az. 


b} Si z = 1, entonces 


Vir yi= Vit- VIFA Az 
Apay eens O VEFET 


donde | Az]< 1. 
c) Si z es un punto cualquiera (£ > 0), entonces 


y yia MAR VW ARE VD 
Ay=Vz1+FM:—V2 E cr 
se 
Faya’ 


dondo | âz |< z. 

Supongamos que la función y = f (x) está definida en cierto en- 
torno del punto z. Demos al argumento z un incremento Ax (en este 
caso se presupone que el punto z + Az pertenece al campo de exi- 
stencia de la función). Entonces la función recibirá un incremento 
Ay = f (z + Az) — f (2). 

Se denomina derivada de la función y = f (x) en el punto z el li- 
mite de la razón del incremento de esta función al incremento del 
argumento en el mismo punto, cuando el incremento del argumento 
tiende a cero, si el límite mencionado existe y es finito. 

La derivada de la función y = f (x) en un punto z se denota con y” 


x . (se lec “derivada de y respecto a 


(se lee ”y prima”) o bien 


x), o bien me, El proceso de búsqueda de la derivada de una función 


recibe el nombre de diferenciación. 
Así pues, por definición: 


e e By {į (z+A1)—i (2) 

= ím L= lim AAA, 

ar 350 BE 

es decir, 
"la lim LENTO 
re Assa Az 


De la definición se deduce que la derivada de una función y = 
= f (x) en el punto z es un número que depende del valor conside- 
rado de z, y no depende de Az. Además, la derivada de la función 
y = f (æ) puede existir no en todos los puntos del campo de existen- 


cia de esta función. Veamos el eonjunto M de todos los puntos del 
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campo de existencia de la función y = f (x) en los cuales dicha función 
tiene derivada. Al calcular la derivada de la función y = f (x) en 
cualquier punto x € Af, llegamos a que a todo número z € M se le 
pone en correspondencia un número f’ (x). Con otras palabras, me- 
diante la correspondencia citada se define la función, denotada por 
y' = f' (2), cuyo campo de definición es el conjunto M. 

Hallemos las derivadas de ciertas funciones elementales. 

1. Supongamos que en el intervalo (a; b) la función y = A a 
tiene valor constante c, es decir, y = c en (a: b). Entonces y' 

= (e) =0 para cualquier z de (a; b) 

En efecto, ata, todo z de (a; b) tenemos: Ay =c — e =0, por 


consiguiente, ¿2=0, de donde y'= lim ALS tm 0=0. 
Az ax=0 Í7 4x0 


2. Sea y = x, entonces y' = 1 para cualquier z. 
En efecto, para todo x tenemos Ay = (z — Az) — < = Az, y 
lím $= lím E= límt=1. 
Ax ax=0 % xo 
3. Sea y ~ x” (n es un número natural fijo), entonces y' = ng™-} 
para cualquier z. 
En efecto. para Lodo x tenemos. de acuerdo con la. fórmula para 
el binomio de Newton (véase el cap. TI): 


Ay = (e + dar — a” = nerd HEAT q (Aa)? 


7... + (A, 
de donde 
Marta [29 aa 
+Az LA | 


y, por tanto, y'= lím Lona, es decir (1") =nz"?, 
0 


4. Sea y — sen z, entonces y' = cos x para cualquier x. En efecto, 
para todo z teuemos 


Ay = sen (1+Ax)— —sen z= 2 sen 3 cos (z+ +). 
y, por tanto, 


y'= lím 2% = lim 


azao ÔF areo) AE 


Demostre- 


z-i 


mos ahora que lím cos (24-32) =cos z, es decir, demostremos 
arao 


que para todo £>0 existe un >O tal, que 


Ar 
cos (+5) 
cosa | <e, si ES <ô. Para demostrar la afirmación tomemos 


=e y obtenemos la siguiente cadena de desigualdades: 


[eos (2 +5) —cosz | = | 2sen (22) sen = 


<|E|<s 


por consiguente, (sen z)’ = cos T. 
5. Sea y = cos z, entonces y' = —sen r para cualquier z. En 
efecto. para todo x tenemos 


Ay =cos (z4- Az) — cos z= —2 sen $% sen {z +5) 
En este caso 
Ay sE dz 
y = lim T= g! 1)sen (243) |, 


y, por cuanto lím =1 y lím sen (+4) =sen z 
Ax-0 E 


Ax-0 


(la demostración es la misma que en el ejemplo anterior), entonces 
y =—sen z, os decir. (cos z) = —son z. 

Si es preciso hallar la derivada de una función y = f (x) en cierto 
punto fijo £ = zp. entonces, por regla general. se halla primera- 
mente la derivada de dicha función en cualquier punto z, donde la 
derivada existe, es decir, se halla y' = f’ (x), y luego, se sustituye, 
en lugar de z arbitrario, £ = z7. La derivada en el punto fijo x, se 
designa por 


Papa Y (o), LED, o bien F lamao Y bean e 


z=x* 
Ejemplo. Hállese la derivada de la función y = sen ren los puntos 

z E 
n= Ran =>. 
Por cuanto y'=c0s x, tenemos 


Y (E) =c0s (2) 4, y (1)=00s1=-—1, y (— 


La resolución de los ejemplos en que se hallan las derivadas se 
simplifica considerablemente, si se emplean las reglas de diferen- 
ciación, las cuales se desprenden de los teoremas de límites. Veamos 
algunos de ellos. 


503 


En lo que sigue se supone que el argumento z varía en la parte 
común de los campos de existencia de Tas funciones que participan 
en Jas siguientes afirmaciones. 

1. Si en un punto z existen derivadas finitas de la función y = v (2) 
y de la función y’ = u (z), entonces en el punto z la derivada de la suma 
de estas funciones existe y es igual a la suma de las derivadas de las 
funciones citadas, es decir, {v (z) + u (1) = v' (1) + w’ (2). 

Efectivamente, demos a z un incremento Az. En este caso las 
funciones y = v (z) e y = u (z) recibirán incrementos iguales a 
Av (z) y Au (x) respectivamente, mientras que la función y = 
= v (z) + u (z) adquirirá un incremento Ay = If (2) + Av (2) + 
+ (u (2) + Au (2))] — (o (2) + u (2)) = Av (z) + Au (2). Por cuan- 
to 


Ay _ Avís) , dutx) 
ET E 


entonces 
P dy sn boa) y dul , 
y= lim i= lim (42 455) ="M+v (2), 


puesto que el límite de cada sumando existe y es finito. 

Ejemplo. (2* -+ sen z) = (2%) + (sen z) = 2z + cos z. 

2. Si en un punto z existen derivadas finitas de las funciones y = 
= v (x) e y = u (z), entonces en el punto z la derivada de la diferencia 
entre dichas funciones existe y es igual a la diferencia entre las derivadas 
de las funciones citadas. es decir, (v (z) — u (2)' = v' (2) — u' (2). 

La demostración de la afirmación 2 es análoga a la de la afirma- 
ción antecedente, razón por la cual se omite en esta obra. 

Ejemplo. (x* — cos z)' = (2) — (cos 2) = 40? + sen z. 

Haciendo uso de las fórmulas para la derivada en un punto de la 
suma y de la diferencia de dos sumandos, es fácil obtener la fórmula 
para hallar la derivada en un punto de la suma algebraica de cual- 
quier número de sumandos. Escribamos, por ejemplo, esta fórmula 
para la suma algebraica de cinco sumandos: 


A ptg i Sw Hep HK o. 
Ejemplo. {z + z°— 25 + sen z — cos 2) = 1 + da — 8 + 
+ cos z + sen z. 
3. Si en un punto z existen derivadas finitas de las funciones y = 


= v (z) e y = u (2), entonces en dicho punto existe también la derivada 
de la función y = v (x) u (z), con la particularidad de que 


y = (0 (2) u (2) = v (2) u (2) + v (x) w (2) 


Efectivamente, demos a z un incremento Az. Entonces las fun- 
ciones y = v (zx) e y = u (z) reciben sus incrementos respectivos y en 
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este caso 
Ay = (v (2) + Av (2) (u (2) + Au (2) — e (x) u (1) = 
= v (2) Au (2) + u (2) Av (2) + do ES Au (2). 


¿tr 4 O Aufa). 


Aplicando los teoremas sobre el límite de una suma y del pro- 
ducto, tenemos 


y= lim E= lim (20 u (2)) + lim (2 a) 


Az->0 Azet 


Av (2) = . Avia) 2 Bula) 
A RÓS E 
Avíz) ys 
+ in a Am (Au (2)). 


Ay zE Au La 


Teniendo presente que l dim =e —=/v (2), a =u' (2), 


lím Au (z) = 0, E y E (2) u ty = a i u (z) + 


-E o (z) u' (2), lo que se trataba de demostrar. 

En particular, si y = v (x) =c (c es una constante), entonces: 
(cu (2) = c'u (z) + cu' (z) = cu' (z), es decir, el factor constante 
puede sacarse del signo de la dect ada: y" — (cu (2))' = cu” (2). 

Ejemplo. y = 57 + 72° — 

y = 5P +T 4) = 5 Pa +7 (87 — (4y = 15r + 14r. 


Empleando la fórmula de la derivada en un punto para dos fac- 
tores, resulta fácil obtener la fórmula para el caso del producto de 
varios factores. 

4. Si en un punto x existen derivadas finitas de las funciones y = 
= v (x) e y = u (z), y si la junción y = u (z) es distinta de cero en 
este punto, entonces en el mismo punlo existe también la derivada 
de la función y == A 2, con la particularidad de que y' = ( E ) = 

== uu" COON 

u? (2) 

En efecto, comuniquemos a x un incremento Ax. Entonces las 

funciones y = v (z) e y = u (x) recibirán incrementos y en este caso 


v(z)+Av(z) _ viz) _ u (z) Av(z)—v(2) du (x) 


tae) 2) u (z) (u (e) F Au (2) 


, 


sn sa 


va —_—Á 
Y '= lim = n-a COTEI 
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Aplicando los teoremas sobre los límites de un cociente y de un pro- 
«ducto y teniendo presente la continuidad de la función y = u (z) en el 


punto z, tenemos que y'= 


Ejemplos. 1. 


v=(92)=(M2)= 


— Cos? risen? r 1 
ES cost r 
2. y = elg t. 
tas 
y =icigzy = (S 
sen? z — cos? EENE.. 
son? r — enr 


y = tgr. 


v’ {z) u ()—u' (z) v (2) 
užga) a 


(sen z) cos 2—(cos x)' sonz _ 


costz 


= r> es decir, (tg2)' = 


, es decir, {ctg z) = — 


aa 
Tsz 


cosz j= (cos z)” scn z—(sen z') 0035 
PR sent En 


1 
sentz 


Empleando las fórmulas para las derivadas de las funciones elemen- 
tales fundamentales y las reglas de diferenciación, se puede hallar 
la derivada de cualquier función que representa la superposición 
de las funciones elementales fundamentales. He aquí la tabla 31 
de las dorivadas para las funciones clementales fundamentales: 


Tabla 31 
TO OS nar varo 
y=c (c es una conf y’ =0) y=lnr 
stante) 
y=xz y=smz 
=r y=cosz 
y=x" (n es un nů y=1gz 
mero natural) 
y=3" (n es un nú: y=clgx 
mero natural) 
y=" (a>0 y=arcsea z 
yaso y=arccos 7 
(>09) 
y=0* (u > 0, y ==" lna y=arcig z 
att) 
y= y=arcetg z 
y= loge z Pd 
j ” = Toa 


u>, a1) 
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Ejercicios 


Escríbanse los primeros diez términos de una sucesión si su término general 
so da mediante la fórmula (1 ... 6): 


1 
1. an=sen 37 + donde 2 —. 


2, ap=sen >, donde == —., 
n — Z pann 
2 
EE E PA N 
za a 
Lan 


2 
capullo alejo pa 


y 
Escríbase la fórmula del término general de una sucesión, para la cual vienen 
dadas sus primeros ocho términos (7... 12): 


13. Una sucesión fc,) está dada mediante la fórmula del término general 
En = 10n? + 4. Hálloso cat- 

14. ¿Será el número (21) un término de la sucesión {bn} dada mediante 
la fórmula del término general 5, = n? — 10n? Hállese su número, si la res- 


puesta es afirmativa, 
Aclárese si es monótona una sucesión dada mediante la siguente fórmula 


dol término general (15... 23): 


15. an=n? +n 16. a. 

17. an=cosn. 18. an= y n Fn—n. 
24 (1. P ¿e 

1 E Ms 


21. an — 2n? = 2n. 11020. 
23. an=} RF} 
Acláreso sie stá acotada una sucesión dada por la siguiente fórmula del 

término general 24 ... 29): 


2%. an 


>. nt 
25. an=. 


Dése un ejemplo de sucesión {30 . . . 35): 
30. Acotada superiormente, pero no acotada inferiormento. 
31. Acotada inferiormente, pero no acotada superiormente. 
32. No acotada superiormente ni inferiormente. 

33. Acotada, poro sin límite. 

34. Que no sea creciente. 

35. Que no sea decreciente. 

36. ¿Existe uu intervalo numérico del tipo (a, 5], al cual pertenezcan todos 
los términos de la sucesión {a„} dada por la fórmula del término general a, = 

5+4n 

"TER 

a Hálloso ol quinto término de una progresión aritmética {cp}, si 1 = 
=- = 1,0 

38, Hállese la suma de los primeros 30 términos de la progresión aritméti- 
ca {an}, si a = yd=3. 

39. Se conocen dos términos de la progresión aritmética tnli dr AS y 
bı = 10,9. ¿Cuál es el número de términos de la progresión, cada uno de los 
cuales es inferior a 20? 

40. ¿Es el número 35 un término de la progresión aritmética —47, —44, 
—41, ... .? Hállese su número en el caso de la respuesta afirmativa. 

21. Demuéstrese que si a, b y e son tres términos sucesivos de una progre- 
sión aritmética, entonces a? 4- She = (2b — e) 

42. Hállese el decimoquinto término de una progresión geomótrica {an}, 
si a, = —0,001 y q = 10. 

43. Se conocen el octavo término y la razón de una progresión geométrica 
s = 2,56 y q = 2. Nálese la suma de los primeros dieciséis términos de 
la” progresión. 

"44. Se conocen dos términos de una progresión geométrica (bp): ò; = 0,1 y 
ba = 2,5. ¿Será esta progresión una suceción monótona? 

45. Se conocen el primer término y la razón de una progresión geomé! 


?. Indíquese tal intervalo, si la respuesta es afirmativa. 


(ar) 01 = —81 y d = i. ¿Ps esta progresión una sucesión monótona? 
46. Demuéstreso que el producto de los primeros z términos de una pro- 
nine N 
grosión geométrica es iguala «Pg , donde a, es el primer término de la pro- 
gresión y q, su razón. K . 
47. Domuéstrese que si ab, b?, c? son términos sucesivos de una progresión 
aritmética, entonces b, ¢ y (2b — a) son términos sucesivos de una progresión 
geométrica. 
48. Las sucesiones {an}, {bn} y (en) son tales, que, 
aj=1, 07110. la +14; 
bi=5, dad +4 
11=5, n= — 3e, 
tas sucesiones es: 1) una progresión aritmética; 2) una progre- 


sión geomébric: be e g i 
40. Hállese la suma de una progresión geométrica infinita, si su primer 


término es a, = Y 7 y la razón q = +. 


2 


Demuéstreso, valiéndose de la definición de límite, las siguientes igual- 
dades (50. 
50. lim t mts 
dera EE ts mFS 4 
y PET. IA] 
e. a ppan ae n FI 
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56. lim 20-04 55 lim atio 
nepo (mMi—4) n=+00 n 
Calcúlese (56...76): 
a A 1—2n a Šn—4 n—3 
je 57. ” 
a "aa 
E in (_3n 
. . 59. 1 
s e iee Ae (E $ 
im 2V icnn h Va- pe 
ot pa eag A A, 
62, ia [EL 63, io (Ie 
dala) Se (Gr) 
6% lm CI es lim (RYO 
nex (141) (n+2) A | 0075) E 
Ptn lím náz 
ee Pos a: oda 
68. lím 62 


r. Mi Z 
A cos (+5). 
6 


70. lím tgz. 7t. lím (sen 5zcos z—sen z cos 5r). 
z=- mi 
z 


72, lím E 13, lím Va+Í 


xl x-0 
j até PET 
AE pa rel) 
ê 


76. ha (sen 3z ctg áz). 
ze 
Hállese la derivada de la siguiente función (77 ,. . 90): 
77. y=tg z+agll—e). 78 y=2sen (F-E) cos (2240. 


70. ya=cosdrseníár 5). 80. E 
2. y=l0ga(2r*—3r+1)- 
pared 

Inz 

enz 


S1. p= logy V Zi. 
$3. y = logo os 7. 


$, ym(2— a)i. 86, y= 


8i. y= ed tgz. 


89. pres i 90, y= (V Dd) e, 


CAPÍTULO 


X 


SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


En el capítulo 111 ya se han examinado los sistemas de ecuaciones 
algebraicas con varias variables. En el presente capítulo se analiza 
la teoría general de los sistemas de ecuaciones lineales con varias 
variablos, 

Hemos de rotar que una ecuación algebraica P (e, y, .. n 0= 
= 0 (vénse el cap. 311) se llama lineal si P (2, y... 1) es mn poli- 
nomio de grado uo superior al primero y entero respecto de las varia- 
bles z, Y... t 


$ 1. Matrices 


Se denomina matriz de dimensiones m ^ n el conjunto de ma 
números dispuestos en forma de una tabla rectangular compuesta 
por m filas y n columnas. 

Por ejemplo, la tabla rectangular de números 


u 


es la matriz de dimensiones 2 X 3; la tabla rectangular de números 
04 
—2 34 
07 
es la matriz de dimensiones 3 X 2. 
La matriz de dimensiones 1 X z, es decir, compuesta de una 


fila. recibe el nombre de matriz fila. Por ejemplo. la matriz (1 3 4 5) 


es una matriz fila. 
La matriz de dimensiones m x 1, es decir, compuesta de una 
columna, recibe el nombre de matriz columna. Por ejemplo, la ma- 


2 
triz 1) es una matriz columna 
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La matriz de dimensiones z X n se llama matriz cuadrada y el 
número z se denomina orden de la matriz. Por ejemplo, la matriz 


123 
073 
45 5 


es una matriz cuadrada de tercer orden. 

La matriz cuadrada de orden 1 es simplemente un número. 

Los números que componen una matriz llevan el nombre de ele- 
mentos de la matriz. 

Para la notación de una matriz en la forma general Jos elementos 
de la matriz se designan con letras que vienen acompañadas de dos 
indices, por ejemplo, a;;; en este caso el primer índice indica el nú- 
mero de la fila, y el segundo, el número de la columna. en las cuales 
se encuentra dicho elemento. 

Por ejemplo, la matriz de dimensiones 3 > 4 se escribe on la forma 
general del modo siguiente: 


O Ri Gi Ay 
Ga în ün yl, i 

ly Uy lg ly 
La matriz, cuyos elementos están representados. por ejemplo, 
mediante los números b;; se designa, a menudo. con una letra mayús- 
cula B, y para inscribir este hecho so utiliza el signo de igualdad. 


Por ejemplo, la matriz con elementos a;; se designa por la letra A 
y se escribe este hecho así: 


f Gu ly üg ly 
A= a ün laz la 
Os As, lg Qy’ 


Sea dada una matriz C de dimensiones m x n: 


Pi Tis Cig »-.- Cin 


Los índices ¿ y j se denominan admisibles para la matriz de di- 
mensiones m X n, si el índice de las filas ¿ es cualquiera de los nú- 
meros 1, 2, ..., m, y el índice de la columna j es cualquiera de los 
números 1, 2, ..., n. 7 
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Muy a menudo los elementos de Ja matriz columna y de la matriz 
fila se denotan con un solo índice. Por ejemplo, 


Ti 
x-(=) F=(fifafsfd). 


Ts 


Las matrices A y B, cada una de las cuales es de dimensiones 
m X n, se llaman iguales, si son iguales sus elementos correspon- 
dientes, es decir, si a, = b;j para cualesquiera índices admisibles ¿ 
y j. En estos casos se escribe A = B. Por ejemplo, 


5 2 

e 914 = 
Gin y vi 
04 2 10 
tq] 


Para cualesquiera matrices los siguos de comparación >, >, 
< ó ostán privados de sentido; para las matrices de dimensiones 
diferentes no tiene sentido, además, el signo de igualdad. 

Se llama suma de las matrices A y B, cada una de las cuales es 
de dimonsiones m X n, la matriz C de las mismas dimensiones m X n, 
en la cual cada elemento es igual a la suma de los elementos corres- 
pondientes de las matrices Á y B, es decir, C = A + B, si cij = 
= aiy + by, para cualesquiera índices admisibles i y j, Por ejemplo, 


2 3 1-2 34 
1 1/2j+j0 3/2 =(-: 21. 
0 4 4-1 13 


Para las matrices A y B con diferentes dimensiones la operación 
de adición está privada de sentido. 

Es fácil ver que para cualesquiera matrices A, B, C, cada una 
de las cuales es de dimensiones m X n, son válidas las siguientes afit- 
maciones: 

a) la adición de las matrices es conmutativa: A + B = B +A; 

b) la adición de las matrices es asociativa: A + (B + C) = (4 + 
+ B) + C. 

De estas afirmaciones se deduce que en cualquier suma de un 
número finito de matrices, cada una de las cnales es de dimensiones 
m X n, los sumandos pueden escribirse en cualquier orden y los 
paréntesis, que indican el orden en que ha de realizarse la adición 
pueden ponerse arbitrariamente. Por ejemplo, 


lA + (0+B1+4D=(4+ 0) + B1+D=44+B+ 
+C+D, 
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Una matriz de dimensiones m X n, cada elemento de la cual 
es igual a cero: 


000... 0 
000... 0 
0=f000 ol. 
000... 0 


recibe el nombre de matriz nula de dimensiones {m + n). Esta ma- 
triz posee la propiedad de que para cada matriz A de dimensiones 
m X n se verifican las igualdades A+ 0 = 0 + A = A. 


000 
Por ejemplo, la matrziz o=(o 0 a) es una matriz nula de di- 


00 
mensiones 2X3; la matriz (5 o) es una matriz nula: cua- 


drada de segundo orden, 

Entre todas las matrices, cada una de las cuales cs de dimen- 
siones m X n, existe la única matriz nula. Las matrices nulas de 
diferentes dimensiones suelen designarse con un mismo símbolo 0, 
lo que no conduce a ambigiiedades, pues del contenido está claro qué 
dimensiones tiene la matriz nula en el caso que se analiza. 

Sea dada una matriz A de dimensiones m X n. La matriz (—4) 
de las mismas dimensiones, cada elemento de la cual es elemento de 
la matriz A tomado con signo opuesto, posee la propiedad de que 
A + (4) = (—4) + 4 =0. La matriz (—A) se lama matriz 
opuesta de la matriz A. Por 


=i 


ps la ma- 


$ 
ejemplo, la matriz (2) es opuesta de la matriz ( 
=5 6 411. (5 6-1 
triz es opuesta de la matriz a 


0 1-2 0-1 2 

Se puede mostrar que para cualquier matriz A existe la única 
matriz opuesta, es decir, para la matriz 4 oxiste una sola matriz 
(4) tal, que A + (-4) =(-4)+4=0. 

La adición de las matrices cuenta con una operación inversa, que 
es la sustracción. Esto quiere decir que para cualesquiera dos matri- 
ces A y B, cada una de las cuales es de dimensionos m. X n, existe 
la única matriz C de las mismas dimensiones y tal, que A + C = B. 
La matriz C se lama diferencia de las matrices A y B y se designa 
por A — B. Por ejemplo, 


404 2% ý -1t 
357) 1-61 -1/79 487 
Se denomina producto de la matriz A de dimensiones m X n por 
cierto número œ la matriz C de las mismas dimensiones m X n. 
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cuyos elementos se obtienen de los elementos correspondientes «le 
la matriz A multiplicándolos por dicho número %, es decir, € = gA, 
si cij = aa;; para cualesquiera índices admisibles ¿ y j. Por ejomplo, 


(90990 
12, 2347 0, 07" 

De la definición de multiplicación de una matriz por un número 
se desprende que para cualesquiera matrices A y B, cada una de las 
cuales es de dimensiones m X n, y cualesquiera números œ y f se 
verifican las igualdades: 

a) (a + p) A = aA + PA: 


c) a (A + B) = ad + aB. 
Observemos que la matriz (—A). opuesta de A es igual a (—t) A, 
es decir, (—4) = (1) A. 
Sea dada la matriz fila F de dimensiones 4 X r, es decir, 
F = lid... Í,), 
y la matriz columna X de dimensiones r X 1, es decir, 


Tr 
Se denomina producto de la matriz fila F de dimensiones 1 X r 
por la matriz columna X de dimensiones r % 1 a una matriz, denotada 
por FX, de dimensiones 1 % 4. es decir a un número, el cual es igual 
a la suma de productos de los elementos correspondientes de dichas 
matrices, es decir. por definición, 


FX = hn + fata + fata + + data + $ 
o bien 


ON 2 E A 


Tp 


—4 
Ejemplos, 4. (1 »( ¿Jo 0422m; 
53 


2 
3 

2 ($4013) Fi = 
—1 


2 OA — 1. Con ayuda del pro- 
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ducto de una matriz fila de dimensiones f < r por una matriz co- 
lumna de dimensiones r X 1 se determina el producto de la matriz 
de dimensiones m X r y de la matriz B de dimensiones r x n, es 
decir, el producto de tales matrices que el primer factor. o sea la 
matriz A, tiene tantas columnas cuantas filas Liene el segundo factor, 
o sea, la matriz B. 

Por definición, se denomina producto de la matriz A de dimensiones 
m X r por la matriz B de dimensiones r X n una matriz C de dimen- 
sión m + n, denotada con AB, en la que el elemento c,; es igual al 
producto de la i-ésima fila del primer factor, o sea de la matriz A, 
por la j-ésima columna del segundo factor, o sea de la matriz B, 
es decir, C = AB, siempre que cij = anbi; + aiba +... + 
+ Giren F Girbry para cualesquiera indices i y j de la matriz C. 

Ejemplos. 


01 
1. (82 —1) ( o)=eorzi=risis2o-in=a 2). 
tt 


01 0-3+1-(—3) -3 

2. ( o)( 2) (tatoo) s). 
4 peo 1-34 1-(—3) 0 

130 

giai 200) 
No 0414 


3.144-144-0 3-341.244-0 3-04-1-044-4 3-04 
oia 2-34+0-245-0 2:.040-045-1 2:04 


+1:044,1 El 144 
Soo 2 65 E) 


Así pues, la operación de multiplicación de dos matrices reclan- 
gulares es realizable solamente en el caso en que el número de colum- 
nas en el primor factor es igua) al número de filas en el segundo factor; 
en los demás casos el producto de Jas matrices no se determina. En 
particular, si las matrices A y B son matrices cuadradas de un mismo 
orden, la multiplicación de las matrices es siempre realizable, cual- 
quiera que sea el orden en que siguen los factores. 

Señalemos, no obstante, que incluso en este caso particular 


10 01 
no siempre AB=BA, Por ejemplo, sea az, ol s-h A en- 
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tonces 
B 10 (o 1 ros 1-14+0-1 o 1 
ds (4 o) 0 J= 1-0+0-0 A 0 48 
B (o aq/1.0 0-141.4 0.041-0 ( 0 
A= G 9)- 0-1414 E 1 o) 
es decir, AB Æ BA. 

Así pues, la multiplicación de las matrices no es conmutativa, 
os decir, en el caso general, AB 4 BA. Por eso, al multiplicar ma- 
trices, hay que aten estrictamente, para evitar errores, al orden 
prefijado en que siguen Jos factores. 


Si AB = BA. entonces las matrices A y B rociben el nombre de 
conmutables. 


Por ejemplo, 1 ices A ( E y 8=( ; 
s = 
or ejemplo, las matrices 2 o y 2 a 
a. 


—6 =1 —6 
o: = a 
son conmutables, puesto que as-( 6 m! za-( 6 Z) 
es decir, AB = BA. 

La operación de multiplicación de matrices es asociativa y tam- 
bién distributiva respecto de la adición, es decir, para cualesquiera 
matrices rectangulares A, B, C, para las cuales tienen sentido los 
productos correspondientes, se verifican las igualdades: 

a) (AB) C — A (BC); 

b) (A + B)C = AC + BC, C (A + B) = CA + CB. 

La demostración de estas igualdades se omite. 

La operación de multiplicación de las matrices se extiende de un 
modo correspondiente al caso de varios factores. Por definición de 
producto de matrices, nna matriz A puede multiplicarse por sí 
misma sólo en el caso cuando ella es cuadrada. 

Sean dados una matriz cuadrada A de orden n y un número natu- 
ral p>1. La matriz AA ... A se llama p-ésima potencia de la 


—— 


p veces 
matriz A y se designa A”, es decir, para p > 1 tenemos, por defi- 
nición, A? = AA ... A. 

— 


v 


[A 
Además, por def ¿Ai 


Ejemplo. Hállese el cubo de la matriz A = 


e 
sal A 
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DE po ma 
-9 
A 


De la propiedad asociativa de la multiplicación de matrices se des- 
prende que APA? = 49%, donde p y g son números naturales arbi- 
trariamente elegidos. 

Soñalemos que para cualquier matriz A de dimensiones m X r 
el producto de la matriz A por la matriz nula O de dimensiones r X n 
es una matriz nula de dimensionos m X n, y el producto de la matriz 
nula Ô de dimensiones t X m por la matriz A de dimensiones m X r 
es una matriz nula O de dimensiones 1 X r. Por ejemplo, 


(0013-05 


31 0000 0000 

24 (o o o oj=(0 000) 

1 2 0000 
os decir, en aquellos casos cuando el producto de las matrices tien 
sentido, para cualquier matriz A se verifican las igualdades AQ = 0 
y OA = 0. En particular, para toda matriz cuadrada A de orden n 
y para una matriz nula cuadrada 0 de orden n tenemos 40 = 04 = 0. 

Se sabe que el producto de dos números es igual a cero, si, y sólo 

si, por lo menos uno de Jos factores es igual a cero. A diferencia de 
los números, el producto de dos matrices puede ser igual a cero in- 
cluso cuando cada uno de los factores no sea una matriz nula, es 
decir, existen las matrices A 40 y B 0 tales, que AB = 0. 


r a 10 0.0 0.0 
Por ejemplo, las matrices A= (6 Jl a) y =(; ¡> 


Flo oJ sn tales, que el producto AB es una matriz nula, En 


pe ( 0 ps 0 pesos 1040: (0 0, 
aeto ABN o) 1 ,)= 0-0+0-4 aai o o)= i 


Observemos que la operación de división de malrices no so ana- 


s A e B . i 
liza, es decir, el simbolo q Mo existe para las matrices. 


La matriz cuadrada de orden z 


pp90.. o. 
1.0..00 
E-jo ot o o, 

000 1o 


cuyos elementos a,; = 1 para todos los iè = 1, 2. ..., n, y los demás 
elementos son nulos. posee la siguiente propiedad: ZA = A para 
cualquier matriz A de dimensiones n X m, y SE = A para toda 
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matriz A de dimensiones m X n. En particular, AE = EA = A 
para cada malriz cuadrada A de orden n; FE = F para cada matriz 
fila F de dimensiones 1 X n; EX = X para cada matriz columna X 
de dimensiones n x 1. La matriz E en un producto de matrices de- 
sempeña el mismo papel que el número 1 en un producto de números, 
razón por la cual la matriz E suele llamarse matriz unidad de orden n. 

Se denomina transposición de una matriz A el proceso en que las 
filas y las columnas se cambian de papel conservando sus números. 
De este modo. las filas de la matriz dada A serán en la misma succ- 
sión columnas de la matriz transpuesta que se denota con AT, y 
las columnas de la matriz A serán en la misma sucesión las filas de 
la matriz transpuesla AT, 


1-1 
143 
Ejemplo. Si=( |, entonces AT=| 4 5]. 
-1 56 3 6 


Está claro que en cl proceso de transposición la matriz A de 
dimensiones m x n se convierte en la matriz AT de dimensiones 
n x m. Si A es una matriz cuadrada de dimensiones n, la matriz 
transpuesta AT también es una matriz cuadrada de orden n. Obser- 
vemos que la matriz unidad no varía en el proceso de transposición. 
Se comprucba fácilmente que la transposición de las matrices posee 
las siguientes propiedades: 

a) (AT)! = A; 

b) (A + B)! = AT + BT. (A — B} = AT — BT; 

c) (0.4)T == AAT (), es un número); 

d) (48)T = BT AT. 


§ 2. Determinantes 


Sea dada una matriz cuadrada de segundo orden 


r [o a a 


la la 

Se Mama determinante de segundo orden, correspondiente a la 
matriz (1), nn número 4,43 — Gyt- Dicho determinante se denota 
con el símbolo 
ly an 8) 
T la 
o con una letra A, o bien con el símbolo | A |. De este modo, por de- 
finición 


a, Us 
[Al=8=|," | ate zst 65) 
Ga ln 
Por ejemplo. 
2 4 o 
A A A 
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Los elementos de la matriz (1) suelen denominarse elementos del 
determinante (2), las filas y columnas de la matriz (1). filas y colum- 
nas del determinante (2). 

Examinemos las propiedades más simples de los determinantes 
de segundo orden. 

1. El determinante de la matriz cuadrada (1) es igual al determi- 
nante de su matriz transpuesta. Efectivamente, sea 


Gu ly 
Cu la 


üu lay 
fi Ca 


» AT š 


Por cuanto A = ayar, — anaa, Y ÀT = apaa — Gran, entonces 


La sustitución del determinante de la matriz (1) por el determi- 
nante de la matriz transpuesta se denomina transposición del deter- 
minante (2). Por eso la propiedad 1 puede enunciarse así: el deter- 
minante (2) no varía en el proceso de su transposición. 

Observación. Puesto que de acuerdo con la propiedad 1, todas 
las filas del determinante se pueden sustituir, sin cambiar su valor, 
por las columnas correspondientes; entonces. si está demostrada la 
validez de una afirmación para las columnas del determinante, queda 
demostrada de este modo la validez de la misma afirmación tam- 
bién para las filas. Teniendo presente estos razonamientos, las pro- 
piedades de los determinantes que se analizan más abajo se estable- 
cerán sólo para las columnas del determinante. 

2. Al permutar las columnas (filas). el determinante cambia de 
signo. 


au aig 


En efecto, sea A = . En este caso 


A a, 
y sea A= 
la la T a, 
A = ayl — lya 


Ay = Gata — aah = — (tle — asta), es docir. A, = —A. 


3. Si todos los elementos de al menos una columna (Gila) de un 
determinante son nulas, el determinante es igual a cero. 


0 
En efecto, si A= “1, entonces A=0+»49—0-a1,=0. 


Si A/= q o 


secuentemente, A,=0, 
4. El determinante que tiene dos columnas (filas) iguales es nulo, 


» entonces, según la propiedad 2, A,=—AÁ, y, con- 


è aa an r 
En efecto, si A = , entonces A=4,0) —a7,0,,=0. Si 
la la 
Giz ly 
A= , entonces A¿=0130j2 47221, = D. 
da laz 
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5. Si todos los elementos de cierta columna (fila) de un deter- 
minante los multiplicamos por un mismo número «a, entonces el 
determinante resultará multiplicado por este número. 


Qu lg ly lp 
Gz arz Gu de 
Entonces, A4 = ay (243) — ly (24,9) = 4 (01109, 09101) = 04, 

La propiedad 5 se enuncia a veces del modo siguiente: si todos los 


elementos de cierta columna (fila) de un determinante contienen un 
factor común æ, éste puede ser sacado del signo del determinante. 


ii. ly 


En efecto, sea, por ejemplo, A = y Ay= . 


y 041 


Así por ejeraplo, según lo demostrado, | 
£ > [ay Qan ün üs 

La propiedad 5expresa la regla de multiplicación deun determinante 
por cierto número. 

6. El determinante on el que los elementos de dos columnas (tilas) 
son respectivamente proporcionales es igual a cero. 
Gn ly 
la lay 
Ag =Payy. Entonces, en virtud de las propiedades 5 y 4 del deter- 
minante, tenemos 


Efectivamente, sea a| y sea, por ejemplo, ay = $t; 


Pas ag plo: asg 
Pase an Gn ûn 


7. Si cada elemento de alguna columna (fila) de un determinante 
es la suma de dos sumandos, el determinante será igual a la suma 
de dos determinantes, en uno de los cuales los elementos de la co- 
lumna (fila) correspondiente serán los primeros sumandos, y en el 
otro, los segundos sumandos, mientras que los demás elementos de 
estos dos determinantes serán los mismos que tiene el determinante 
dado. 


=0, 


an -b110, 
En efecto, supongamos, por ejemplo, que A= t Fön Gs , 
s an+ Dos Gay 
an ly 1 la 
= b Ay Entonces A = (a b, - 
da ta us (a + bis) ayz 
— (ên + ba) 012 = (00032 — anaya) + (bitas — bryg) = 


= A, + Ay. La propiedad 7 expresa la regla de adición de deter- 
Ininantes. 

8. Un determinante no varía, si a los elementos de alguna colum- 
na (fila) se les adicionan los elementos correspondientes de otra co- 
lumna (fila) multiplicados por un mismo número. 


En efecto, supongamos, por ejemplo, que 


âu a 


fa Si 


Ly 01 ag 


A= 
antaas o 
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Mostremos que A = A,. En virtud de las propiedades 7 y 6 de los 
determinantes tenemos 


A Gu A)| |2 li AA 
Ia Un Alr Az 
Sea dada una matriz de tercer orden 
üs i Mg 
A=| ün 0 en) (4) 
(e an an 


Se denomina determinante de tercer orden, correspondicte a la matriz® 
un número 


Ue le ür Ca As Uy 
la — au üy; al? (5) 
la la la Sy lg % 
Este determinante se denota con el símbolo 
Mí O ly 
An Uy dz (6) 


Gs ly Uy 
o con una letra A, o bien con el simbolo | A |. De este modo, por 
definición, 


Uy Uy ta 


[as la Pa fi Ra ig 
Al=A May lg Aa =0, — â; ñ 
141 i Ffa fin E 44 laş; 293 zi laz 233 3s laze an 
a y Loy 

Por ejemplo, 

2 4-1 

10 4 —A 4 — 
0. 1  0|=2 | o| |+2 | 
2-3 4 -3 1 -3 1 1 0 


=2(140)-0(4—3)+2(041)=4. 


Los elementos de la matriz (4) llevan el nombre de elementos del 
determinante (6), las filas y columnas de la matriz (4) se laman filas 
y columnas del determinante (6). 

Para estudiar las propiedades del determinante de tercer orden 
introduzcamos algunos conceptos nuevos. 

Se denomina menor de cualquier elemento del determinante de 
tercer orden (6) un determinante de segundo orden, correspondiente 
a una matriz obtenida de la matriz dada (4) suprimieudo una colum- 
na o una fila, on las cuales está contenido el elemento tomado. El 
menor de un elemento a;; suele designarse con M;;. Por ejemplo, el 
menor de un elemento ay, se designa con My. el elemento a31, con Mar, 
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etc. De este modo, por definición, 


üz Cy iz Cy 
. gp 
azz la ün üy 
Zis loz 
My= è 
az a33 
lay ti (ân azs 
My= , My= 
las 2 (azi Aga 
[Lar Ag an ly 
My= » May=|, > 
(azi Car les lez 


Se denomina complemento algebraico de cualquier elemento 2; 
«Jol determinante de tercer orden (4) el menor de dicho elemento 
Mi; multiplicado por (—1)'+. El complemento algebraico del cle- 
mento a; se denota con la letra mayúscula de la misma denomina- 
«ción provista de los mismos dos índices que tiene el elemento dado. 

Por ejemplo. el complemento algebraico del elemento a), se denota 
«con A ay. el del elemento ayy, Aaz. etc. De este modo, por definición, 


Ay=(— 1) 4 My (— 1) 14 do z i 
Ay (PU Ma que ia E f 
T T al, 


Teorema 1. El determinante (6) es igual a la suma de los productos 
de los elementos de cualquier columna (fila) suya por los complementos 
«algebraicos que les corresponden, es decir. 


A = andn + tada F ado A = AA + ra F si 
Ase Garbo Å = ddr + aA + aga 

(8) 
A = adya ci ass T aAa Â = lg asAas + aad aa 


A = ddis 
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Demostremos, por ejemplo. la cuarta ecuación de (8). Con este 
fin transformemos el segundo miembro de esta igualdad: 


andu aA tagd g= 


a, lay Q 
=a (— 1) ta la dt 0" 
Us lg % ly 
la 
a, =i] 
+A y a da 


=44 (ozzy pe Ay¿%29) —4yg (2203 prn 231039) + aig (CETAN s lyn) aa 
= 0110 goll33— ll sgglog — 430 gallos H Oyola + Ugly — 
— Untag = ly (02299 — Gao) — Gng (21.493 — 239019) + 
Gr li lig Gg 
“las das 


da a 
A a E 


pa as . 
Uy Uy an lay 


Al comparar la expresión obienida con la expresión (5) del deter- 
minante A, concluimos que AA + 0134 413417 = A. De modo 
análogo se establece la validez de las demás iaa (8). 

La notación del determinante (6) de conformidad con cualquiera 
de las fórmulas aducidas (8) lleva el nombre de desarrollo de dicho 
determinante por los elementos de la columna o fila correspondien- 
tos. Estos desarrollos resultan ser cómodos al calcular los determi- 
nantes de tercer orden. 

Por ejemplo, al desarrollar el determinante 


23 1 
=11 0 —2 
44 2 


por los elementos de la segunda fila, obtenemos 


A=1 apa]? 1 0 pone]? 1 2 pe]? 3]_ 
=1(-1) 1 l+ ay atea nl i= 


=—(6-1)+2(2—12)=-—92, 


Para los determinantes de tercer orden quedan válidas las propie- 
dades 1... 8, examinadas para los determinantes de segundo 
orden. La demostración de dichas propiedades se deduce inmediata- 
mente del teorema 1 sobre el desarrollo del determinante de tercer 
orden por los elementos de la fila (columna) y de las propiedades co- 
rrespondientes de los determinantes de segundo orden. Así por ejem- 
plo, la propiedad 1. consistente en que el determinante no varía, 
si sus filas se sustituyen por las columnas, puede demostrarse del 
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modo siguiente. Sea 


Uy Uy ly an la y 
A=|%a Um an|, S? =| a le Gaj, 
an Gss ly Gig Cg 05 


Desarrollando el delerminante AT por los elementos de la pri- 
mera fila. tenemos 


Uy lay 


â, 
[as ass 


Teniendo presente que el determinante de segundo orden no varia, 
al sustituir las filas por las columnas, obtendremos 


z aig 
Uy üy 


ün ün an Uy 


G33 Oy 
Comparando la expresión obtenida con la (5) para el determinante A, 
3. 


concluimos que AT 
De modo análogo 
8. 


—lg ss 


AT =y 
ün üy 


' establece la validez de las propiedades 


Las propiedades 1 ... 8 de los determinantes en combinación 
con el teorema 1 sobre el desarrollo del determinante por los ele- 
mentos de las filas y de las columnas permiten, a menudo, facilitar 
el cálculo del determinante de tercer orden. 

Ejemplo. Calcúlese el determinante 


5 20 45 
a=l2 4 8| 
147 


De acuerdo con la propiedad 5 de los determinantes de tercer 
orden, al sacar del signo del determinante el factor común 5 de la 
primera fila y el factor común 4 de la segunda columna, obtenemos 


e, 

A=5.4|2 1 8 

d 17 
Ahora. sumemos a los elementos de la segunda columna los elementos 
de la primera, multiplicados por (4), y a los elementos de la tercera 
columna, los elementos de la primera columna, multiplicados por 


(3). En virtud de la propiedad 7, el determinante no varía y será 
igual a 


1 00 
A=20.2 —1 2j, 
1 04 
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Al desarrollar el determinante obtenido por los elementos de la pri- 
mera fila, tenemos 


2 
4 =20(-4-0)= 

Valiéndonos de los determinantes de tercer orden, podemos a una 
malriz cuadrada de cuarto orden ponerle en correspondencia un nú- 
mero que será determinante de cuarto orden. Luego. introducir los 
determinantes de quinto orden, con ayuda de los determinantos de 
cuarto orden, etc. De este modo, para introducir los determinantes 
de n-ésimo orden se debe disponer de los determinantes de orden 
(n — 1). Tal manera de introducir los determinantes se denomina 
introducción de los determinantes por inducción. Veamos cómo se 
introducen los determinantes de n-ésimo orden por inducción se- 
gún n. 

Supongamos que n = 1; como determinante de la matriz cuadrada 
de orden 1 (es decir, del número a,,) se considera el propio número ay. 
Convengamos en considerar que los determinantes de las matrices 
cuadradas de orden (n — 1) ya están introducidos y que está demos- 
trada la validez de sus propiedades principales (las propiedades de 
tipo 1 ... 8, demostradas anteriormente para los determinantes 
de orden 2). Examinemos una matriz cuadrada de n-ésimo orden 


A=20.1-(—41)+1. 


Uy lg Oya... Gin 
Gay Un lg +. Cin 
A=] an as as .. aan o 


Gin Ün gn »».- Gna 


Al suprimir en esta matriz la ¿-ésima fila y la j-ésima columna, de- 
jando intacto el orden de los elementos. obtendremos una matriz 
cuadrada de orden (n — 1): 


fau âi << H, jot t, jt ... Gyn il 
la üz aja aq Agn 
Cas Us Us ja a, pa Uan 
Qissa Gissa Giss, jas Gti, jrr Cin 

lan Gn 2. mga Omg see Gnn 


El determinante de esta matriz se designa con M; y lleva el nombre 
de menor del elemento a;; de Ja matriz (9). 
Se denomina determinante de la matriz (9) un número 


AM, — nMan + GM — O ¡My + (PM n 
(10) 
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El determinante de la matriz (9) se denota con el símbolo 


(1) 


Gni Gns Gns -e Gnn 


o con una letra A, o bien con el símbolo | A |. De este modo, por de- 
finición, 
y lo... Cn 


|A]=4= ün la - 


Ora Anz +++ Can 
HD an Moa. (2) 


Los elementos de la matriz (9) se llaman elementos del determinante 
(11); las filas y columnas de la matriz (9) se Jlaman filas y columnas 
del determinante (11). Los menores del elemento a;; de la matriz (9) 
llevan el nombre de menores del elemento a;; del determinante (11). 
Señalemos que los determinantes de segundo orden, introducidos 
según la fórmula (3) y según la fórmula (10). serán iguales. El deter- 
minante que se obtiene a partir del determinante (11) sustituyendo 
en éste las filas por las columnas y las columnas por las filas recibo 
el nombre de determinante transpuesto con el determinante A y se de- 
signa por AT, mientras que la sustitución del determinante A por 
el determinante AT se denomina transposición del determinante A. 

Se llama complemento algebraico de cualquier elemento a;; del 
determinante de n-ésimo orden (11) al menor y de dicho elemento 
multiplicado por (—1)'+*, El complemento algebraico de un ele- 
mento a;; se denota con la letra mayúscula de la misma denominación 
y con los mismos dos subíndices que tiene el elemento dado, es decir, 
por definición. A; = (A) HR M; j. 

Teorema 2. El determinante de n-ésimo orden (11) es igual a la 
suma de los productos de los elementos de cualquiera de sus columnas 
(filas) por el complemento algebraico que les corresponde, es decir, 


A=ajAyj + aj ojo o». + aj Ap; para todoj=1,2...., n, 


A = aida + linde +... + Cin Ain para todoi=1,2,..., m 


La demostración del teorema 2 se omite. 

Con ayuda del teorema 2 sobre el desarrollo del determinante de 
n-ésimo orden por los elementos de una columna (fila) y de las propie- 
dades 1... 8 para los determinantes de (n — 1)-ésimo orden se de- 
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muestran las propiedades 1 ... 8 de los determinantes de n-ésimo: 
orden. 

Sin detenernos en la demostración, demos a conocer estas propie- 
dades: 

1. Al transponer un determinante, el valor de éste no varía, es 
decir, A = AT. 

2. Cuando se permutan dos columnas (dos fílas), el delerminante 
cambia de signo. 

3. Si todos los elementos de al menos una columna (fila) de un 
determinante son nulos, el último es igual a cero. 

4. Un determinante que Liene dos columnas (filas) ignales es igual 
a cero. 

5. Si todos los elementos de una columna (fila) cualquiera de un 
determinante se multiplican por un mismo número a, el determi- 
nante quedará multiplicado por este número (es decir. el factor co- 
mún de los elementos de una columna (fila) puede sacarse del signo: 
del determinante). 

6. Un determinante en el que los elementos de dos columnas (filas) 
son respectivamente proporcionales, es igual a cero. 

7. Si cada elemento de una columna (fila) cualquiera de un deter- 
minante es la suma de dos sumandos, entonces el determinante es 
igual a la suma de dos determinantes, en uno de los cuales los ele- 
mentos de la columna (fila) correspondiente son los primeros su- 
mandos, y en el otro, los segundos, mientras que los elementos res- 
tantes de dos determinantes citados son los mismos que tiene el 
determinante dado. 

8. El determinante no varía, si a los elementos de una columna 
(fila) cualquiera se les adicionan los elementos correspondientes de 
otra columna (fila) multiplicados por un mismo número. 

Enunciemos y demostremos una propiedad más de los determinantes. 

9. La suma de elementos de cierta columna (fila) de un determ 
nante de n-ésimo orden (z > 2), multiplicados por los complemen- 
tos algebraicos de los elementos correspondientes de otra columna 
(fila) es igual 


z a 
a cero, es decir, X) ay; Arj=0(0 bien (Y a, Aja = 0), evalesiquie- 
al k 


ra que sean n > 2 y ij. 

Demostración. Supongamos. para concretar, que j > í, entonces, 
al desarrollar el determinante por los elementos de la ¿ésima colum- 
na, obtendremos 


Mp lg go Apja i jo n 


Qu ly ... Agi Spa Ori lejos + Uan 
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El determinante en el segundo miembro de la igualdad (14) tiene 
iguales los elementos en la i-ésima y en la j-ésima columnas, respec- 
tivamente. De conformidad con la propiedad 4, el determinante (14) 
es nulo, por consiguiente 


n 


! api Ay¡=0. 


Para el caso en que ¿ > j la demostración es análoga. La propiedad 9 
está demostrada. Calenlomos el determinante de la matriz unidad, 
valiéndonos de las propiedades 1 . . . 8. Designemos con Æp la matriz 
unidad de orden k. Sea dada una matriz £,. Desarrollando el deter- 
minanle de esta matriz por la primera columna, obtenemos 


1 0 0...0 
0 1 0...0 
lEnl=0 0 4.. 0|[51 Eu t0 Ent o... H0-Em = | Ena he 


0 0 0...1 


Repitiendo estos razona mientos para el determinante la Ena h Juego 
para | Æ, |. etc., llegamos a la conclusión de que | E, | = 1. Así 
pues, el determinante de la matriz unidad de cualquier orden n es igual 
at. 


$ 3. Matriz inversa. Rango de una matriz 


Si dos matrices cuadradas A y B de un mismo orden n son tales, 
que AB = BA = E (donde E es la watriz unidad de orden n), 
suele decirse que las matrices A y B son inversas una de la otra y se 
usan las designaciones B = A~ y A = BL. Por ejemplo, las ma- 


trices 
40 5 40 —5 
(0 1 =s) y (es 1 z) 
30o 4 1-30 4, 
son inversas wna de la otra, por cuanto AB = BA = E, donde 


E 


100 
( 1 o}, os decir A=B, B= A-t, 
0.01) 


Por definición, la matriz inversa de la matriz cuadrada dada A 
de orden » se llama matriz cuadrada A -! de orden n que posee la 
propiedad de que AA -1 = 4-14 = E. donde £ es la matriz unidad 
de orden n. 

Para cada 
la matriz in 


atriz A de orden z que tiene una matriz inversa A~ 
a A` es única. 
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En efecto, supongamos que una matriz A de orden n tiene la 
matriz inversa A-1. Supongamos también que existe una matriz C 
de orden z tal, que CA = AC = E. Entonces 


C = EC = (AA) C = AL (AC) = AE = A7. 
Las matrices inversas poscen las siguientes propiedades: 
a) (4-91 = A, b) (48)? = B34-, €) (ATA = (A -')T, 


Omitimos aquí la demostración de eslas propiedades 

Aclaremos cuáles matrices tienen matrices inversas 
triz A tiene la inversa A-1, cómo se encuentra la última. 

Sea dada una matriz cuadrada A de orden a (1 X> 2) 


la ma- 


1 


Ani Ang Ang +++ lnn 
Formemos una matriz cuadrada A de orden n por medio del siguiente 
procedimiento: en lugar de cada elemento de la matriz A pongamos 
el complemento algebraico de este elemento, es decir. 


An An Aj. Ain 


> Mu Aa 
A=145 Ay 
Wns Ans Ans +++ Ann 


Ay An An 
a JA aa An 
Ar=l4, An A 

Ara an A 


La matriz AT lleva el nombre de matriz adjunta. Por ejemplo. halle- 
mos la matriz adjunta A”, si 


100 
alo 20) 
54 3 


340382 529 


Por cuanto 


20 
O |= Ay =(—1y12 


6 
A 


tenemos que 


6 48 My 6 00 
de 3 -4)» 5-18 20). 
0 wg | 14 —42 


Una matriz cuadrada A se Iama degenerado (singular), si su deter- 
mivante es igual a cero (| A | = 0), y se llama regular, si | A | # 0. 

Teorema 3. Para cualquier matriz regular A (| A | 0) existe 
la matriz inversa A -'. 

Demostración. Examinemos una matriz regular de primer orden es 
decir, el número a, distinto de cero; la matriz inversa de esta 
matriz será cl número +. 

EN 
Sea dada una matriz regular A dle segundo orden. Hablemos el 


producto de las matrices AAT y ATA, donde ÄT es una matriz ad- 
junta. Por enanto la suma de los productos de los elementos de cierta 
columna (fila) de la matriz Æ por los complementos algebraicos de 
dichas elementos es igual al determinante | 4 | (véase el teorema 2), 
y la suma de los productos de los elementos de cierta columna (fila) 
de la matriz A por los complementos algebraicos de elementos de la 
otra columna (fila) (de conformidad con la propiedad Y de los deter- 
minantes) es nula, entonces 


5 an t) (Au An 
T= = 
at= (an an) (Án da)" 
e(a uri EEA 0 ) 
Nail H arli 0 Ags H 33 Ao 0 1417 
ian fp enfe e. 
lío Ars) Nos 02, 
end Pi ey 0 ) 
Aralt Arty Ajos + Argos © l4] 
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Cada elemento de las matrices obtenidas tiene por factor común el 
número ] A |, por consiguiente 


A 10 5 10 
añr=141(% Jo 1418, ira=141(, j= rae. 
De aquí, por ser la matriz A (| A |34 0) regular, tenemos 
A O A 
4 (54 )=2= (qm) 4 


For consiguiente, para la matriz regular de segundo orden A la ma- 
triz inversa A ~ será una matriz, cuyos elementos son los elementos 


correspondientes de la matriz adjunta AT divididos por el determi- 
nante |A |: 


Au An 

A p [TAI TAI 
A= ro 

EN Ay 

TAI TAT 


De este modo, no sólo demostramos Ja existencia de la matriz inver- 
sa A~! para la matriz regular de segundo orden A, sino también indi- 
camos el método de construcción de la primera. 

De modo análogo se demuestra que para cualquier matriz regu- 
lar A de n-ésimo orden, donde n > 3, la matriz inversa A-! será 
una matriz, cuyos elementos son los elementos correspondientes de 


la matriz adjunta AT, divididos por el determinante | A |: 


Au Ain 
141 TA 
An Arn 
A TA 
IAI 141 A 
EL Leorema está demostrado. 
Ejemplo. La matriz 100 
A=|6 2 o) 
543 
es regular, puesto que | A | = 6 20. Su matriz adjunta cs 
6 00 
A4r-|-18 30 
14 —4 2 


Por consiguiente, 
1 0 0 
sf-a 1/2 0 
1/3 —2/3 1/3 
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Teorema 4. El determinante del producto de dos matrices cuadradas A 
y B de n-ésimo orden es igual al producto de sus determinantes, es decir, 
{AB |= |A| [B] (la propiodad análoga es válida también para 
cualquier número finilo de factores). 

Omitimos aquí la demostración del teorema 4. 

Por cuanto el determinante de la matriz unidad Æ de orden n 
es igual a 1. entonces, los determinantes de dos matrices recíproca- 
Tii inversas során números recíprocamente inversos, es decir, 

A1]141 x 

Toda matriz degenerada Á de orden n no tiene inversa, puesto que, 
de acuerdo con el Leorema 4, el producto de la matriz degenerada A 
por cualquier matriz de orden n será nuevamente una matriz dege- 
nerada. 

Las matrices inversas se emplean frecnentemento para la resolu- 
ción de las ecuaciones matriciales. 

Sean dadas las matrices A, B y C. Si se pide hallar una matriz X 
tal, que se verifique la igualdad matricial AX = B, se dice que está 
dada una ecuación matricial 

AX=B (1) 


con la matriz incógnita X. La matriz X, que satisface la ecuación (1), 
se denomina solución de la ecuación (1). 

Si se pide hallar una matriz Y tal, que so verifique la igualdad ma- 

tricial YA = C, se dice que está dada la ecuación matricial 

YA=C (2) 
con la matriz desconocida Y. La matriz Y, que satisface la ecuación 
(2), se denomina solución de la ecuación (2). 

Veamos un caso particular de resolución de las ecuaciones matri- 
ciales (1) y (2). Sea A una matriz regular cuadrada de n-ésimo ordon: 
B, una matriz do dimensiones n X m, y C, una matriz de dimensiones 
k X n, donde n, m, k son números naturales cualesquiera. En este 
caso las ecuaciones (£) y (2) tienen soluciones. 

En efecto. multipliquemos ambos miembros de la primera ecua- 
ción por la matriz A ~ a la izquierda. lo que puode realizarse en vista 
de las dimensiones elegidas de la matriz B. Al efectuar las operacio- 
nes correspondientes: 

ATAX = AB, EX=A7UB, X=A4A-“B, 
lMegamos a que existe una matriz Y = A ~H de dimensión n X m 
que satisface la ecuación (1). 

Multipliquemos ambos miembros de la segunda ecuación por la 
matriz A-1 a la derecha, lo que puede realizarse en vista de las di- 
mensiones elegidas de la matriz C. Al efectuar las operaciones corres- 
pondiente: 


YAA- =CA7A, YE=CA2A, Y= CA3, 
obtenemos que existe una matriz Y = CA- de dimensiones k X n 
que satisface la ecuación (2). 
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Señalemos que si incluso B = C, mas las matrices A“! y B no 
son conmutables, entonces Y 3 Y. es decir. para las mismas matri- 
ces A y B = C las ceuaciones (1) y (2) tienen. en el caso general. solu- 
ciones diferontes. 

Ejemplo. Sea 


aG} e-l i) 


Resolvamos las ecuaciones (1) y (2). lallemos ante todo 


A= 
a, 75) 
En este caso 


TM 


roto o es 1) 


es decir, X 4 Y. 

En el $ 2 so ha definido el concepto de menor del elemento a, 
de una matriz cuadrada de r-ésimo orden. Eu el caso general de una 
matriz de dimensiones m X n el concepto de menor de los elementos 
de la matriz no se introduce; en lugar de ello se da el concepto de 
menor do orden k de la matriz dada, donde el número l puede tomar 
valores a partir de la unidad hasta el mínimo de Jos números m y n, 
es decir, 1 S k< mín (m, n) 

Sea dada una matriz A de dimensiones m X n y supongamos que 
k es un número natural tal, que 4 < k< mín (m, n). Elijamos 
arbitrariamente k filas y k columnas de la matriz A. Formemos una 
matriz cuadrada M de orden k, utilizando con este fin los elementos 
dispuestos en las intersecciones de las filas y columnas mencionadas 
(sin variar el orden do los elementos). El determinante de la matriz M 
se llama menor de k-ésimo orden de la matriz A. 

Ejemplo. Sea dada la matriz 


1 3j 
a| 3 4) 
1-3 0 


de dimensiones 3 X 2. En este caso los menores de primer orden de 
la matriz son elementos de dicha matriz. es decir, las números 1, 
3,3,4, —3, 0. Los menores de segundo orden son determinantes 


13 13 34 
3 4f |-3 0) |-3 017 


La matriz mencionada no tiene menores de órdenes más altos. 
Si se trata de una matriz cuadrada A de orden z, su menor de n- 
ésimo orden es el determinante | A |, los menores dle {n — 1)-ésimo 
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orden son lus menores de los elementos correspondientes de esta ma- 
triz; los menores de orden 1 son los elementos de esta matriz. Adomás, 
la matriz citada tiene menores de orden k, donde 1 < k < n — 1. 

El orden más alto de los menores, distintos de cero, de la matriz A 
lleva el nombre de rango de la matriz A de dimensiones m X n. 
todos los elementos de la matriz A sou coros, se dice que el 
rango de la matriz es igual a cero. 

El rango de una matriz cuadrada regular A de n-ésimo orden es 
igual a n. 


Pi lo, el di la iz A C e igual 
oz ejemplo, el rando de la matriz A = 240 A es igual a 


la unidad, puesto que los menores de seguudo orden de esta matriz 
son nulos (debido a la proporcionalidad de las filas de la matriz), 
mas hay menores de primer orden (elementos de la matriz A) que 
son distintos de cero. 

Son dada una matriz A de dimensiones m xX n y supongamos que 
existe un número natural ¿< mín (m, n). Si todos los menores de 
l-ésimo orden de la matriz A son nulos, entonces serán también nulos 
todos los menores de dicha matriz de orden (2 + 1). 

En efecto, olijamos cualquier menor de la matriz citada de orden 
(L+ 1) y desarrollémoslo por los elementos de cierta fila. Cada 
sumando del desarrollo contendrá, a título de factor, cierto deter- 
minante de orden 2, que es el menor do /-ósimo orden del elemento 
correspondiente de la fila elegida del determinante de orden (1 + 1). 
Por cuanto todo menor de orden ? es igual a cero, entonces la suma 
del desarrollo es también igual a cero, a consecuencia do lo cual el 
menor elegido de orden (1 +1) es nulo. Por consiguiente, si todos 
los monores de 2-ésimo orden son nulos, todos los menores de orden 
superior a 1 son también nulos. 

De este modo, con el fin de determinar el rango de una matriz 
de dimensiones m X n, se debe hallar, al principio. por lo menos un 
menor de primer orden quo sea distinto de cero, es decir, hace falta 
esclarecer si hay entre los elementos de la matriz por lo menos uno 
a distinto de cero. Si tal elemento no existe, el rango de la 
será igual a cero. Si la matriz Lione un elemento distinto 
de cero. es necesario hallar por lo menos un menor de segundo orden 
distinto de cero. Si tal menor no existe. el rango de la matriz será 
igual a 1. Si hay un menor do segundo orden distinto de cero, se debe 
buscar el wenor de tercer orden que sea distinto de cero, etc. hasta 
que se encuentre un menor de r-ésimo ordea distinto de cero; pero 
o bien todos los menores de orden r + £ son nulos, o bien r = mín (m, 
n). Entonces el rango de la matriz es igual a r. 

Para determinar el rango de una matriz de dimensiones m X n 
se procede frecuentemente del modo siguiente. Se elige un elemento 
cualquiera de la matriz. distinto de coro. A continuación, añadiendo 
una fila y una columna, distintas de aquellas en las que se dispone 
el elemento. se forman toda clase de menores de segundo orden hasta 
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que se encuentre el menor de segundo orden que sea distinto de cero. 
Luego. añadiendo cierta fila y cierta columna, distinta de aquellas 
en las que se dispone el menor hallado de segundo orden, se forman 
toda clase de menores de tercer orden hasta que se encuentro el menor 
de tercer orden que sea distinto de cero. Este proceso se continúa 
hasta que se encuentre el menor de orden 7 que sea distinto de cero, 
para el cual todos los menores de orden {r + 1). construidos por el 
método indicado, sean iguales a cero. o bien no haya tales menores 
en general (si la matriz contiene r filas o r columnas). Entonces el 
rango de la matriz es igual a r. 

No se aduce aquí la demostración de la validez de este método 
para determinar el rango de una matriz 

Ejemplo. Hállese el rango de la matriz 


123 4 
35 709) 
14 740 43 


El menor de primer orden (el número 1) dispuesto en la intersec- 
ción de la primera columna con la primera fila es disitnlo de cero. 
El menor de segundo orden, dispuesto en la intersección de las pri- 
meras dos columnas y las primeras dos filas H - —1, es tam- 


bién distinto de cero. Todos los menores de tercer orden de esta ma- 
triz son nulos. Por consiguiente, el rango de la matriz es igual a dos. 


$ 4. Sistemas de ecuaciones lineales 
Analicemos un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas: 


Atit Agta t + ip = lys 
Qnty + lagta H.. F lanta = bos 


amti + ameta -+ Ona 


+ %, Son las incógnitas, a;; (i Mm ]j= 
n), los coeficientes y bj, ba, -.. Pm, los Lérminos 
independientes del sistema do ecuaciones (1). Recordemos que una 
colección numérica (y. %. Ap), correspondiente a la colec- 
ción de incógnilas (zı. Ta, .... Zn) lleva el nombre de solución 
dol sistema (1). al sust en cada ecuación del ema (1) los 
meros correspondientes, en lugar de las incógnitas. se obtienen m 
igualdades numéricas lícitas. Resolver el sistema (1) significa hallar 
todas sus soluciones o demostrar que el sistema no tiene soluciones. 

Un sistema de ecuaciones lineales se denomina compatible, 
tiene por lo ¡menos una solución, e incompatible (contradictorio), 
si no tiene soluciones. Un sistema compatible se llama determinado, 
si tiene wna solución única, e indeterminado, si Liene más de una solu- 


(1) 


donde z), Zg. 
2 
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ción. Se puede mostrar que el sistema indeterminado de ecuaciones 
lineales siempre tiene una infinidad de soluciones. 
Ejemplos. La ecuación lineal con una sola incógnita a,,2, = ù Liene 


para a, 750, la única solución z=, 
m 
La ecuación lineal con dos incógnitas 
Ant, + lta = b, 
tiene una infinidad de soluciones para @ 0 y para a % 0. 
En efecto, sea, por ejemplo a; = U, entonces Ja ecuación 4,1, = 
+ data >> by es equivalente a la ecuación 


— Aa 
l € 


E 


que tiene por solución la exprosión (0 -25n t ) donde a 


ó 1 a: 
es un número real cualquiera, 
El sistema de dos ecuaciones lineales con una sola incógnita 


auz=bn (0440), 
az = by (49150) 


bi be n y 
donde Ei + a. es incompatible, 


Efectivamente, supongamos que el número a es la solución de la 
ecuación az = b. es decir, admitamos que se verifica Ja igualdad 
by 


i g b; 
numérica aya=b,. En este caso a=7^. Si ed fuera una 
E P 4 
solución de la ecuación aşı% = b, sería válida la igualdad numérica 


Lalo aby, o bien, en virtud de que a0, la igualdad numérica 
b, i hitais ig 
La lo que contradice la hipótesis. Así pues, la solución 
a, de la ecuación ayz = b, no es una solución de la ecuación ayt = ba, 
y esto significa que cl sistema de dos ecuaciones con una sola incógnita, 


donde 2 + A es incompatible, 
u 
Se denomina matriz hásica del sistema (1) una matriz A de dimen- 


siones m X s elementos están represeutados por los coel 
cientes de 


an ûn 
Amj “1 în 


Umi Amz ee mn 


Se donomina matriz de incógnitas del sistema (1) una matriz columna X., 
cuyos elementos están representados por las incógnitas del sistema, 
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es decir, 


Se denomina matriz de términos independientes del sistema (1) una 
matriz columna B, cuyos elementos están representados por los 
términos independientes del sistema. es decir, 


b; 
B=|* | 
bm 
La ecuación matricial 
Gy Amase Gn E b 
Au ng... lrn a]_ Da 
Gik daori Ban V Niña bn 
o bien 
AX =B 2) 


Heva el nombre de ecuación matricial del sisiema (1), si las matrices A, 
X y B son las matrices correspondientes del sistema (1). 

Por cuanto cualquier colección numérica (%,, y. -.., Œn), que 
representa Ja solución del sistema (1) y está escrita en forma de una 
matriz columna 


es una solución de la ecuación matricial (2), y como cualg: 
columna numérica 


Bi 

Be 

Pa 
que representa la solución de la ecuación matricial (2) del sistema (1) 
y está escrita cn forma de una colección numérica (Bi. Pe... Pua) 


es una solución del sistema (1), suele decirse que el sislema de ecua- 
ciones lineales (1) eseguivalente a la ecuación matricial (2) del sistema (1). 
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Veamos un caso particular del sistema (1). Sean dados un sistema 
de a ecuaciones con z incógnitas 
Gti Agglo- o yl = bp 
ayti tantat... Farnir = bp. 6 
Aral H angta 0 + Pp by, 
y la ecuación matricial correspondiente de este sistema 
an le. EA bi 
la la... on e da 
an ng -änn En bn 
o bien 
AX =B. (e 


El determinante de la matriz A del sistema (3) se denominará 
determinante básica y so designará con A, os decir, A = | A |. Su- 
pongamos que la matriz básica A (que es una matriz cuadrada de 
n-ósimo orden) del sistema (3) es regular, es decir, admitamos que 
A A |30. En este caso, según lo expuesto on el $ 3, existe la 
única matriz inversa A~! Multiplicando a la izquierda por la ma- 
triz inversa A~ Jos miembros primero y segundo de la ecuación ma- 
tricial (4) dol sistema ($), obtenemos que X = A™B, con la particu- 
laridad de que la matriz X es de dimensiones n X 4, es decir, es una 
matriz columna. Así debido a la unicidad de la matri: 
A-t, la ecuación matricial (4) del sistema (3) tiene una solución única, 
que es la matriz columna X = AH. 

Por cuanto la ecuación matricial (4) es equivalente al sistema (3). 
entonces, si ol determinante de la matriz básica A del sistema lineal 
(3) es distinto de cero (es decir. | A | = 0), el sistema (3) será com- 

patible y está lloterminado, es decir, tieno solución única, 

Esta única solución del sistema (3) puedo hallarse según la rogla 
de Cramer, cuya enunciación se aducirá más abajo. 

Si en la matriz básica A del sistema (3) de n ocuaciones lineales 
con n incógnitas sustituimos la j-ésima columna de coeficientes del 
sistema 3 por la columna de términos independientes de dicho sis- 
tema. la matriz obtenida se denomina matriz complementaria del 


p 
sistema (3) y se designa por A, es decir, 


Uy ig ¡y i jsa ++ + Oi 
+ üz,j-ibz ngai > + ts 


fizio 
i 


üz zz. 


Jn, js - 
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üniðnz + 


El determinante de la matriz Á se denota, por regla general, con 


j 
Az es decir, Aj = | Á |. 

Pasemos ahora a la resolución del sistema de ecuaciones (3). 

Sea n = 1, es decir, supongamos que el sistema (3) consta de 
una sola ecuación con una incógnita: 21,2 + sea dy 7 0.Está 
claro que esta ecuación tiene una solución que os el número 
by 
a 

Sea ahora n = 2. Examinemos un sistema de dos ecuaciones con 
dos incógnitas: 


(6) 


f ayt, + änt =b, 
ayT, + 9277 = bz. 


t $ 
La matriz básica A y las matrices complementarias A y A de este 
sistema son respectivamente las matrices 


dls mo) a) ds h j, 
ün la bz ân tta bz 


Supongamos que el determinante de la matriz básica A es distinto 


de cero (A = | A 130). Entonces existe la única matriz inversa 
1 {Au Aa ) 
-= 
da 


y se verifica la cadena de igualdades matriciales 


a ll) 1 bed 
Za IAI \ Ap An (a, 141 Vd Ap + dados ) 


brAn+ Dedos 
E 
briat bada f’ 
lai 
de donde 
A a TN 
X TAT TAT 
nea 
z, = HAt behr — De (AM at bo (— DMa |an bal 
a TAT val va 


es desir, los componentes de la solución {z}, z) del sistema (6) se ha- 
lan valiéndose de Jas fórmulas 


A 
n=, a, Y) 


y 
donde A, Aj, A, son los determinantes do las matrices A. A, A del 
sistema (6). 

Estudiemos un sistema de tres ecuaciones lineales con tres in- 


cógnitas: 


zt, + looto + lg3T = ba, (8) 


Qyyty -+ Ugo + latz = bys 
laty -H lagta + Ugg = bz. 


1.2 3 
La matriz básica A y las matrices complementarias A, A, A del sis- 
tema (8) son, respectivamente: 


Uy lg 4 
A=| an ax Gs |, 
ün 0 0 


p [H m w) , CN O bi 
A=| ba de s |, A=| 3n b a) A=| w an b |, 


bs ay la as bs as üy dn b, 


Supongamos que el doterminante de la matriz básica A es distinto de 
cero (A = | A | # 0). En este caso existe la única matriz inversa 


y se verifica la cadena de igualdades matriciales 


ži dn An AyY / ds 
ES =r Ae Ar Ag || b |= 
z) l (Az An Anj \ bs 


biAnt betat OA 


biAn +b; byd. H 
irl tds epi sa). brdin + dy das badas 


di Ay + Dados + Da Aga 


141 2 
BrAysHdodas + bo kos 
i 141 
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de donde 


g = AA A (AIM a tha M L 
= 2 = 
1A) E] 
bresan 
baaa] y 
 ldsanaal JA A 
141 1Al V 
bán tbadatbyAae ba (1M tbe (— 29M god (SM 
qe 141 F TAT ¿ 
an br 012 
andras] z 
141 


Gan azg bz 
= L 01 092 ba 
141 
es decir, los componentes de la solución (z4, £2, 24) del sistema (8) se 
hallan por las fórmulas 


E 
donde A, Az, Az, Az son los determinantes de las matrices A, A, A, A 


del sistema (8). 
Demostremos que si el determinante de la matriz básica A del 
one (3) es distinto de cero, entonces el j-ésimo componente 
z; (j = 1, 2, ... n) de la única solución (21, Za, + - -, £n) del sis- 
toma (4) se determina por la fórmula 


i 
A À, 
AROS 


donde | Al | = Ay es el determinante de la matriz complementaria Å 
del sistema (3), y | A | = A, el detorminante de la matriz básica A 
del sistema (3). 

Examinemos el j-ésimo componente de la matriz columna 48, 
la cual es la única solución de la ecuación matricial (4) del siste- 
ma (3). Tenemos 


Aj +balajh Fons 
141 mi 


— AM AIM A tbat AMn 
141 Y 
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j= 


O bi Gujar - 
Cap taa >> Saa Pa aja > 


hartos oneee troai erna) Al Ay 
TAT Aroa 


lo que se trataba de demostrar. 

La regla, de acuerdo cou la cua) se determina la solución del sis- 
tema (3). leva el nombre de Cramer. Enunciémosla. 

Regla de Cramer. Si el sistema (3) de n ecuaciones con n incógnitas 
es tal, que el determinante de su matriz básica no es nulo (A +0), en- 
tonces el sistema tiene una solución única (zı, La, » +», En), cada uno 
de cuyos componentes se determina por las fórmulas de Cramer, es de- 


cir, zj = A Ü =1, 2, ..., n), donde A; es el determinante de la 


j 
matriz complementaria Á que se obtiene de la matriz básica A del 
sistema (3) sustituyendo en éste la j-ésima columna por la columna 
de términos independientes del sistema. 
Ejemplo. ¡Resuólvase el sistema de ecuaciones 
72, + 327 +21 = 
32, +7+21,=2, 
10x, + 127, + 8x3 
El determinante de Ja matriz básica es 
732 
=|3 1 2 |--72%0. 
10 12 8 


Por consiguiente, el sistema tiene una solución única. Hallémosla, 
rigiéndonos por la regla de Cramer: 


43 2 Loa 
Aj=12 1 2[=0, Ap=|2 2 2|=36, 
408 10 48 
A 30d 
3 1 21 —9 
10 12.4 
Por consiguiente, z, == =0, 2,= i + z= la = > es 
decir, el sistema tiene una solución est -+4+). 


Cuando el determinante | 4 | de la matriz básica A del siste- 
ma (3) ex igual a cero, la regla de Cramer resulta inaplicable. 
Pasemos ahora al estudio de los sistemas de m ecuaciones con n 


Se denomina matriz ampliada del sistema de ecuaciones (1) una 
matriz que se obtiene por adición a la matriz básica A del siste- 
ma (1) de una columna de términos independientes que forma la 
última columna y se separa por una raya vertical, es d una 
matriz 


aytz ~.. lm |b 
Gula ... A 


- men | Un, 


m2 mz 


Cabe señalar que el rango de la matriz ampliada B no es inferior al 
rango de la matriz básica A del sistema (1). Para ser más exacto, si el 
rango de la matriz básica es ignal a r, y el rango de la ampliada es 
R. entonces r< R. Al mismo tiempo es obvio que R $r -i 1. 

La cuestión sobre la compatibilidad del sistema (1) se resuelve por 
el criterio de Kronecker— Capelli: el sistema (1) de m ecuaciones 
neales con n incógnitas es compatible si, y sólo si, el rango de la matriz 
ampliada B es igual al rango de la matriz básica A del sistema (1). 

La demostración de este teorema no se aduce en esta obra. 

Supongamos que el rango de la matriz básica del sistema (1) es 
igual a r, con la particularidad de que 1 <r < mín (m, n). 

Eu este caso cualquier menor distinto de cero de orden de la 
matriz básica del sistema (1) se llama menor principal. 

La resolución del sistema de ecuaciones lineales consiste en lo 
siguiente. Calculamos el rango de la matriz básica A del sistema (1) 
y de la matriz ampliada /. 

Si el rango de la matriz básica A del sistema (1) no es igual al 
rango de la matriz ampliada A, entonces, de acnerdo con el criterio 
de Kronecker—Capelli, el sistema es incompatible, es decir, el sis 
tema (1) no tiene ninguna solución. Con esto se da por terminada la 
resolución del sistema (1). 

Si los rangos de las matrices básica y ampliada son iguales y 
equivalen a z, os decir, si el sistema (1) es compatible, se toma cnal- 
quier menor distinto de cero de la mat de orden r y se 
consideran r ecuaciones cuyos coeficientes integran dicho menor 
principal, mientras que las ecuaciones restantes de sistema se despri 
cian. Las incógnitas, cuyos coeficientes integran dicho menor pr 
pal se declaran principales, y las demás incógnitas, independientes. 
El nuevo sistema se reescribe de tal manera que en los primeros 
miembros de todas las ecuaciones quedan sólo los términos que con- 
tienen r incógnitas principales; todos los demás términos de las ecua- 
ciones, que contienen (z — r) incógnitas, se trasladan a los segundos 
miembros de las ecuaciones. Luego, se hallan las incógnitas prin- 
cipales de acuerdo con la regla de Cramer. Es fácil ver en este e: 
que las incógnitas principales se expresan en términos de las incóg- 
nitas independientes. cada una de las cuales puede adquirir cualquier 


valor numérico. Las soluciones obtenidas del nuevo sistema con r 
incógnitas principales se llama solución general del sistema (1). 

Atribuyendo a todas las incógnitas indopendientes ciertos valo- 
res numéricos, se hallan, a base de la solución general, los valores 
numéricos correspondientes de las incógnitas principales y, de oste 
modo, se determina Ja solución del sistema original de ecuaciones (1), 
la cual leva el nombre de solución particular para los valores numé- 
ricos dados de las incógnitas independientes. Empleando el procedi- 
miento mencionado se puede obtener cualquier solución del siste- 
ma (4). 

Ejemplos. 1. Veamos el sistema 


Št, — to + 219424 
2r t T+ 4r, — 2t, 
zı — 3r, — 6r; -- 52, =0. 


El rango de la matriz básica de este sistema es igual a dos, puesto 
que existe un menor de segundo orden, distinto de cero, de la matriz 
citada, por ejemplo 
5 —i 


2 1 


mientras que todos los menores de torcer orden son nulos. 

El rango de la matriz ampliada de dicho sistema es igual a tres, 
puesto que existe un menor de tercer orden, distinto de cero, dela ma- 
triz citada, por ejemplo 


EEE 
3 4 ijas 
1-30 


De acuerdo con el criterio de Kronecker—Capelli, el sistema es 
incompatible, es decir, no tiene soluciones. 
2. Examinemos el sistema 
Ta, + 31¿—2x=2, 
ty— 2r, +32=0, 
4z +9 —112, =2, 
El rango de la matriz básica de este sistema es igual a dos y el rango 


de la matriz ampliada es también igual a dos, puesto que, por ejem- 
plo, el menor de segundo orden 


7 3 
t= 


de Ja matriz básica es distinto de cero, mientras que todos los me- 
nores de tercer orden de las matrices básica y ampliada son nulos. 


—17 
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Quiere decir, el sistema es compatible; Tomemos por el menor 
principal, por ejemplo, el menor |3 al Dado que la lercera ecua- 
ción del sistema no contiene elementos de este menor principal, de- 
sechamos la tercera ecuación. Las incógnitas z, y £ las declaramos 
principales, pues sus cooficientes integran el menor principal; la 
incógnita xy la declaramos independiente. 

Obtenemos un sistema que es equivalente al de partida: 

e 
t — 21. = —323. 


Resolvámoslo según la regla de Cramor: 


944 
—17 e 


A A 
47% +77 
Así pues, la solución general del sistema de partida representa una 


4 B 
mitm ntt 


infinidad de colecciones (+ £, x3) de la forma (- 
++ t), donde £ es un número real cnalquicra. La solución par- 
ue de la ecuación de partida será, por ejemplo, una colección 
numérica (+ + 0) que se obtiene cuando t= 0. 
3. ¿Para cuáles k será compatible el sistema de ecuaciones 
2+ky=3, 
kx) 4y =6? 
Por cuanto r s4 O, este sistema es compatible en dos casos: cuando 
A =54 0, y cuando R =r == 1. Analicemos por eso dos casos. 


a) Si A 0, es decir, si 


ik 
kh #0, es decir, si k2 44, enton- 


ces, de acuerdo con la regla de Cramer, el sistema tiene una solu- 
ción única, 

Quiere decir, para eualquior k, a excepción de k = 2 y $ = —2, ol 
sistema cuenta Ae la única solución. 

b) Si R=r=1, es re si 


ES -| 3 
PrE 


es decir, si k = 2, el sistema es compatible. 
Resumiendo, llegamos a que el esquema de partida es compatible 
para cualesquiera k, salvo para k = —2. 
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Analicemos un sisiema de dos ecuaciones lineales con dos incógni- 
tas zey 

a+ by=C, 

| (9) 


agt + by = Cp. 


valiéndonos del criterio de Kronecker—Capelli. 
La matriz básica de esto sistema 


(o a) 
22 ba, 
tiene el rango r, con la particularidad de que 0 < r < 2. 


La matriz ampliada 
ls, ES 
üz Da Ce 


tiene el rango R, siendo 0 <r < R. Es obvio quer <R<r+ 1. 

Tiene lugar la siguiente. afirmación. 

Sea dado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas 
(9). Entonces: 

1. sir = R = 0, es decir, si todos los coeficientes a, az, by, da, 
Ci, ‚Cz Son iguales a cero, cualquier par de números reales será la solu- 
ción del sistema (9): 

2. si r = 0, R = 1, es decir, si a, = a, = b, = b, = 0, y è+ 
+ cè + 0, entonces el sistema (9) no tiene soluciones; 

3. si r = 1, R = 1, el sistema (9) tiene una infinidad de solucio- 
nes, peo no todo par de números reales será su solución; 

4. si r = 1, R = 2, el sistema (9) no tiene soluciones; 

5. sir= 2, R = 2, el sistema (9) tendrá una solución única la 
cual puede hallarse por la regla de Cramer. 

Es válida también la afirmación inversa 

1. Si el sistema o tiene la única solución, entonces r = R = 2; 

( 


2. si el ines ) no tiene soluciones, entonces r + R, es ARA 

o bien y = 0 y y R=1, obienr=14y R =2; 
3. si todo pe de números reales es una solución del sistema (9), en- 

tonces r = R =0; 

4. si el sistema (9) liene una infinidad de soluciones, pero no todo 
par de números reales constituye su solución, entonces r = R = 1. 

Demostremos estas afirmaciones sólo para el caso en que ambas 
ecuaciones del sistema (9) son de primer grado, es decir, cuando se 
verifician las condiciones af + bi3€0, af + b0. En este 
caso cada una de las ecuaciones de dicho sistema define por separa- 
do una recta en el plano, donde viene dado el sistema de coordena- 
das 20y (véase el cap. II). Esto nos ofrece la posibilidad de atribuir 
carácter geométrico a los razonamientos ulteriores en el análisis del 
sistema (9). 
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Teorema. Sean dadas dos rectas mediante las ecuaciones 
aj by —0a=0, 
azt + bay — ta = 0, (10) 
donde a} +b? #0, y a+ 0130, 

4. Para que dos rectas se corten. es necesario y suficiente que sea 
R=r=2. 

2. Para que dos rectas sean paralelas, pero no coincidentes, es 
necesario y suficiente que sea r = 1, R=2, 

3. Para que dos rectas coincidan, es necesario y suficiente que sea 
r=R=1, 

Demostración. Demostremos al principio la suficiencia de las 
condiciones. 

1. Sir = R = 2, el sistema (10) tendrá la única solución, la cual 
se encuentra con facilidad por la regla de Cramer, y esto significa 
que las rectas tienen un punto común, es decir, se intersecan. 

2. Sir = 1, R = 2, el sistema (10), es incompatible, por lo cual 
las rectas no tienen puntos comunes, es decir, son paralelas y no 
coinciden. 

3. Si r = R = 1, todos los menores de segundo orden de las 
matrices básica y ampliada son nulos, es decir, 


c, by arc; 
j Ca ba E Cal 
Estas condiciones pueden escribirse así: 
ab, = bily, (11) 
ciba = bxta (12) 
aC; = Qgjo (13) 


Analicemos ahora todos los casos que pueden tener lugar. 
a) Si a, = 0, entonces b, = 0, puesto que aj + b? + 0. En este 
caso de (11) se deduce que a, = 0, y por cuanto az + b? 4 0, tene- 


mos b, 3 0. Do (12) encontramos que = A = 0, y las ecuaciones 
: 


de las rectas toman la forma 
by —a)=0, b(y—0«)=0. 
Ya que b, +0 y dy # 0, de aquí se desprende que estas rectas coin- 
ciden con la recta y — u = 0. 
b) Si b; =0, entonces a, +0, y de (11) se deduce que b, = 0 
(con la particularidad de que a, + 0). Entonces, de (13) tenemos 
Pauh 


z m a f y por esta razón las ecuaciones de las rectas tomarán 


a 
la forma a; (2 — B) = 0, as (£ — $) = 0. Por cuanto a, + 0, as + 
Æ 0, de aquí se desprende que estas rectas coinciden con la recta 
z—ß=0. 
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e) Si a0 y b0, de (11) se deduce que a y de 


(12) y (13) se despronde que c¿= 0, = Lc, De este modo, 


br 
obtenemos que ag = Yay, bs = Yr ca = ye, por lo cual las ecuacio- 
nes do las reclas tomarán la forma 


ar +by—e=0, yar + by —c) =O. 


Por cuanto y 7 0, de aquí se desprende que estas rectas coinciden. 

Demostremos ahora la necesidad de las condiciones. La demos- 
tración se realizará por reducción al absurdo 

1. Supongamos que las rectas se cortan. Dewmostremos que r = 
= R = ?, Si resultara que r = 1, R = 2, entoncos, según lo demos- 
trado, Jas rectas serían paralclas y no coincidentes. Si resultara que 
r = R = 1, entonces, según lo demostrado, las rectas serían coin- 
cidontes. 

Por consiguiente, r = R = 2. 

2. Supongamos que las rectas son paralelas. Demostremos que 
r= 41, R = 2, Si rosultara que r = R = 2, entonces, según lo do- 
mostrado, las rectas se cortarían. Si resultara quer = R = 1, enton- 
ces, según lo demostrado, Jas rectas serían coincidentes. Por consi- 
guiente, r = Í, R =2. 

3. Supongamos que las recti iden. Demostremos que r = 
= R = 1. Si resultara quer = A entonces, según lo demostr 
do, las rectas serfan paralelas. Por consiguiente, r = R = 1. El teo- 
rema queda completamente demostrado. 


Ejercicios 


4. Sea. 
24+4+3B, 34—22. 


Grii (Zigg) Palese 448, 40, 


12 1 021 
2. Mállesc una matriz C, si A= (s: o). a 0 va 
23— 034 


+20=3B. 


de 20 
3. Mállonse los productos 48 y BA, si a () i a B=| 32 


10 
00 
conmutables con A, es decir, aquellas, pa las cuales AX = XA. 

5. Una matriz S = «E, donde £ es la matriz unidad de n-ésimo orden y %, 
un número, recibe el nombre de matriz escalar. Demostrar que la matriz escalar 
S es conmutable con cada matriz de orden z, es decir, si A es una matriz de or- 
den n, entonces SA = AS. 


4. Sea dada una matriz A= ) . Mállenso todas las matrices X 


_ {cosb —sen B 


d a cosa —sena 
6. Muéstreso que las matrices a=( ) yB= (eink Pa 


wng cosa 
son conmutables. Hállese su producto, 
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7. Háilense todas las matrices cuadradas #, para las cuales AB=0, 


E E 
sia=(,1). 
8. Mállese la forma general de Ja matriz 4 de tercer onlen, para la 


010 
cual f o 1)a=0 
000 


9. Sen J=( DaN: E la 


10): Fio 
10, Sean dados un polinomio P ()=2%—51+6 y una matriz A= 


11 MA RAS 
Ej A . Hállese P (4)=4?—54+8E. 


Escríbanse las matrices transpuestas para las matrices (14... 14): 


J Muéstrese que J*= —Ñ, E= E. 


A 
MM As {213} i2 (1): 13. (3 M6. De 


13) 
1 02 
-(: 0). 
2 —11 


15. Compruébese el cumplimiento de la propiedad de transposición en 
el ejemplo de las matricos A=(7 _9), 0=(_53). 
16. Muéstrose que al multiplicar por la izquierda la matriz B= 


010 

-(: 90) por una matriz arbitraria A de tercer orden se cambian de 
001 

lugar las primeras dos filas de Ja matriz A. Establézcaso qué sucodo al multi- 

plicar por la derecha. 


100 
17. Muéstrese que al multiplicar. por la izquierda la matriz o-(s a o) 
004 
por una matriz arbitraria A de tercer orden, Ja 2%% fila de la matriz A queda 
multiplicada por «. Establézcase qué ocurre al multiplicar por la derecha. 
10a 
18. Muéstrese que al multiplicar la matriz c-(3 1 o) por una ma- 
004 
triz arbitraria A de tercer orden a la derecha se agrea a la primera columna de 
la matriz A la tercera columna multiplicada por a. Establézcase qué ocurre al 
multiplicar por la izqnje 


Caleúlense los determinantes (19 .. . 25): 
40, (2 3 4/20. 1 2 14 a2.¡1 5 4 
53-21 3 —4 a1 0 bof 
1 23 —3 12 -i a bO b 
23. |a 1 a[246.ja —« 1 et 3 -i 
OE aE 147 
a 1 —a a =a 2 —+ 34 
É 1 -—2 


Hállese el rango de la matriz (26 ... 28): 
2, 2-15 6 2. i 0 —12 
ami 13 5) ss —1 Za). 
i —54 — 2 —i 43, 
12 
28, c-(; 3) 
3 6, 
en ab x 
29. Cerciórese de que para a=(; SÍ si |AJ=0d—cb $0. entonces 


d =, 


344 

30. Hállese la matriz inversa 4“, si 1=/2 3 4]. 

522 

31. Demuéstrese que si las matrices A y B son conmutables, lo serán tam- 
bién las matrices inversas A™ y 23, 

32, Cerciórese de que (AB]1=48-,, si 1=() 3 yB= E , 

ad 50 a N 
Rosuélvase ol sistema do ecuaciones (33... 40): 


al 51,—31,=7, 
52 +29 4329 +7=0, y (Cen 


A PEHEA 


2a p4r=—2. 
=z + 24377 =0, 2—éyti=, 
5 2 —4x,— 132,0, sf z—2y+4:=3, 
— 3r 4577 + 4230. Br—y+5=2. 
2424 +3=3, 42, +5z9=0, 
3. fets 38. feo —2. 
3a+3y+22= 10. Sr, + 4x7=3. 


r+5y—4245=0, 
r 44m0. 


242443 2—3y+1-2=0, 
39. ferraz: 40. i 
Br y—2= Ar+ y 


CAPÍTULO 


XI 


NÚMEROS COMPLEJOS 


Al estudiar los números reales hemos señalado que en el conjunto 
de números reales no se puede encontrar, por ejemplo, un número 
cuyo cuadrado sea igual a (—1). Para que los problemas semejantes 
sean resolubles, el concepto de número se hace más amplio introdu- 
ciendo en el análisis los números complejos. 


$ 1. Concepto de número complejo 


Sean dadas las expresiones dol tipo a + bi, donde a y b son nú- 
meros reales e ¿, cierto símbolo cuyo sentido y relación con el número 
real b, al igual que el sentido del signo «+» que une a y b, serán 
aclarados más abajo. Introduzcamos las definiciones de igualdad, 
suma y producto de tales expresiones. 

Las expresiones a + bi y c + di se consideran iguales, si, y sólo 
si, a =c¢ y b = d simultáneamente. La igualdad entro las oxpresio- 
nes a + bi y c + di suele escribirse en la forma a + bi = c -+ di, 

De la definición de igualdad se deduce que dos expresionos a + 
+ bi y c + di son diferentes, es decir, a + bi 2 c + di, si se cumple 
por lo menos una de las desigualdades a s4 c o b + d. 

Observación. De todos los signos de desigualdades, a saber, 
+, <, >, <, > para las expresiones del tipo a + bi se emplea so- 
lamente el signo +. 

Se llama suma de las expresionos a + bi y c + di la expresión 
(a +c) + (b +d)i. La suma de las expresiones a +- bi y c + di 
suele designarse por (a + bi) + (e + di), es decir, por definición, 
(a + di) + (e + di) = (a + c) + (b + d) i. 

Se llama producto de las expresiones a + bi y c + di la expre- 
sión (ac — bd) —- (ad + be) i. El producto de las expresiones a + bi 
y c + dí suele designarse por (a + bi) (c + di), es decir, por defi- 
nición, (a + bi) (e + di) = (ac — bd) + (ad + be) i. 

El conjunto de todas las expresiones del tipo a + bi, quese di: 
tinguen, se suman y se multiplican de acuerdo con las defini- 
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ciones recién enunciadas, recibe el nombre de conjunto de números 
complejos, y cada elemento de dicho conjunto, es decir, la expresión 
a + bi, se denomina número complejo. 

El número complejo a + bi se denota frecuentemente con una 
letra, por ejemplo, con Ja letra z. En tal caso se escribe z = a + bi. 

Sean dados los números complejos 2, = 4, + bii, 22 = 4, + bai, 
Ay + bai, o. .s Zn — an + bni. Para determinar la suma de 
los números complejos 31, Za, 33. - - -» Zn. €S necesario hallar la suma 
de los primeros dos números, luego a la suma obtenida añadir el 
tercer número, a esta última suma adicionar el cuarto número, etc, 
hasta que se agoten todos los sumandos. De modo análogo se deter- 
mina también el producto de varios números complejos. 

Si un número complejo z figura como factor n veces (n > 2), el 
producto 22 recibe el nombre de n-ésima potencia (n> 2) 


Za 


del número z y se designa con z”, es decir, por definición, 


23 


n veces 


Además, por definición, zt = z. 

Demos a conocer las leyes principales de adición y multiplica- 
ción do los números complejos: 

a) z + Za = 22 + 3 (conmutatividad de la adición); 

b) (Z1 + Za) + Za = 21 + (Zo + Za) (asociatividad de la adición); 

c) 2,22 = Z3, (conmutatividad de la multiplicación); 

d) (2139) Z3 = 3 (2424) (asociatividad de la multiplicación); 

e) (21 + 22) Za = 2123 + Z2; (distributividad de la multiplica- 
ción respecto de la adición). 

La validez de estas leyes se desprende de la definición de suma y 
de producto de los números complejos y de la validez de las leyes 
análogas para la adición y multiplicación do los números reales 
(omitimos la comprobación de su valid 

Para las oporaciones de adición y multiplicación de los números 
complejos se introducen las operaciones inversas respecto de ellas. 

Se denomiua diferencia de los números complejos z, y 24 un nú- 
mero complejo z; tal, que, siendo adicionado a zp, da 24. 

Mostremos que para cualesquiera números complejos z, = a, + 
+ h,i y Z, = a, + bai la diferencia entre ellos zz = 2, — 2, existe, 
es única y se calcula según la regla 2, = (a, — ās) + (bı — dy) i, 
decir, existe el único número complejo z = z + yi, el cual, siendo 
adicionado a zs, da z. Por definición de suma de los números comple- 
jos tenemos Za | 24 = (a, + 2) > (ba + y) i. Poe definición de 
igualdad entre los números complejos; los números z, Y Ze + Zą Son 
iguales si, ólo sí, se verifican simultáneamente las igualdades 


by. 


da +a=0. bet y 
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Los números z o y se determinan siempre a partir de estas igualdades 
y, además, de un modo único: z = 4, — 42, y = bı — be, es decir, 
existo el único número complejo z3 = (a, — a) -'- (bı — by) i el 
cual será precisamente la diferencia entre 2, y Za. 

Se denomina cociente de la división de un número complejo zz 
por otro número complejo Z, tal, que z = 0 + Oi, un número com- 
plejo z4 que, siendo multiplicado por Za, da 21. 

Se puede mostrar que para cualesquiera números complejos z, == 


a+ bii, zo = dz + ba (22 04-01) el cociente zz 
único y se calcula según la regla 


— “abbr, bita—ab: ; 
E TS att 

Esta igualdad aquí no se demuestra. 

Veamos los números complejos de la forma a + Oi. Cada número 
de esta índole se acostumbra considerar como un número real a, es 
decir, todo número de la forma a ~- Qi se identifica con el número 
real a. Los números a y a -+ Qi no se distinguen corrientemente e 
incluso suele escribirse la igualdad a + Oi = a. En particular, no 
se distinguen los números 0 y O -+ 0i, el número 0 + 0% también 
se denomina cero y se escribe 0 -+ Oi = 0. 

Veamos ahora los números complejos de la forma O Į- bi. Es cos- 
tumbre denotar tales números simplemente cou bi y escribir la igual- 
dad 0-+b¿= bi. En particular, un número complejo O + li so 
acostumbra denotar simplemente con ¿ y escribir la igualdad 0+ 
+ 1i = i. El número complejo i se llama unidad imaginaria. Mostre- 
mos que la unidad imaginaria posee la propiedad de que 2 = —4 
En efecto, en virtud de los convenios asumidos se verilican las si~ 
guientes igualdados: i? = (0 + 1i)? = (0 — 1i) (0 1-19 = (0:0 — 
— 1:1) + (0-41 + 1-0) i = —1 + 0i = —. 

Los números complejos del tipo O + bi se denominan números 
imaginarios puros. 

De acuerdo con los convenios asumidos, cualquier número ima- 
ginario puro bi representa el producto de dos númoros complejos: 
del número b y de la unidad imaginaria i. Efectivamente, 


(è + 0i) (0 + 1i) = (0-0 — 0-1) + (6-1 + 0-0) i = 
= 0 + bi = bi 


Cualquier número complejo a + bi representa la suma de dos 
números complejos: del número a y del número imaginario puro bi. 
En efecto, (a + 0i) + (0 + bi) = (a + 0) + (0 -+ b) i =a + bi 

De la definición de operaciones de adición, sustracción y multi- 
plicación de los números complejos se deduce que dichas operaciones 
pueden realizarse según las reglas que rigen las operaciones sobre 
los polimonios (véase el cap. 11), sustituyendo i? por —1, y reuniendo 
después los términos que contienen ¿ y los que no la contienen. 


/ A existe, es 
ES 


z s 
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Ejemplos: (2 + 31) — 4 + (7 — 13i) + 4i = (2—4 +7) + 
+ (3—13 + 4) i = 5 — 6i; 

(050 + (e + yù — (è — bi) = (4 +z — aè) + (5 + 
+y+b)i; 

(a + bi) (2 + yi) = ax + ayi + bri + byi? = (ax — by) + 
+ (ay + ba) i; 

(2 + 4i) (T7 — i) = 14 — 2i + 28i — 4i? = 18 + 261, 


Sean 3, y z, unos números complejos cualesquiera y n, un número 
natural cualquiera. Valiéndonos de las reglas para las operaciones 
con los números complejos, podemos demostrar con facilidad la va- 
lídez de las fórmulas de multiplicación reducida: 


(+= + Cha Cia. ORT a; 
AE (21 — a) CI a HiH a+ a, 
y, eu particular, de las fórmulas 
Zi + z)? = z? lez + 3 zi — = (0 + Ze) (21 — 23). 


Interpretación geométrica de los números complejos. Supongamos 
que en un plano está dado un sistema rectangular de coordenadas. 
A todo número complejo z = 
Mia.) Y = a + bi le pondremos en co- 
rrespondencia un punto en el pla- 
no, cuyas coordenadas son a y b, 
es decir, el punto M (a, b) (fig. 
192). ls fácil ver que entre el 
conjunto de números complejos 
y el conjunto de puntos en el pla- 
no se ha establecido, de este mo- 
Fig. 192 do, una correspondencia tal, que 
a todo número le corresponde 
solamente un punlo y que a números distintos les corres- 
ponden distintos puntos. En el plano, además, no hay punto que no 
corresponda a cierto número complejo. Quiere decir, entre el con- 
junto de números complejos y el conjunto de puntos en el plano se 
ha establecido una correspondencia biunívoca y por eso podemos con- 
siderar qne el númoro complejo z = a -+ bi os un punto on el plano 
con coordenadas (au, b). 
So llama módulo del número complejo z=a+bi un número 


real r =V aF 

Por cuanto al número complejo z == a + bi se le puede poner en 
correspondencia un punto -If del plano con coordenadas a y b, entou- 
al módulo del número complejo se le puede atribuir el siguiente 
significado geométrico: |z | es la distancia entre el punto corres- 
pondiente J (a, b} y el origen de coordenadas. Veamos los siguien- 
tes problemas. 
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4. Hállese el conjunto de puntos de un plano que correspoden a 
los números complejos z tales, que | 2 | = 1. 

De conformidad con el significado geométrico del módulo de vn 
número complejo, se trata de los puntos cuya distancia hasta ol 
origen de coordenadas es igual a la unidad, es decir, de los puntos 
dispuestos en la circunferencia de radio igual a la unidad con centro 
en el origen de coordenadas (fig. 193). 

2. Hállese ol conjunto de puntos de un plano que corresponden a 
los números complejos z tales, que 2< |2|<3. 

De acuerdo con el significado geométrico del módulo de un nú- 
mero complejo, se trata de los puntos dispuestos en el interior de un 


24ld<3 


Fig. 193 Vig. 194 


anillo formado por las circunferencias de radios 2 y 3 con centro en 
el origen de coordenadas, incluida la circunferencia de radio 2 
(fig. 194). 

El número complejo z = a + bi puede considera como un voc- 
tor z, enyo origen se ubica en el origen de coordenadas y el extromo, 
en el punto M (a, b) que expresa dicho número (véase la fig. 192), 
En adelante, al hablar do los vectores que expresan los números com- 
plejos, supondremos que el origen de dichos vectores so dispone en el 
origen do coordenadas. 

Veamos cómo se ilustran geomélricamente la adición y la sustrac- 
ción de dos números complejos z, = a -+ bi y z, =c }+di en el 
caso cuando tros puntos O (0, 0). W, (a, b) y M, (c, d) no se disponen 
en una misma recta, 

Sean dados los números 2, = 4 + bi, z, =0 -|- di y 24 = (4--0)-- 
+ (b + d) i. Examinemos el vector z,, cuyo extremo se ubica en el 
punto M, (a, b), el vector z, con su extremo en el punto M, (e. d) y 
el vector z¿ con extremo dispuesto en el punto Ma (a -+ e, b -+ d). 
El vector zy es la diagonal del paralelogramo OW, 4, M, (fig. 195). 
Por cuanto el número z, es la suma de los números z, y Z4, de aquí se 
desprende que la adición de dos números complejos puede interpre- 
tarse geométricamente como adición según la regla del paralelogra- 
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mo de los vectores 3, y Za, cuyos orígenes se encuentran en el origen de 
coordenadas, y los extremos, en los puntos M, (a, b) y M, (c, d) 
que expresan dichos números. 

Los vectores que expresan los números complejos ¿ = a + bi y 
(2) = —a — bi se disponen simétricamente con relación al origen 


leac; bad] 


rig. 195 Fig. 196 


de coordenadas, puesto que los extremos de estos vectores es decir, 
los puntos M (a, b) y N (—a, —b) son simétricos con relación al 
origen de coordenadas (fig. 196). 

Soan dados los números z, = a + bi y z, = ¢ + di. Estudiemos el 
vector Z4, cuyo extremo se dispone en el punto M, (a, b), y el vector 


Llzd=2 2 


I 


Fig. 197 Fig. 198 


Za con su extremo dispuesto en el punto 4, (c, d) (lig. 197). Cons- 
truyamos sobre dichos vectores el paralelogramo OM M Ma. Veamos 
el vector (—22), cuyo extremo so dispone en el punto M, (—c, —d). 
Al sumar los vectores z; y (—z,) según la regla del paralelogramo, 
obtenemos su suma, el vector z,. cuyo extremo se dispone en el punto 
M, (a — €, b — d). Es evidente que la longitud del vector z, es igual 
a la del segmento H, M. Por cuanto la longitud del vector z, es igual 
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a |z, |= |Z — Z, |}, de aquí se desprende que la longitud de la 
diagonal MM, es igual a |z; — 32 | y el módulo de la diferencia 
entre dos números complejos 3, y Z; representa la distancia entre los 
puntos M, y M, que representan dichos números, 

Tal interpretación geométrica de la suma y del módulo de la 
«diferencia entre dos números complejos se emplea con frecuencia en 
la resolución de los problemas. 

Ejemplos. 1. Hállese el conjunto 
de puntos del plano que correspondan 
a los números complejos z tales, que 
se verifique |z — i| = |242|. 

La distancia de los puntos busca- 
dos a los puntos, corrospondientes a 
los números complojos ¿ y (—2) son 
iguales, Quiere decir, el conjunto hus- 
cado consta de los puntos de una recta 
«ue es perpendicular al segmento que 
une los puntos (0; 1) y (—2; 0) y que 
pasa por el centro de este segmento de 
dig. 198). Fig. 199 

2. Hállense los puntos z, que sa- 
tistacen la condición |z—=1[|=|z2—2|=|2—i¿l. 

Los puntos, correspondientes a los números 1, 2 y í, forman un 
triángulo. Solamente un punto satisface ln condición del problema, 
a saber, el centro de la circunferencia circunscrita do dicho triángu- 
lo. Por cuanto el punto mencionado es equidistante con respecto 
de los puntos (1; 0) y (2: 0), entonces su enordenada es 


= oA y por ser equidistante de los puntos (1; 0) y (0; 1), enton- 


cos y 


n del problema la satisface el 
+4: (fig. 199). 


Se denomina argumento de un número complejo z 
tinto de cero, cualquiera de los números q que repre: 
ción del sistema de ccuaciones 


3 i A 
Hs decir, la cond: 


ani n 3 
único número ¿== 


a -} bi, dis- 
entan la solu- 


a 


o 


¡Mia 
A -ay 
Para el número z = 0 el argumento no se determina. Jl sistema dado 


tiene una infinidad de soluciones toues que en el plano de coorde- 
nadas el pat de números ( 


) dofine un punto de la 


VA 
circunferencia unidad), con la particularidad de que si py es una de 
das soluciones, todas las demás soluciones se obtienen a partir de 
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ésta última por la fórmula q == fə -- 27k, donde k es un número 
entero cualquiera. De este modo, todo número complejo z s O cuenta 
con una infinidad de argumentos que se diferencian uno del otro en 
an número múltiplo de 2m. 

Se llama argumento principal de un número complejo z = a +- 
+ bi + 0 el argumento de éste elegido en el intervalo [0,27) y si 
denota por arg z. 

El argumento de un número complejo z tiene el siguiente signi- 
ficado geométrico. Si un número complejo z = a + bi 4 0 se consi- 
dera como un vector z cuyo extremo se dispone en el punto M (a, b), 
entonces la magnitud del ángulo p, al cual se debe girar en el sen- 
tido contrario n las agujas del reloj el eje positivo Oz hasta que 
coincida éste por primera vez con 
el vector z, es precisamente el ar- 
gumento principal del número com- 
plejo z (véase la fig. 192). La mag- 
nitud de cualquier ángulo que di- 
fiere del argumento principal arg z 
en un número entero de ángulos 
completos será también argumento 
del número cu consideración z, 

Ejemplo. Hállense en un pla- 
no los puntos z que satisfacen la 
condición Æ < arg <Š, 

Todos los puntos dispuestos en 
un rayo cualquiera que parte del 
origen de coordenadas tienen un 
mismo argumento principal, razón 

Fig. 200 por la cual la condición del pro- 
ia blema la satisfacen todos los puntos 
de aquella parte del plano que se dispone entro los rayos que parten 


del origen de coordenadas bajo los ángulos i ya como también por 
los puntos dispuestos en el primer rayo (fig. 200). 
Números complejos conjugados. Un número complejo z 
se denomina conjugado del número complejo z =: a + bi. e 
De acuerdo con las fórmulas de multiplicación reducida, 22 = 
= (a + bi) x (a — bi) = a? — (bi) = a? + b. 
sta propiedad de los números complejos conjugados permito re- 
ducir la operación de división de un número complejo z, por otro 
número complejo z, (z == 0) a la multiplicación de los números com. 
plejosz, y żę. En efecto, sean 2, = a, + dyi, Ze = a, + del y 2.740, 
entonces 


a — bi 


a _ in-H bii) (ap—bai) _ alg — tbii biāst— bybgi? ja 
> a Fo ae a+b3 


— tits y biatb 
"+ af Fo 
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24i CEDE BR 
Ejemplo. ¿== (Ca Ter E Tn a mi 


Por definición, si 240, tenemos 22=1; si z0 y n es un 


número natural, entonces 27" = 
Ejemplos. 1. (2+i)=1; 
2. i 


r 4 
3. (2+0) = C+ apupa A 
E: AN 
ye S 5s 
Es fácil ver que un número conjugado del número z es el número 
z, es decir, z = Z, y, por eso, los números z y z se llaman recíprocamen= 
te conjugados. En la interpretación geomé- 
trica de los números complejos los recípro- 
camente conjugados representan puntos si- 
métricos con relación al eje real Ox (fig. 
201). Aportemos una serie de propiedades 
de los números recíprocamente conjugados. 
a)l2]=|21. 


PAJ Y 


Efectivamente, |z| =V æF ®, |z| = 
=V n+ =V F b, os decir, Tz} = 
=jzļ. 


b) Si z=a, donde a es un número 
entero, entonces Z = 2, arg Z = arg z. 

c) Si Z3 z, entonces arg z = 2n — arg 2. 

En efecto, si q es una solución del sistema de ecuaciones 


a 

f a 
b 

VEFE 


entonces el número q, = 2x — q es la solución del sistema de ecua- 


sen q= 


ciones 
[ cos p === 
Vet 
—b 
a 
d) =V Z 


En efecto, por cuanto jz =V Æ+., y como 


= (a4 bi) (a—bi) =a +02, entonces Ja] =V E, 
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e) La suma y el producto de los números recíprocamente conju- 
gados es un número real. 

En efecto, si z = a + bi, entonces z +Z = 2a (un número real) 
y zz = a? — $ (un número real). 

f) Un número conjugado de la suma do dos números complejos 
cualesquiera es igual a la suma de los números conjugados de los 
sumandos, es decir, 2; + Z} = Z, + Zy 

En efecto, si z =a + bi, z, =c + di, entonces 2; +2, = 
= (a — bi) ~ (e — di) = (a + ¢) — (b +d) i = (AFORO 

= 3 F 2e 

g) Ün númoro conjugado dol producto de dos números complejos 
es igual al producto de los números conjugados de los factores, es 
decir, 2, Zits. 

En efecto, si z =a rbi, z c -L di, entonces 2,2, = (ac — 
— bd) Y (ad — be) i © (2,2) = (ac — bd) — (ad + bc) i, y 2,2% 
== (4 — bi) (c — di) = (ac — bd) + (—ad — he) i = (ac — bd) — 
— (ud -p be) i, es decir, 2,22 = 2,2, 

h) Un número conjugado de la diferencia entro dos números com- 
plejos es iguala la diferencia entre los números conjugados, es decir, 
dE — Za) = Zy — Gn. 

La propiedad h) so demuestra igual que la f). 


maran z 
i) Si 2% 0, ontoncos (2) 
a 


z3 
La propiodad i) se demuestra igual que la g). 


j) Un número conjugado de la n-ósima potencia de un número 
complejo z os igual a la n-ésima potencia del número conjugado de z, 
es decir, (2”) == (2), donde n es un número natural. 

Demostremos esta propiedad por el método de inducción matemá- 
tica. Cuando n 1, el teorema es obvio. Supongamos que es tam- 
bién obvio para n = h, es decir, adaitamos que se verifica la igualdad 


2%)=(2)*, y demostromos que (Z) = (z), En efecto, (25%) = 


la propiedad g) de los números conjuga- 
=(22) 2, Valiéndonos ahora de la suposición de 
(E), y la propiedad j) que- 


dos tenemos (2%z 


Z 


que n=k, obtenemos (z*) z= (Z)“ 
da demostrada, 

Como corolario de las propiedades demostradas más arriba (f, 
h, j) obtenemos la validez de la siguiente afirmación. 

Si un número z viene expresado en términos del número complejo a 
con ayuda de la suma y la diferencia de las potencias naturales del últi- 
mo, entonces, sustituyendo en esia expresión el número œ por el número 


conjugado de él, a, obtenemos el número z, que es conjugado del núme- 
ro 2. 
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$ 2. Forma trigonométrica 
de los números complejos 


Sea z = a + bi un número complejo distinto de cero. Designemos 
con r el módulo de este número y con q, uno de sus argumentos. 
Entonces, el número z puede ser escrito en la forma 

2 = r (cos p + i sen (p). (1) 
El segundo miembro de la igualdad (1) recibe el nombre de forma 
trigonométrica del número complejo z. 

La forma trigonométrica de un número complejo distinto de cero 
está definida de modo unívoco: es la notación dol número complejo z 
en la forma (1), donde r es un número positivo igual al módulo del 
húmero 2; el coseno y el seno se toman do un mismo ángulo P, que 
es igual al argumento del número z, y, además, entre el cosono y el 
seno se pone el signo más. 

Está claro que los números complejos dados a continuación están 
scritos no en forma trigonométrica: 


z= cos -$ +1 son (1-2): 2=-—2 (cos +i sen); 


EA a E 
Zg=50N <p 410085 7 ==008 7 — ¿sen 7. 


La forma trigonométrica de estos números complejos es la si- 
guiente: 

A A A, 

2 = 008 -7- + ¿sen > 2=2 (005 2 +i son +); 


El 


y 3 Tau 7: 
24 =008 5 -Hi sen E Z =005 + isen =P. 


Las operaciones de multiplicación, división y elevación a poten- 
cia entera con los números complejos se realizan con mayor como- 
didad, si dichos números ostán escritosen la forma trigonométrica. 

Teorema 1. El módulo del producto de dos números complejos es igual 


al producto de sus módulos, y el argumento es igual a la suma de los 
argumentos. 


Demostración. Sean dados los números complejos 2, = r, (cos pı- 
+ isen Qu) y Z2 = ra (COS Pa -+ ¿sen pa). Analicemos el número 2. 
= 2,23. Aplicando las reglas quo rigen las operaciones sobre los nú- 
meros complejos y, además, las fórmulas para el coseno y el seno 
de la suma de dos ángulos, tonemos: 


Za = 2,22 = Ír, (cos p+ ¿sen q)] Erg (cos pa + å sen a)l = 

Fira [(cos q, + ¿sen 1py) (cos pa + è son p)! = 

Tira (COS Pi COS Pa — sen Py Sen Pa) + (sen pa cos Pat 
+ cos q, sen q.) i] = ryra [cos (9+ 
+ 0) + i son (p, +9). 
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Así pues, Za = Tr [cos (9, + 2) + ¿sen (qu + 02)), es decir, 
el número z, está escrito on la forma trigonométrica y su módulo es 
igual a ryr,, mientras que su argumento es (q, + a), lo que de- 
muestra el teorema. 

Teorema 2. Æl módulo del cociente de dos números complejos z, y 
Z, (22 +0) es igual al cociente de sus módulos, y el argumento es igual 
a la diferencia entre los argumentos. 

La demostración de este teorema es semejante a la del teorema t, 
se debe solamente multiplicar con anticipación el numerador y el 


denominador del cociente 1 por (cos (pa — À SEN (o). 


Teorema 3 (fórmula de Moivre). Sea z un número complejo cual- 
quiera distinto de cero y sea n cualquier número entero, en este caso 
tenemos 


z” == [r (cos q + ¿sen q)” == r” (cos np + isen np). (2) 


Demostración. 1. Para cualquier n natural demostremos esta 
fórmula por el método de inducción matemática. 

Cuando v = 4, la fórmula es justa. Supongamos que la fórmu- 
la (2) os también justa para n = k, es decir, admitamos que se veri- 
fica la igualdad 


k 


z! = lr (cos p + i sen q)? = r" (cos kọ -4 isen kqp). (3) 


Demostremos que la validez de la igualdad (3) predetermina el hecho 
de que la fórmula (2) se verifica también para n = k -- 1. Aplicando 
la fórmula (3), las reglas que rigen las operaciones sobre los números 
complejos y las fórmulas para el seno y coseno de la suma de dos 
ángulos, tenemos 

zèt -ogg == [r (cos ke -+ E sen kq)] Ir (cos p + isen q)] = 

= rr [(cos kp cos p — sen kọ sen p) + i (sen kp cos q + 

— cos dep sen q)] = r** [cos (k + 1) y + ¿sen (k + 1) ql, 
es decir, la fórmula (2) queda demostrada para n = k + 1. Por con- 
siguiente, según el método de inducción matemática Ja fórmula (2) es 
válida para cualquier n natural. 

2.Sin=0 y z0, entonces, por definición, 2" = 1, por lo 
cual z" = 1- (cos 0p -+ ¿sen 04), es decir, Ja fórmula (2) es justa 
para n — 0. 

3. Sea n -- —1. Aplicando Ja definición de potencia con expo- 
nente entero negalivo y el teorema 2, llegamos a que 

cos O t- ¿send 

Ticos GF i sen q) 
es decir, para n = —1 la fórmula (2) es válida. 

4. Sea n un número entero negativo cualquiera, entonces n = 
= —m. donde m = |n | es un número natural. Aplicando primera- 
mente la definición de potencia con exponente entero, y luego, la 


n= <= (008 (— q) -Hisen (+ 4)), 
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validez de la fórmula (2) para n = —1, al principio, y después para 
cualquier m natural, tenemos 


"(== 


= {+ teos (— g) + isen (— 1)” = 


=( i )” Icos ( mq) + ¿sen (—mq)]=r” (cos mp +i sen np). 


Así pues, la fórmula (2) es válida para cualquier n entero. El teorema 
está demostrado. 

He aquí un ejemplo de aplicación do la fórmula do Moivre. Cal- 
culemos sen 3z y cos 3x a través de son z y cos z. Según la fórmula 
de Moivre, 

(cos z + ¿sen a)? = cos 3z + ¿sen 3z. 
A] mismo tiempo, de acuerdo con la fórmula del binomio de Newton, 
(cos x + ¿sen z)? = cos? z + i 3cos? z sen z + 3 cos x (i sen z)3+ 
+ (i sen z)? = (cos? æ — 3 cos z sen? z) + i (3 cos? z sena — sen*e), 


Así, según la regla do igualdad de los númoros complejos, tene- 
mos 
sen ¿e =3 cos? z sen z — son? z, cos 3x = cos? x — 3 cos z sen? z, 


Aplicando la identidad trigonométrica fundamental, podemos 

escribir estas fórmulas en la forma: 
sen 3x = 3 sen z — 4 sen? z, co: 

Observación. Estas mismas fórmulas se han obtenido en el cap, V 
con ayuda de olro método. Haciendo uso de las fórmulas de Moivre y 
del binomio de Newton, podemos calcular cos nz y sen nz para cual- 
quier número natural n. 

La forma trigonométrica de los números complejos permite do- 
mostrar las propiedades de los módnlos de los números complejos: 

a) |32 | = {a |] z l; 

Lll sia k 

Aar gar aN 

Q la tzalslal+iz 1 

d) [a =z Sza Hl d; 

e) Jla |= 2l S iz +2 |: 

Dla1—imll<12,—2,1 
Demostremos estas propiedades. La propiedad a) se ha demostrado en 
el teorema 1, y la propiedad b), en el teorema 2. 

Demostremos la propiedad c) Sea z, = r, (cos q, + i sen qu), y 
Ze == ra (cos a + ¿sen pa). Por cuanto 


(2 +2) = (F, cos q, + T: COS qa) + i (r, sen q. + resen qa), 


= 4 cos z — 3 cos z. 
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entonces 
lzi + Zel = (13 cos? q, + 21477 008 (pa H 
+ r$ cos? q, +r1 sen? q, + rara sen q, sen pa + r3 sen? qy)? = 
4 +r24 2rir9 008 (1 — P2). 


Por cuanto cos (p,—qa) < 1, entonces [2 +22] < V A+ri+2rr 
=r; +r¿=|2,| + ]zo]. La propiedad c) está demostrada, 

La propiedad d) se demuestra análogamente. 

La propiedad e) se desprende de la propiedad d). En efecto, 


la | = 16, +2)21<1% +2. |+ Íza l, de donde 
lal—=121<1%4 +z l (4) 
Análogamente, |Z; | = 2; +2) — 2a |S |z: +2 l+ izl, de 
donde 
lal=141<1% kzl (5) 


La validoz do las desigualdades (4) y (5) predelermina la validez de 
la propiedad e). 

La propiedad f) se demuestra de igual manera. 

Raíces de los números complejos y sus propiedades. En el capí- 
tulo IV se resolvía un problema: hallar, para cualquier número dado 
a y cualquier númoro natural dado n, un número b tal, que se veri- 
fique b” = a. Los números b suelen llamarse raíces de n-ésimo grado 
del número a. Allí se mostró que si el número a es real y positivo, 
y n, un número natural par, entonces oxisten dos números reales, 
bı y ba, tales, que bf = a y bj = a; si a es un número entero, y n, 
un número natural impar, existe el único número real b tal, que 
b = a. 

No obstante, en el dominio de números reales ya no se puede ha~ 
Jlar un número cuya potencia par sea igual a un número negativo. En 
el dominio de números complejos esto resulta posible. Es válida una 
afirmación más general: en el conjunto de números complejos puede 
hallarse la raíz de cualquier grado natural de cualquier número 
complejo. Esta afirmación es un corolario del siguiente teorema, 

Teorema 4. Sea z un número complejo, z = 0, y sea n un número 
natural. Existen n diferentes números complejos %,, Œa, Œg, «+ ., Un 
tales, que af = z, donde ¿=4,2,..., n. 

Estos números se denominan raíces de grado n del número comple- 
jo z. Para designar dichas raíces no hay símbolos especiales seme- 
jantes al símbolo que se emplea para denotar una raíz aritmética. 

Demostración. Cuando n = 1, el teorema es obvio. Supongamos 
que n>2 y sea z = r (cos p + ¿sen q) (z +0). Buscaremos un 
número complejo æ = p (cos y + ¿sen y) tal, que sea a” = 2. Mos- 
tremos que tal número æ existe. Más aún, mostremos que hay una 
Sr de tales números, pero solamente n de ellos se diferencian 
entre sf. Y 
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De acuerdo con la fórmula de Moivre tenemos 
z = aœ” = p" (cos mp + isen mp). 

Por definición de módulo de un número complejo, | z | = p”, es 
decir, r = p de donde p = VE (por definición de módulo de un nú- 
mero complejo z ye 0, los números p y r son positivos, por lo cual 
el símbolo de la raíz aritmética en este caso está justificado). 


Recurriendo a la definición de igualdad entre dos números com- 
plejos, llegamos a que se verifican a la vez las igualdades 


e ny =C0S 9, 
sen mp = sen q. 


Estas igualdades se verifican simultáneamente si, y sólo si, 
np = p + 2nk, donde k es cualquier número entero, es decir, para 
q+2nk 
y. HA 
números a son tales, que cada uno de ellos satisface la igualdad 


a” = r (cos q + ¿sen q), además ellos existen y pueden ser escritos 
en la forma 


a=Vr {cos (232) + ¿son (LE, (6) 


donde k es un número entero call iera. Designando con &p la raíz, 
que se calcula según la fórmula (6) para k = p, obtenemos: 


a.=Yr (cos (L 2) + ¿sen (2). 
mm [ems (2422) inn (22), 
EN Y F {cos ( O] +isen ( 2422 » 


, donde k es cualquier número entero. Quiere decir, los 


$ ¿=V5 [cos ( otaran ) pisen ( Q4 tardet ». 
ae (EA) tiam (2) a 
mom Y (cos (LEOTD) ison ( LEEOED)Y 2, 


De aquí se ve con facilidad que para cualquier p entero se verifi- 
can las igualdados Uy = Qm: A = Upmeso e = Apin + o 
e. Ona A pnn 4 i 

Así pues, hay exactamente n raíces diferentes: %y, %, Ma, 
«++ Œn. Ellas pueden calcularse según la fórmula 


an= V7 [oos (SEBE) disn (EE2)), 


donde k = 0, 4, 2, ... (n — 1). 

Cabe señalar que de la fórmula (7) pueden obtenerse todas las n 
raíces, si en lugar de k sustituimos en dicha fórmula cualesquiera n 
números enteros seguidos. , 

Ejemplo. fállense las raíces do tercor grado del número z= 


=V3+i 


a F 2ak 
entonces ap = Y 3 {cos ——)J+ 


; z 
Por cuanto” =2, yq = E. 


y donde l=1, 2, 3, os decir, 

0 =V2 {cos (H) dison (4E) 
e= Eeu (32) iae (393), 
2 =/2 {cos (5) +isen (5). 


Analicemos un caso particular: la búsqueda de la raíz de n-ésimo 
grado de la unidad, es decir, hallemos los números a, tales, que se 
verifiquo aj = 1. Por cuanto r= 1 y q —= 0, tenemos 


a= cos (2%) + isen (=), (8) 
donde k == 0, 4, 2, .. n n— 1. 

Si n = 2m (un número par), ontonces entre las raíces citadas exis- 
ten dos reales, %y — 1 y Am = —1. Si n = 2m +1 (un número 
impar), entonces existe la única raíz roal que es a= 1. 

Demos a conocer también otras propiedades de las raíces de 
n-ésimo grado de la unidad: 

a) | ær |== 1; 

b) yA = O m3 


Pa 


a 
e) cA = homi 


d) ak = aim, donde m es un número entero cualquiera (la raíz 
% se halla por la fórmula (8), dondo en lugar de k se debe tomar n). 

Domostremos estas propiedades. La propiedad a) se deduce de la 
definición de módulo de un número complejo. 
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Para demostrar la propiedad b), hagamos uso del teorema sobre 
el producto de números complejos en la forma trigonométrica: 


TES EZ ) +ison ( ha + 2am ) tem: 


n 


La propiedad c) se demuestra análogamente. 
Domostremos la propiedad d). De acuerdo con la fórmula de 
Moivre tenemos . 


a= cos [ (HE) m] +isen[ ( 2) m] = on: 


Veamos ahora la interpretación geométrica de la n-ósima poten- 
cia de la unidad: 


a = cos ($) + ¿sen (3). A 
ana= cos [2122] tison [2102 ) 


Qn- = COS [7 ps ] +i son pue =n |. 


Es evidente que los puntos Ly, %, + +», Anı Serán los vértices de 
un a-ángulo regular inscrito en la circunferencia unidad y uno de los 
vértices del n-ángulo citado será el punto Aj (1; 0). 


5 
Ejemplos. 1. Sea n=3, ontonces ag= l, y= cos (5) + 


+ ison ( 5 Jı a= cos ( > i sen (5. Los puntos Aa (1; 0), 
13 43 
A+ 2), Ar ( + 42) son los vérticos del triángulo 


rogular AyAzAs inscrito en la circunferencia un 
2. Sea n = 4, entonces y = 1, 2, = i, %, ~= 2 = —i, Los 
puntos Ap (1; 0), A, (0; 1), Ay = (~1; 0) y As (0; —1) son los vér- 
tices del cuadrado 4,4,4,4a, inscrito en la circunferencia unidad 
(tig. 203). 
Aduzcauos la fórmula para una raíz de n-é 


dig. 202). 


mo grado del número 
(—4). Por cuanto r=1 y =n, entonces a, = tos (E) + 


2uk 


risen ( ). donde k=0, 1, 2, ..,0—3. 
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De aquí se ve q si ú 
s que si n = 2m (un número par), entonces ri 
e qul s A ., tonces entre &y 
no hay ningún número que sea real. Si n = 2m + 4 (número im ar), 
existe el único número real dy = 4, a 
a Pa gencral, para cualquier número positivo a y todo número na- 
nen par n oxisten sólo dos números reales, b, y ba, tales, que ò? = 
b i A, d A E 
e aS 

; En efocto, como para cualquier número positivo a = ja | x 
X (cos O + ¿sen 0), entonces todas las raíces de n-ésimo grado de 
dicho número se calculan según la fórmula br= p Tel 


(eos (2) tison (228), 


Adaa) 


Fig. 202 Fig. 203 


Si n = 2m, entre los números mencionados habrá solamente dos 


números reales, ba = Y Ja | y bm = —V Ta], lo que se afirmó 
más arriba, 
De modo análogo podemos demostrar la validez de las siguien- 


tes afirmaciones: 

Para cualquier número positivo a y lodo número natural impar n 
existe el único número real b = Y a tal, que b" = a. 

Para cualquier número negativo a y todo número natural impar n 
existe el único número real b = —\/ [a | tal, que b” = a. 

Para cualquier número negativo a y todo número natural par n no 
existe ningún número real b tal, que se verifique b” = a. 


$ 3. Campos de números y anillos de números 


En este párrafo se analizan los conjuntos de números, con la par- 
ticularidad de que por conjuntos de números se entienden o bien to- 
dos los números complejos o bien alguna parte de ellos. 

En adelante por operación se entiende una de las cuatro operacio- 
nes aritmé : adición, multiplicación, sustracción y divisió 


568 


Un conjunto denomina cerrado respecto de cierla operación: 
dada, si la aplicación de dicha operación a todo par de números per- 
teneciente al conjunto proporciona un número del mismo conjunto. 

Ejemplos. 1. El conjunto de números naturales es cerrado respecto: 
de la operación de adición, puesto que la suma de cualesquiera núme- 
ros naturales es un número natural. 

Ejemplos. 1. El conjunto de todos los números complejos forma: 
un campo llamado campo de números complejos. 

2. El conjunto de números naturales no es cerrado respecto de la 
operación de sustracción, puesto que Ja diferencia entre dos números 
naturales no siempre es un número natural, por ejemplo 2 — 3 = —4 
(—41 no os un número natural). 

3. Un conjunto compuesto por 0, 1 y —1 es cerrado respecto de 
la operación de multiplicación. 

4. El conjunto de números enteros es cerrado respecto de la ope- 
ración de sustracción, pero no es corrado respecto de la operación 
de división. 

Un conjunto de números, cerrado respecto de las operaciones de 
adición, multiplicación, sustracción y división (a excepción de la 
división por cero) recibe el nombre de campo de números. 

Ejemplos. 1. El conjunto de todos los números complejos 
forma un campo de números complejos. 

2. El conjunto de todos los números reales forma un campo, Ia- 
mado campo de números reales. 

3. El conjunto de todos Jos números racionales forma un campo 
lamado campo de números racionales. 

4. El conjunto de todos los números enteros no forma un campo 
do números, pues no es cerrado respecto do la operación de división. 

5. El conjunto de números del tipo (p + gV 2), donde p yg son 
números racionales cualesquiera, forma «un campo de números. 

Demostración. a) Por cuanto 

Pi + a VD + (02 + 9/2) = (Pa + pa) + (a 9/2, 
Y (Pı + Pa), (9 + 92) son números racionales, entonces el carácter 
cerrado de dicho conjunto respecto de la operación de adición queda 
demostrado, 

De modo análogo se demuestra el carácter cerrado respecto de la 
operación de sustracción. 

b) Por cuanto 


(0 +0 VD (0: +9 VD = (Pipa + 20191) + (Piga + Pati) V 2, 


y (piPp2 + 29103), (Piga + P291) son números racionales, enloncos. 
queda demostrado el carácter cerrado de este conjunto respecto de la 
operación de multiplicación. 

e) Por cuanto 


Y aV? Ata Ve Vd _ pe y. WaR 1/3 


mia VD) Mita VI VD) PM Pi 2% 
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y pi — 243 40, enlonces el carácter cerrado respecto de la operación 
de división queda demostrado. 

Así pues, el conjunto de números del tipo (p + gV 2), donde p, q 
son números racionales cualesquiera, es un campo. 

6. El conjunto de números del tipo (p + ¿V 2), donde p, q son 
números nalurales cualesquiera, no es un campo, puesto que el con- 
junto de números naturales no es cerrado respecto de la operación de 
sustracción. 

El conjunto de números, cerrado respecto de las operaciones de 
adición, sustracción y multiplicación, recibe el nombre de anillo de 
números. 

Ejemplos. 1. Cualquier campo de números es un anillo de núme- 
ros. 

2., El conjunto de números enteros es un anillo de números, 
puesto que este conjunto es cerrado respecto de las operaciones de adi- 
ción, sustracción y multiplicación. 

3. El conjunto de números pares es un anillo de números, puesto 
que aì adicionar, sustraer y multiplicar números pares se obtiene de 
nuevo un número par. 

4. El conjunto de números impares no será un anillo, puesto que 
al adicionar números impares ya resulta un número par, es decir, tal 
conjunto de números no es corrado respecto de la operación de adi- 
ción. 

5. El conjunto de números del tipo (p + qV 2), donde p y q son 
números enteros cualosquiera, es un anillo do números, pero no es un 
campo de números. Efectivamente, por cuanto el conjunto de núme- 
ros enteros es cerrado respecto de la operación de adición, sustrac- 
ción y multiplicación, entonces 


Di t aV D + (+02) = (01 + 0) + (a +49 V2, 
(Pi + aV BD) — (Pa +92 = (01 — pa) + (a — 9) V2, 
Wr +V D we ra 12) = (Pipa + 2) + (Ple + pa) VŽ, 


donde (p, E pa)» (9 + aa) (Pi — Pa) (1 — 42)» (Pipa + 29140), 
(Piga + P291) son númoros enteros. Por consiguiente, el conjunto de 
números del Lipo (p + qV 2) es cerrado respecto de las operaciones 
de adición, sustracción y multiplicación, es decir, es un anillo de 
números. 

Vemnos la operación de división. Por cuanto 


pra V2 
Patta V2 
de números enteros no es cerrado respecto de la opora- 
m, entonces para py, Pa, ıs 92 Cuteros las exprosiones 
pi O aA 
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Pipas y diPa— Pl: 1/3 
ld 


y ol conjunt 
«ción de div 


numéricas 


pueden adquirir también valores no enteros. Por consiguiento, el 


conjunto de números del tipo (p + qV J) no es cerrado respecto de la 
«operación de división, es decir, no es un campo de números. 


$ 4. Polinomios sobre el campo 
de números complejos 


Se llama polinomio de grado n (n es un número entero no negativo 
dado) de la variable x sobre el campo de números K la expresión de la 
forma 

Got” + E H na H ana H an, 


donde los coeficientes ao, 41, az, ..., Gn- Gn Son números dados 
del campo K, con la particularidad de que a, 3 0. 

Do osta definición se deduce, en particular, que Jos polinomios de 
grado nulo son números del campo K distintos de cero, El número 
«cero se considora un polinomio, con la particularidad de que es el 
único polinomio cuyo grado no está defin: 

Para la notación abreviada de los polinomios se emplean, de or- 
dinario, los siguientes símbolos: P (z), Q (£), T (z), R (x), p (2), 
9 (x), r (2) u otros; si se quiere recalcar que un polinomio P (z) os de 
grado n, se escribe Ph (x). En el $ 5 del capítulo 11 los polinomios se 
«estudiaban sobre el campo de números reales. 

En este párrafo los polinomios so estudian, principalmente, sobre 
el campo de números complejos y por eso en lo que sigue por polino- 
mio se entenderá un polinomio sobre el campo de números complejos. 
En los casos cuando los polinomios se consideran sobre otros campos 
«le números, esto se especificará especialmente. 

Dos polinomios P (2) y Q (z) se consideran idénticamente iguales 
(a veces se dice, brevemente, igualos). si, y sólo si, son ignales sus 
grados y los coeficientes de x en potencias iguales, Para la notación 
de una igualdad idéntica de los polinom se usa el signo de igual- 
dad, si los polinomios P (+) y Q (æ) son idénlicamente iguales, so 
escribo P (2) = Q (z). Quiere decir, si 


Pa (2) = agt" a A 


Qum (2) = bot" + ba" p a F ims 
entonces Pa (2) = Qm (2) si, y sólo si, n =m y ana = Um; para 
todos los ¿=0,1,2,...,n—i, n. 

Se denomina suma de los polinomios 

Pa (2) = aor? Hat H at lg pk Any 

Qm (2) = HT -+ byt ™ -i p NARA o bmt H Dimo 
donde n > m, un polinomio 7 (z) = eya” A T a E 


sos Fenat Fn tal, que Cuy = lyt bmi para todo i = 
0, 1, 2, ..., z, con la particularidad de que »m-; = 0 para todo 
=m>+4,m +2, ..., n, os decir, recibe el nombre de suma de 
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los polinomios P, (1) y Qm (z) el polinomio 7 (x), cuyos coeficientes 
de toda potencia dela variable z es igual a la suma de los coeficientes 
de la misma potencia de z en los polinomios Pn (£) y Qm (£), con la 
particularidad de que si n œ> m, entonces los coeficientes bm+1 
Bmtra» + - » n se deben considerar iguales a cero. Para hallar la 
suma de los polinomios P, (2) y Qm (1) se deben escribir todos los 
términos sucosivos do estos dos polinomios y, a continuación, reducir 
los términos semejantes. 

Se Hama producto d 


dos polinomios 
Po (2) = dot” au y dat n E nat H an 
Qm (e) = boz" + bat A- bat” O + bm 
un polinomio 
R (2) = dy" A dya dol + dnim 
tal, que di = 2 ¿Ano bmoa para todo ¿=0, 1, 2,..., n+ m, 
pam 


es decir, recibe el nombre de producto de Jos polinomios P, (z) y 
Qm (2) un polinomio Z (2), cuyo coeficiente d; es el resultado de la 
adición de lodos los productos, en cada uno de los cuales se multipli- 
can tales cocficientes ap y b; de los polinomios Pn (2) y Qm (2), la 
suma de los índices X + 1 de los cuales sea igual a n + m — i. Para 
hallar el producto de los polinomios P,, (1) y Qm (z) se debo multi- 
plicar cada término del polinomio P, (z) por cada término del poli- 
nomio Qm (z), sumar los polinomios obtenidos y reducir los términos 
semejantes. 

No es difícil de comprobar que son válidas las siguientes leyes 
principales de adición y multiplicación de los polinomios: 

1. P (z) + Q (z) = Q (z) + P (2) (conmutatividad de la adi- 
ción); 

2. [P (z) +0 (23) + 7 (2) = P (2) +10 (2) + 7 (2)] (asociati- 
vidad de la adición); 

3. P (x) Q (z) = Q (2) P (z) (conmutatividad de la multiplica- 
ción); 

4. [P (2) Q (017 (2) = P (2) [Q (2) T (2)] (asociatividad de la 
multiplicación); 

5. [P (2) -E Q (2)) T (£) = P (07 (2) + Q (2) T (2) (distributi- 
vidad de la adición respecto de la multiplicación). 

Restar de un polinomio P (z) otro polinomio 7 (x) significa ha- 
llar tal polinomio Q (x), que se verifique P (z) = T (2) + Q (z). No 
es difícil comprobar que para cualesquiera dos polinomios P (z) y 
T (x) tal polinomio Q (z) existe y es único, él se denomina diferencia 
entre los polinomios P (z) y T (z) y se denota con Q (2) = P (7) — 
— T (2). 


Si T (x) = aoz" + t" + arts... + Op ¡2 + Cp y 
T* (z) =—1 (2) = 
= (a) 2" + (~a) t" A (a) H aa H E E H 
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+ (—4,), entonces Q (z) = P (z) + T* (2). Quiere decir, en el con- 
junto de polinomios es siempre realizable la operación de sustracción, 
inversa de la de adición. 

Dividir exactamente un polinomio P (z) por otro polinomio T (2), 
distinto de cero, significa hallar un polinomio Q (2) tal, que se veri- 
fique P (x) = T (x) Q (2). Si tal polinomio Q (z) existe, se dice que 
el polinomio 7 (x) es divisor del polinomio P (z), y el polinomio 
Q (zx) se Ilama cociente de la división del polinomio P (z) por el 7 (x). 

No todo polinomio P (x) es divisible exactamente por el polino- 
mio T (z). Por ejemplo, el polinomio z? + i no se divide oxactamente 
por el polinomio z -+ 1. Quiere decir, en el conjunto de polinomios 
no siempre se realiza la operación de división exacta, inversa de la 
operación de multiplicación. En cambio, en ol conjunto de polino- 
mios es siempre realizable la operación de división inexacta. 

Dividir inezactamente un polinomio P (z) por otro polinomio 
T (z), distinto de cero, significa hallar dos polinomios g (z) y r (x) 
tales, que se verifique 


P (2) = T (x) q (2) +r (0), (1) 


con la particularidad de que o bien ul grado del polinomio r (2) es 
estrictamente inferior al grado del polinomio 7 (z). o bien r (z) es 
cero. 

En el caso de cumplirse la igualdad (1), se dico que el polinomio 
P (x) se divide por el polinomio 7 (z) con el resto r (x) y el cociente 
q (z). En particular, si r (z) = 0, suele docirse que el polinomio 
P (z) se divide por el 7 (x) con el resto cero, o bien que el polino- 
mio P (x) se divide exactamente por el polinomio 7 (x). 

Por analogía con el teorema 5 del $ 5 cap. 11 se demuestra el teo- 
rema de divisibilidad de los polinomios dados sobre un campo de nú- 
meros complejos. 

Teorema 1. Para cualesquiera dos polinomios P (x) y T (x), donde 
T (x) 0, existe un par único de polinomios q (z) y r (x) tales, que 
P (z) = T (2) q (2) + r (2). con la particularidad de que o bien el 
grado del polinomio r (x) es estrictamente inferior al grado del polino- 
mio T (z), o bien r (z) es nulo. 

Existen varios procedimientos para delerminar los coeficientes 
de los polinomios g (x) y r (x). El más usado entre ellos es el método 
de coeficientes indeterminados, examinado on el 5 del capítulo II. 
En el mismo párrafo hemos estudiado detaliadamento la cuestión 
sobre la división de un polinomio por el binomio {x — a), donde œ 
es un número real. Todos los resultados obtenidos en el $ 5, cap. II 
son válidos también para el caso en que los coeficientos del polino- 
mio y el número æ son unos números complejos cnalesquiora. 

En particular, resultan lícitos los siguientes teoremas. 

Teorema 2 (teorema de Bezout). El resto que se obtiene al dividir 
un polinomio P (x) por el binomio (z — «) es igual al valor del poli- 
nomio P (x) para z = a, es decir, r = P (a). 
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Teorema 3. Un polinomio P (x) es divisible exactamente por el 
binomio (a — a) si, y sólo si, el valor del polinomio para z = œ es igual 
a cero, es decir, si P (a) = 0. 

El número a Jleva el nombre de raíz del polinomio P (z), si P (a)= 
== 0. Enunciemos el teorema 3, valiéndonos de la definición de raíz 
de un polinomio. 

Teorema 4. Un número a es raíz del polinomio P (a) si, y sólo si, 
el polinomio P (x) es divisible exactamente por el binomio (x — au). 

Surge el interrogativo de si todo polinomio tiene raíz. La respuesta 
a esta pregunta la da el teorema fundamental del Algebra. 

Teorema (Teorema fundamental del algebra). Todo polinomio de 
grado n (n > 4) sobre un campo de números complejos tiene por lo me- 
nos una raíz. 

Este teorema se acepta aquí sin demostración, A título de corola- 
río de este teorema se demostrará el Leorema siguiente. 

Teorema 5. Todo polinomio P, (z) = aye" + art. 
vo. | an lay +0) de grado n (n > 1) sobre un campo pS numeros 
complejos se desarrolla en un producto de n factores lineales, es decir, 


Pr (2) = o (£ — 045) (£ — 09) (£ — 05) -.. (1). (2) 


Demostración. Sea P, un polinomio de grado n. En virtud del 
teorema fundamental del algebra, él tiene una raíz. Designémosla 
con œ. Entonces, de acuerdo con el teorema 4, Ph (2) = (£ — 4%) X 
X q, (2), donde q, (z) es un polinomio de grado (n — 1). Para el 
polinomio q, (z) es aplicable también el teorema fundamental del 
algebra, por lo cual q, (2) tiene una raíz œ. Entonces, de acuerdo 
con el teorema 4, q, (z) = (£ — %) q, (2), donde q, (x) es un poli- 
nomio de grado (n — 2). Continuando este proceso, llegamos a que 
Gr (£) = (e — an-ı) gu (2), donde q, (z} es un polinomio de pri- 
mer grado, es decir, qn (2) = bo (a — Ap) (bo + 0). De estos razo- 
namientos se desprende que 


Pa (2) = bo le — a) (a — Ba) lo — 0%)... (2— an). (3) 

Al abrir los paréntosis en el producto que figura en el segundo miem- 
bro de la igualdad (3), concluímos que en el polinomio Pn (x) el coefi- 
cionte de z” será by, mas, al mismo tiempo, este coeficiente es igual 
a ay, por lo cual ba = ap. 

So ha mostrado, pues, que P, (z) = ao (£ — 0) (x — 0) 
(æ — as) -.. (£ — &n). El teorema está demostrado. 

Cabe señalar que en la igualdad (3) algunos de los números Q,, 
y, %, pueden sor iguales. Reuniendo juntos los factores li- 
neales iguales, podemos escribir la igualded (2) en la forma 


Pa (2) = ao (ay (£ — a)" (ay... (1 — am)”, (4) 
donde k, H- ka + ka + ... + En = n, en este caso se supone que 
entre los números %;, Az, Aga - » »* “m ya no hay iguales. Se puede 


mostrar que en la igualdad (4) el número o., es la raíz de multiplicidad 
kı dol polinomio P, (x). 
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Del teorema 2 se desprenden los siguientes teoremas. 

Teorema 6. Cualquier polinomio de grado n sobre un campo de nú-- 
meros complejos tiene n raíces, si cada una de las raíces se cuenta tantas 
veces, cual es su multiplicidad. 

Teorema 7 (fórmula de Viete). Si P, (1) = 2 + agh! 4... 
+ «+ + Gp, es decir, si el coeficiente superior del polinomio es igual 
a la unidad (ao = 1), y los números %,, Zy, %3, +. ., %, son las raf- 
cos del polinomio, se verifican las igualdades 


a/=—(4,+0, 4094... +0), 


Q= OO gs e O HAH O E glo 
IEAA o a PO oo o On Aag. s «Cen) 
la = (1)" (0183 >> > nyn). 


Demostración. De acuerdo con el teorema 3 tenemos 
Pr (2) = (x — a) (£ — 0) (£ — au) (£ — a) ... (1 — an). 

Abriendo los paréntesis y haciendo uso de la rogla de igualdad 
de los polinomios, obtenemos la validez de dichas igualdades, quo so- 
llaman fórmulas de Viete. 

Teorema 8. Si un polinomio 
Pa (2) = aot” + QT H onn H anat H an (ao 0) 
de coeficientes reales Ay, 4, . . ., 4n tiene una raíz compleja a + bi, 
tiene sin falta también la raíz a — bi, es decir, un número conjugado: 
de la raíz del polinomio de coeficientes reales es también la raíz de dicho 
polinomio. 

Demostración, Sea el número a+ bi una raíz del polinomio. 
Pa (2) = aot" Ha a 2 an (ao 2 0). 
Entonces P, (a + bi) = 0, es decir, se verifica la igualdad 
ao (a -+ bi)" + a, (a + bi)" ay (a + di 

s.. + äna (a -+ bi) Le a, = 0. 

Kecurriendo a la fórmula del binomio de Newton, podemos escribir 
el primor miembro de esta igualdad en la forma A -+- Bi, de donde 
obtenomos, teniendo presente la regla, de acuerdo con la cual un nú- 
mero complejo se considera igual a coro, A =0 y B -= 0. 

Veamos ahora 


Pn (a— bi) = ag (a — bi)" + a, (a — bi)" -1 4- 
F a, (a — bi- + a + ana (a — bi) + an. 


Anteriormente hemos demostrado que el producto, la potencia y 
la suma algebraica de Jos númoros, conjugados de los números comple- 
jos dados, es un número complejo conjugado del producto, de la 
potencia y de la suma algebraica de los números dados, respecliva-- 
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mente, razón por la cual P, (a — bi) = A — Bi (se ha tomado en 
«consideración, además, que los coeficientes do, Q, - . . An SON nÚ- 
meros reales), pero, por cuanto 4 = Z = 0, tenomos, pues, que 
Pa (a — òi) = 0, lo que significa que el número (4 — bi) es la raíz 
del polinomio P, (z). El teorema está demostrado. 

Teorema 9. Si un polinomio con coeficientes reales tiene una raíz 
compleja a + bi, entonces es divisible exactamente por el trinomio de 
segundo grado x? + pz + q, donde p = —2a, q =4* + b. 

Demostración, Si el número x==a + bies una raíz del poli- 
nomio P (£), ento de acuerdo con el teorema 8, el número z, = 
=- a — bi es también la raíz de este polinomio. En este caso P (x) 
os divisible exactamente tanto por el binomio (£ — z), como por el 
{x — 29), quiero decir, se divide por el producto de ollos 

le — 2) la — 29) = [e — a — bi) (c — a + bi) = 
= g? — ar + a + b lt pr], 
lo que se trataba de demostrar. 

Teorema 10. Todo polinomio con coeficientes reales se desarrolla en 
el producto de los binomios (1 — œp), o bien de los trinumios 2? + Pma + 
+ qm 0 bien de los binomios (£ — On) y los trinamios 12% + ppt + 
+ qm donde Qr, Pm, Gm Sor números reales y los trinomios z+- 
+ Dmt + dm RO lienen raíces reales. 

El teorema 10 es un corolario de los teoremas 5 y 9, 

Ejemplo. Se sabe que el polinomio P (x) = zt — 2% + 4z —4 
cuenta con una raíz z) = 1 + i. Desarróllese este polinomio en un 
producto de binomios y trinomios con cocficientes reales. 

Por cuanto el polinomio P (x) cuenta con la raíz z = 1 + i, en- 
tonces, de acuerdo con el teorema 9, es divisible por el trínomio 
a? — 2x + 2. Al dividir el polinomio P (z) por este trinomio, obten- 
«remos 2 — 22° +- 4x — 4 = (z? — 2z -+ 2 ) (£? — 2). 

Desurrollando ahora el polinomio z? — 2 en factores lineales, 
obtenemos la respuesta: 


P (8) = (@ — 2e + 2) @ — VD e + VD. 
Sea dado un polinomio 
Pa (2) = aot” + a"i p a" p naa H an (0070). (5) 
Hemos mostrado más arriba que: 


4. El polinomio (5) sobre un campo de números complejos puede 
sor escrito ex la forma 


Pr (2) = ag (a — 2%) (2 — Aa) (1%) .- - (2 — Un), 
donde los NÚMETOS do, Li, Zo, Az - - -» % Pertenecen al mismo campo. 
2. El polinomio (5) sobre un campo de números reales puede ser 
escrito en la forma 
BPa (2) = ao le— a) (0) <.. (E — aa) (0 + pit H i) + 
(2 4 Pmt + gm), (6) 
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donde k + 2m = n, y los números Up, Ly, Ag, -a 2h Pis gi -o 
-+ «> Pms Qm SON reales. En este caso los trinomios de segundo grado 
en el desarrollo (6) no se pueden representar como el producto de dos 
factores (£ — 0%) (£ — ay) con a; y ay reales. 

Pasemos ahora al cálculo de las raíces de los polinomios. 

Empecemos por un polinomio de primer grado 

P, (2) = aoz + a, (29 * 0). 

Cualquiera que sea el campo de números, esto polinomio tiene 

una sola raíz z, =-—¿h Veamos un polinomio de segundo grado 
o 


Pa (2) = aot? + az + a, (a Æ 0). 


Según se deduce del teorema 6, el polinomio P, (£) sobre un 
campo de números complejos tiene dos raíces. Para encontrarlas 
transformemos el polinomio P, (z), formando un cuadrado porfecto: 


a a, y2 a y2, 77 
Py (2)= a [0427724 i) (4) +2] 
r CA) 
=al ati =g] 
donde D=aj —4ayaz. Hallemos un número complejo f ial que sea 


D 
p= Ta Entonces 


P, (1)=a (24310) (z ++) 


de donde resulta obvio que el polinomio P, (x) tiene dos raices: 


a 
a — HB n= -ji B. 


Observemos que si D + 0, existen dos números complejos f, y Ba 


tales, que Pi = p} = E Por cuanto B, = —Py, entonces para en- 

contrar las raíces del polinomio Pa (z) no importa cuál de ellas se 

tomará por B. Si D = 0, entonces z, = z, = 5 y el polinomio 
o 


P, (z) tiene una raíz de multiplicidad dos. 

Cuando los coeficientes 47, 41, ag son números reales, D también 
será un número rea] y por eso: 

a) si D >0, el polinomio P, (z) tendrá dos raíces distintas 


y renlesia, SAED., Siga VD, 
Bao 


b) si D = 0, el polinomio P, (zx) tiene una sola raíz real 


de multiplicidad dos; z; =z, = —<£; 


c) si D<0, el polinomio p, (x) tiene dos raíces complejas: 


Para cualquier polinomio de tercer o cuarto grado sobre un cam- 
po de números complejos existen los métodos de determinación de 
sus raíces, sin embargo, estos métodos no se exponen aquí por ser 
demasiado engorrosos. 

En lo que se refiere a los polinomios de grado cinco y superiores, 
para éstos no existen métodos generales do determinación de las 
raíces. 

En algunos casos particulares, valiéndose de los teoremas sobre 
raíces enteras y racionales de un polinomio (véase el $ 5, cap. 11), se 
logra representar un polinomio dado en forma del producto de po- 
linomios de primero y segundo órdenes y, de este modo, hallar todas 
sus raíces. 

Ejemplo. llállense las raíces del polinomio Py ()=%4 

al i 1 
Er 

Veamos el polinomio Qs (z) = 8Ps (2) = (21)? + (22)? + 
+2 (2x) — 4, o bien Ty (f = È 4- i? + 2t — 4, donde t= 2r. 
Los divisores del nino independiente del polinomio Ts (t) son: 
+1, —1, +2, —2 , —á. 

Hallemos los valores del polinomio 7'4 (t) en estos puntos: 


Ta (1) =1+14+2—4 = 0; 
Ta (A) = —1 +1 — 2—4 = —6 #0, 
T,(Q)=8+4+4—4=125%0, 
(2) =-8+4-4-4=-12%0, 
(4) = 64 + 16 + 8 — 4 = 84 + 0, 

Ta (—4) = —64 + 16 — 8 — 4 = —60 #0. 

De acuerdo con el teorema de raíz entera ($ 5, cap. 11), el poli- 
nomio 7 (£) tiene una sola raíz entera 1. Por eso, se la puede repre- 
sentar en forma del producto del binomio {t — 1) y de un trinomio 


de segundo grado. Con el fin de hallar Jos coeficientes del trinomio 
de segundo grado apliquemos el esquema de Horner: 


T. 


1 ba -4 
ttrt | 1242 | 144 (4). 


4 y 


tə; 


Así pues, Ta (1) = (t — 1) (£ + 24 + 4). 
El trinomio de segundo grado {° + 2t + 4 tiene las raíces 
complejas 1, =—1+V/3i t¿=—1—V 3i. Por consiguiente, el po- 


linomio de partida Pg m="+4ao A z— e cuenta con una 


578 


raíz racional a+ y dos raíces complejas s, = — E, + Le i 


Estudiemos en conclusión un problema en el que se buscan las 
raíces de un polinomio, dado sobre otros campos numéricos. Si el 
polinomio está dado sobre un campo de números reales, entonces, 
de acuerdo con el teorema 6, resulta que el número de raíces reales es 
inferior o igual al grado del polinomio dado. Sobre la determinación 
de las raíces reales puede decirse lo mismo que se dijo sobre la de- 
terminación de las raíces complejas. Si un polinomio está dado sobre 
un campo de números racionales, entonces, valiéndonos del teo- 
rema Y ($ 5 cap. II), podemos encontrar todas las raíces racionales 
del polinomio dado. Por analogía, si el polinomio viene dado sobre 
un anillo de números enteros, entonces todas las raíces enteras del 
polinomio en consideración pueden ser halladas haciendo uso del 
teorema 8 del $ 5 cap. II. 


$ 5. Anillos, campos, grupos 


En los párrafos y capítulos anteriores se han considerado, a la 
par con los números, unos objetos más complejos, a saber, polino- 
mios, matrices, funcionos, ete. 

Sobre dichos objetos se realizaban ciertas operaciones análogas a 
las operaciones aritméticas con los números. Por ejemplo, se anali- 
zaban la adición de matrices, la división de un polinomio por otro 
polinomio, etc. Por eso resulta natural extender el concepto de 
campo y anillos de números a los conjuntos, compuestos por objetos 
o elementos más complejos. Mas, para poder hacerlo es necesario 
definir las operaciones sobre los elementos del conjunto dado. 

Sea dado un conjunto no vacío de elementos. Diremos que en este 
conjunto está definida una operación algebraica, si se indica la ley, 
conforme a la cual a todo par de elementos a y b del conjunto citado 
se le asigna unívocamente cierto elemento c que también pertenece a 
este conjunto. 

Si esta operación se Hama adición, entonces el elemento c se deno- 
minará suma de a y b y se designará c = a -+ b 

Si la operación se llama multiplicación, el elemento e se denomi- 
nará producto de los elementos a y b y se designará c = ab. 

Anillos. Un conjunto no vacío de elementos se 1l 
si en dicho conjunto están definidas dos operaciones, adi 
tiplicación, que poseen las siguientes propiedades: 

1. La adición es conmutativa: a + b = b +- a; 

2. La adición es asociativa: a + (b -+ c) = (a + b) + c; 

3. La adición y la multiplicación están ligadas por la ley izquier- 
da y derecha de distributividad: e (a + b) = ca + ch, (a + b) c = 
= ae + be; 


a anillo, 
ión y mul- 
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3 iste Lal elemento de este conjunto que, siendo adicionado a 
cualquier otro elemento del conjunto, no hace variar el último. El 
elemento citado se denomina cero del anillo y se designa por el sím- 
bolo 0; en otras palabras, existe tal elemento O quea + 0 = 0 + a = 
= 4 

5. Para todo elemento a del conjunto existe el así llamado ele- 
mento opuesto, perteneciente al mismo conjunto, y tal, que la suma 
de a y de dicho elemento es igual a cero del anillo; designando este 
elemento con (—a), escribamos esta propiedad en la forma a + 
+ (4) =0, 

Notemos que de la definición aducida se desprenden las siguien- 
tes propiedades del anillo: 

4. Cualquier anillo tiene un cero único. 

2. En cualquier anillo existe, para cada elemento a, el único 
elemento opuesto. 

3. Para todo elemento a del anillo se verifican las igualdades 
Oa =a-0=0, 

Si en un anillo dado la operación de multiplicación posee, ade- 
más, la propiedad de conmutatividad, es decir, si para cualesquiera 
dos elementos a y b del anillo se verifica la igualdad ab = ba, el 
anillo se denomina conmutativo. 

Si en un anillo dado la operación de multiplicación poseo, ade- 
más, la propiedad de asociatividad, es decir, para cualesquiera tres 
elementos a, b y c del anillo se verifica la igualdad (ab) c = a (bc), 
el anillo se denomina asociativo. 

“yLos anillos de números examinados en el $ 3 representan los 
ejemplos más simples de anillos conmutativos y asociativos. 

¡Ho aquí otros ejemplos de anillos. 

„aJi. Un conjunto de polinomios, enteros respecto de una letra x, 
¿on coeficientes del campo de números dado forma el anillo conmu- 
tativo y asociativo, el cual se llama anillo de polinomios sobre el 
campo dado. 

En efecto, según se ha indicado en el $ 4, la suma y el producto 
de polinomios es un polinomio, es decir, en el conjunto de polino- 
mios están definidas dos operaciones: la adición y la multiplicación. 
Además, en el $ 4 fue indicado que ambas operaciones son conmuta- 
tivas, asociativas y están ligadas por la ley de distributividad. El 
cero de este anillo es un polinomio, cuyos coeficientes son todos 
iguales a cero. El elemento opuesto para cada polinomio es un poli- 
nomio que se obtiene multiplicando el polinomio citado por el nú- 
mero (—1). 

2. El conjunto de todas las funciones, continuas en el segmento 
dado la; b], también forma un anillo conmutativo y asociativo. 

En efecto, en el capítulo IX hemos dado la definición de función 
continua en el segmento dado y hemos indicado que la suma y el 
producto de dos funciones continuas es una función continua. Es 
fácil comprobar que las operaciones de adición y multiplicación de 
funciones continuas son conmutativas, asociativas y están ligadas 
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por la ley de distributividad. El cero de este anillo es una función 
igual idénticamente a cero, el elemento opuesto para Ja función f (2) 
es la función [—f (2)L 

3. El conjunto de todas las matrices cuadradas de un orden dado 
n forma un anillo. En efecto, en el capítulo X hemos mostrado que 
la suma y el producto de las matrices cuadradas de un orden dado es 
una matriz cuadrada del mismo orden. El cero de este anillo es una 
matriz cuadrada de orden n, cuyos elementos son todos iguales a ce- 
ro. El elemento opuesto para la matriz dada es una matriz en la 
que todos sus elementos han sido obtenidos de los elementos de la 
matriz dada, multiplicándolos por el número (—1). 

En el cap. X se ha indicado que la operación de multiplicación 
de las matrices es asociativa, pero no es conmutativa. Por eso el 
anillo de matrices cuadradas de un orden dado n será asociativo, 
pero no conmutativo. 

Campos. El conjunto de elementos recibe el nombre de campo, 
si dicho conjunto consta por lo menos de dos elementos y constituye 
un anillo conmutativo y asociativo, y si en el mismo existe un ele- 
mento (llamado unidad del campo) tal, que el producto de cualquier 
elemento a del campo por la unidad citada es igual a este elemento a, 
y si, además, en el conjunto existe, para todo elemento a distinto 
de cero, un elemento (llamado elemento ¿nverso) tal, que el producto 
de cualquier elomento a por su elemento inverso es igual a la unidad 
del campo. 

A título de ejemplo de los campos pueden servir todos los cam- 
pos de números analizados en el $ 3. 

He aquí otros ejemplos de campos y anillos. 

1. El conjunto de matrices de la forma 


S e) (0 


donde a y b son números cualesquiera de cierto anillo de números, 
forma un anillo conmutativo y asociativo respecto de las operacio- 
nes habituales de adición y multiplicación de matrices. En efecto, 
veamos la suma y el producto de las matrices del tipo (1). Está cla- 


ro que 

LS Jl Sal vi: 

2b a 2d c) X2(b+d) a+c f 

a b e -)- ac+2bd ad-+be 

2b a) 2d c) is ac+ ma) 
Por cuanto los números que constituyen los elementos de las matrices 
que figuran en los segundos miembros de estas igualdades son nú- 
meros del anillo dado, esto quiero decir precisamente que la suna y 


el producto de las matrices del tipo (1) son matrices del tipo (1). Con 
otras palabras, se ha mostrado, que sobre el conjunto de matrices 
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dol tipo (1) están definidas las operaciones de adición y multipli- 
cación. 

Se demuestra con la misma facilidad que son válidas también las 
propiedades de conmutatividad, asociatividad y distributividad de 
la adición y de la multiplicación de las matrices del tipo (1). 

0 


Q m 
2-0 o) os el cero de este anillo, y la matriz 


La matriz 


de —b) Lel 1 feb 
sI a ves el elemento opuesto para la matriz 2% a 


Homos mostrado, pues, que el conjunto de matrices del tipo (1), 
donde a y b son números cualesquiera del anillo de números dado, 
forman un anillo conmutativo y asociativo, 

2. El conjunto de matrices del tipo 


hn A 2) 


donde a y b son números racionales, forman un campo. 

Por cuanto el conjunto de números racionales es un anillo de 
números, entonces, de acuerdo con lo mostrado anteriormente, el 
conjunto de matrices del tipo (2) con a y b racionales forma un anillo 
conmutativo y asociativo. La unidad de este anillo es 


O 
la matriz ER 2) 


a d 
Supongamos ahora que la matriz EA z no es el cero del 


anillo, es decir, admítamos que por lo menos uno de los números 
a y b es distinto de cero. Mostremos que para cualquier matriz 


ds tal 
y , que 


la Jr des 1): a 


es decir, mostremos que todo elemento de este anillo, distinto de 
cero, cuenta con un elemento inverso. Aplicando la regla de multi- 
plicación de matrices, llegamos a que la validez de la igualdad (3) os 
equivalente a la validez de Ja igualdad 


ax-| 2by bx+ay j=l 0 4 
¡Bras az+20y ) "No i 9 


La igualdad (4) se verifica, si, y sólo si, el sistema de ecuaciones 


z 
existe una matriz del tipo (2), es decir, la matriz P 


ar+?2by=1, 


e 
bz+ay=0 6) 
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tiene soluciones. Caleculemos el determinante del sistema (5) 
a 2b 
b 


=0—2%, (6) 


Por cuanto a y b son números racionales, la expresión a? — 2b* 4 0, 
Quiere decir, para los números racionales dados a y b existe el úni- 
co par de números z e y que satisface el sistema (5). 

Se ha mostrado, pues, que existe una, y sólo una, matriz del tipo 
(2) que satisface las condiciones (3). Con otras palabras, hemos mos- 
trado que un elemento distinto de cero cuenta con el único elemento 
inverso. 

Esto significa que, efectivamente, el conjunto de matrices del 
tipo (2) con a y b racionales forma un campo. 

Observación. El conjunto de matrices del tipo (2) con a y b 
reales no forma un campo, puesto que para los números reales el de- 
terminante (6) puede reducirse a cero, por ejemplo, cuando a = vv 2, 
y, entonces, el elemonto distinto de cero no tendrá elemento inverso. 

3. Veamos un conjunto de elementos, donde cada elemento re- 
presenta un par ordenado de números enteros (n, m). Introduzcamos 
las siguientes definiciones. 

Dos elementos (n, m) y (p, q) son igualos, si, y sólo si, n = p y 
m=q. 

Se llama suma de dos elementos (n, m) y (%, l) un elemento (n + 
+ k, m + l), es decir, (n, m) + (k, I) = (n + k, m + 2). 

Se llama producto de dos elementos (n, m) y (k, 1) un elemento 
(nk, ml), es decir, (n, m) (e, l) = (nk, ml). 

Mostremos que el conjunto introducido de oste modo es un anillo 
conmutativo y asociativo. Designaremos todo elemento do este con- 
junto con la letra A, es decir, convendremos en que A = (n, m). 
Comprobemos que las operaciones de adición y multiplicación poseen 
las propiedades siguientos: 

1. A+B=B+4A:; 

2. (A +B) +C =A + (B + C); 

3. AB + BA; 

5. (A + B) C = AC + BC. 

En efecto, sea A = (n, m), B = (k, 1), C = (p, q). Entonces, 
haciendo uso de las propiedades de conmutatividad, asociatividad y 


distributividad de la adición y multiplicación de números enteros, 
llegamos a que 


A +B = |n, m) + (k, ) = (n -+ k, m + D), 
B +A = (k, I) + (n, m) = (k + n, ld m) = 
=(M+k,m-+D, 


de donde se desprende precisamente que A + B = B -+ A, es decir, 
la propiedad 1 queda domostrada. 
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Demostremos la propiedad 5, Por definición, 
(4 +B)C=(n+k, m + D) (p, 9) = (np + kp, mq + l4), 
AC = {n, m) (p, q) = (np, mg), 
BC = (k, I) (p, q) = (kp, 19), 
AC + BC = (np, mg) + (kp, lg) = (np + kp, mg + l9), 


es decir, (A 4- B) C = AC + BC. Las demás propiedades se de- 
muestran análogamenle. 

El cero de este anillo lo constituye el olemento (0; 0). Para el 
elemento (n, m) ol opuesto será el elemento (—n, —m). Demostremos 
que este anillo no es un campo. Es fácil ver que la unidad es el ele- 
mento (1; 1). Veamos, por ejemplo, el elemento (3; 2) y mostremos 
que para dicho elemento no existe el opuesto. 

Supongamos lo contrario: tal elemento existe. Sea éste el ele- 
mento (z, y). En este caso debe verificarse la igualdad (3; 2) (x, y) = 
= (1; 1), de donde proviene que deben ser válidas las igualdades 
3x = 1 y 2y == 1. Mas en el conjunto de números enteros estas igual- 
dades no se cumplen. Quiere decir, nuestra suposición no fue cierta, 
y esto significa que el anillo en consideración no es un campo. 

4. Analicemos un conjunto que se compone de tres elementos 
Ap, Ay, Aa. Por elemento A, se entiende la clase de todos los números 
enteros divisibles exactamente por el número 3; por elemento 4, se 
entiendo la clase de todos los números enteros que, siendo divididos 
por 3, dan un resto igual a 1; por elemento 4, se entiende la clase de 
todos los números enteros que, siendo divididos por 3, dan en el res- 
to 2. 

Definamos en el conjunto (Ap, 4,, A2} las operaciones de adición 
y multiplicación mediante las reglas siguientes: 


Ar si k+1<3, 
ata, si k+1>3; 
Art si kl < 3, 

lkn si kl > 3. 


Se puede mostrar que la operación de adición de los elementos Az y 
A, significa la adición de cualesquiera números de las clases A, y Az, 
perteneciendo su suma a la clase correspondiente Am (k, l, m = 
= 0, 1, 2); la operación de multiplicación de los elementos A, y As 
significa la multiplicación de cualesquiera números de las clases Ap 
y An perteneciendo su producto a la clase correspondiente Am (k, l, 
m = 0, 1, 2). 

Es fácil comprobar también que las operaciones de adición y mul- 
tiplicación de los elementos A, y A, poseen las propiedades de con- 
mutatividad, asociatividad y distributividad. 

El cero en este conjunto es la clase A y. El elemento A s-r es opues- 
to del elemento Ay. 


Ay A 
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La unidad en dicho conjunto está representada por la clase Ay. 
Para el elemento A, el inverso será él mismo, es decir, A,; para el 
elemento A, el inverso será él mismo, es decir, 4». Quiere decir, todo 
elemento, distinto de cero, del conjunto en consideración, cuenta 
con un elemento inverso. Todas estas propiedades se comprueban 
con facilidad a base de las reglas que rigen la adición y multiplica- 
ción de las clases mencionadas. Quiere decir, el conjunto de que se 
trata es un campo. 

Observación. Si estudiamos un conjunto compuesto por k ele- 
mentos (k > 2): Ap Ay, Az, - - .» Ar donde por elemento A, se 
entiende la clase de todos los números enteros que siendo divididos 
por k dan un resto igual a l (donde l = 0, 1, 2, ..., k — 1), enton- 
ces en cada uno de los conjuntos de tal género se pueden definir las 
operaciones de adición y multiplicación por analogía con el ejemplo 
analizado. Cualquiera que sea & natural (k > 2), el conjunto de ele- 
mentos Ao, Ay, Ag, . » -, Anry con operaciones de adición y multi- 
Plicación de elementos, definidas por el método mencionado, será un 
anillo, y si k es un número primo, tal conjunto será un campo. 

5. Veamos el conjunto de pares ordenados de números naturales 
(n, m). Dividamos dicho conjunto en clases, reuniendo en una clase A 
solamente los pares (n, m) y (k, l) que poseen la propiedad n + l = 
=m + k. Por definición, los pares, pertenecientes a una misma 
clase A, se denominan iguales y se considera que cada par determina 
la clase A. En el conjunto, cuyos elementos se representan por las 
clases de paros iguales, definamos las operaciones de adición y mul- 
tiplicación, rigiéndonos por las siguientes reglas. 

Adicionar dos elementos A y 2 significa adicionar cualquier par 
(n, m) de la clase A y cualquier par (p, g) de la clase B conforme a la 
regla (n, m) + (p, q) = (n + p, m + q). Cada par de este género 
(n + p, m + q) pertenecerá a cierta clase C, la cual se llama suma de 
los elementos A y B y se denota A + B, es decir, C = A + B. 

Multiplicar dos elementos A y B significa multiplicar cualquier 
par (n, m) de la clase A y cualquier par (p, g) de la clase B conforme a 
la regla (n, m) (p, q) = (np + mq, ng + mp). Cada par de este gé- 
nero (np + mg, ng + mp) pertenecerá a cierta clase D, la cual se 
lama prodato de los elementos A y B y se designa AB, es decir, 


El conjunto introducido de las clases de pares es un anillo conmu- 
tativo y asociativo. En efecto, es fácil comprobar que las operacio- 
nes de adición y multiplicación poseen las propiedades de conmuta- 
tividad, asociatividad y destributividad. 

Demostremos, por ejemplo, la propiedad de distributividad: 
(4 + B) M = AM + BM. Supongamos que el par (n, m) € A, el 
par (k, 1) € B y el par (p, q) € M. Si A + B = C, entonces la clase C 
se define por el par (z + k, m + 1). Si CM = D, entonces la clase D 
se define por el par (np + kp + mg + la, ng + kg + mp + lp). 
Si AM = N,, entonces la clase X, se define por el par (np + mg, 
ng + mp). Si BM = N,, entonces la clase N, se define por el par 
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(kp + la, kg + ip). Si N, + Na = N, entonces la clase N se define 
por el par (np + mq + kp + lg, ng + mp + kq + lp). 

Ahora es evidente, que las clases D y N se definen por un mismo 
par, es decir, D y N son una misma clase; de este modo se ha mostra- 
do que (4 + B) M = AM + BM. De modo análogo se demuestran 
también otras propiedades de adición y multiplicación. 

El cero en dicho conjunto lo representa la clase de pares del tipo 
dle, k). 

Mostremos que toda clase A, definida por el par (n, m), cuenta 
con una clase opuesta. Elijamos un número natural p tal, que sea 
P> ny p > m. Entonces los números z = p — ne y = p — m son 
naturales. Mostremos que la clase B, definida por el par (z, y), es 
precisamente la clase opuesta de A. Efectivamente, A +B = C, don- 
de la clase C se define por el par (p, p). Pero el par (p, p) define la 
clase que representa el cero de este conjunto. Así pues, todo elemento 
de este conjunto cuenta con un elemento opuesto. Quiere decir, el 
conjunto en consideración es un anillo conmutativo y asociativo. 

Observación. Al construir este anillo se han utilizado solamente 
las propiedades de los números naturales. Dicho anillo puede emple- 
arse para la construcción de anillos de números enteros en la base 
de los númoros naturales. Esto se hace así: la clase A, definida por 
el par (n, m), se identifica con: 

a) un número natural, k, si n>m y n—m= k; 

b) el número cero, si n = m; 

e) un número negativo (—k), si n< m y m —n = k. 

El conjunto obtenido será precisamente el anillo de números 
enteros. 

6. Veamos un conjunto de pares ordenados de números enteros 
[a, b] tales, que b + 0. Dividamos este conjunto en clases, incluyen- 
do en una misma clase æ solamente aquellos pares la, b] y [c, d] que 
poseen la propiedad ad = bc. Por definición, los pares, pertenecien- 
tes a una misma clase, se llaman iguales y se considera que cada uno 
de estos pares define la clase æ. En un conjunto, cuyos elementos es- 
tán representados por las clases de pares distintos, definamos las 
operaciones de adición y multiplicación, rigiéndonos por las si- 
guientes reglas. 

Adicionar dos elementos œ y f significa adicionar cualquier par 
[a, b] de la clase æ y cualquier par [c, d] de la clase $ de acuerdo con 
la regla la, b] + [c, d] = [ad + dc, bd]. Todo par del tipo [ad + 
+ bc, bd] pertenecerá a cierta clase y, la cual se llama suma de los 
elomentos x y P y se denota æ + B, es decir, y = æ + p. 

Multiplicar dos elementos æ y P significa multiplicar cualquier 
par [a, b} de los números pertenecientes a la clase a y cualquier par 
lc, d] de la clase f según la regla fa, b] lc, d] = [ac, bd]. El par 
[ac, bd] pertenecerá a cierta clase 5, la cual se llama producto de los 
elementos æ y B y se denota af, es decir, $ = ap. 

El conjunto introducido de clases de pares es un campo. Efocti- 
vamente, es fácil comprobar que las operaciones de adición y multi- 
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plicación poseen las propiedades de conmutatividad, asociatividad y 
distributividad. 

Demostremos, por ejemplo, la propiedad de distributividad: 
(a + P) p = ap + Bu. Supongamos que el par la, b] € æ, el par 
[c, d] € $, el par [Z, f] € p. Si œ + B = y, entonces la clase y se defi- 
ne por el par [ad + be, bd), si yu = v, entonces la clase v se define 
por el par [adl +- bcl, bdf). Si au = 6,, entonces la clase 6, se define 
por el par [al, bfl, si Pu = ô+, entonces la clase ô, se define par el par 
lcl, dfl. Si 6, + ô, = ô, entonces la clase 5 se define por el par 
laldf + bjcl, bfdfl. Dado que los pares lala +- bfcl, bfafl y (adl + 
+ bel, bdf] satisfacen la condición de igualdad entre los pares, razón 
por la cual ambos pertenecen a una misma clase, es decir, la clase v 
y la ô representan una misma clase. Hemos mostrado pues, que 
(æ -+ B) u = au + Bu. De modo análogo se demuestran las otras 
propiedades de la adición y multiplicación. El cero de este conjunto 
es la clase yo, que se define por el par [0, 1]. 

Mostremos que para cualquier clase a, existe una clase opuesta B 
tal, que « + $ = yo. Supongamos que ol par [a, b] € œ, entonces el 
par [-—a, b] define la clase $, la cual es precisamente la opuesta de la 
clase œ. En efecto, sia + B = o, entonces la clase o se define por el 
par [0, b°], donde b° 5 0. Por cuanto los pares [0, b?] y [0, 1] satisfa- 
cen la condición de igualdad entre pares, pertenecerán ambos a una 
misma clase, es decir, la clase o y la clase y representan una misma 
clase, lo que significa que a + P = yo. 

Así pues, cada elemento del conjunto en consideración cuenta 
con elemento opuesto. Quiere decir, el conjunto de que se trata es un 
anillo conmutativo y asociativo. La unidad en este anillo será la 
clase Æ definida por el par [1; 4]. 

Mostremos que cualquier clase æ, distinta de cero, cuenta con una 
clase inversa $, es decir, con una clase tal, que «$ = Æ. Supongamos 
que el par la, b} € œ, y œ no es el cero del anillo, es decir, admitamos 
que a + 0 y b 40. Analicemos la clase f, que se define por el par 
lb, al. Si aP = u, entonces la clase p se define por el par (ab, ab]. 
Puesto que los pares (ab, ab] y [1; 1] satisfacen la condición do igual- 
dad entre pares, entonces ellos pertenecerán a una misma clase. 
Quiere decir, la clase u coincide con la clase Æ, es decir, af = E, 

Así pues, cualquier elemento, distinto de cero, del conjunto en 
consideración cuenta con un elemento opuesto. Esto significa que 
este conjunto es un campo. 

Observación. Al construir el campo citado hemos empleado 
solamente las propiedades de los números enteros. Este campo puede 
utilizarse para construir un campo de números racionales en la base 
de los números enteros. Esto se hace así: nna clase t definida por el 

a 


par [a, b] se identifica con el número racional g? en este caso, sia = 


= bn, donde v es un número entero, la clase definida por el par 
Inb, b] se identifica con el número entero x. El conjunto obtenido 
será precisamente el campo de números racionales, 
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7. Veamos un conjunto de pares ordenados de los números reales 
fa, b}. Consideraremos que dos elementos de este conjunto (a, b} y 
(c, dj son iguales cuando, y sólo cuando, a = c y b = d. Introduz- 
camos en este conjunto de pares de números reales las operaciones de 
adición y multiplicación: (a, b} + fc, d} = fa + c, b +d}, fa, b} 
le, d} = fac — bd, ad + de) 

Se puede mostrar que este conjunto es un campo, Si identificamos 
el par (a, b) con un número complejo a + bi, se obtendrá el campo 
de números complejos, estudiado en el capítulo precedente. 

Grupos. Examinemos ahora los conjuntos en los que está defi- 
nida una sola operación. Si dicha operación posee ciertas propiedades 
determinadas, entonces este conjunto suele denominarse grupo. A sa- 
ber, tiene lugar la siguiente definición. 

Un conjunto no vacío de elementos recibe el nombre de grupo, 
si está definida en él una operación que se denota con * y que posee 
las propiedades: 

a) de asociatividad (a*b)*e = a* (b*e); 

b) en este conjunto existe el así llamado elemento neutro, desig- 
nado con el símbolo e, tal, que a*e = e*a = a, cualquiera que sea 
el elemento a de este conjunto; 

c) para cualquier elemento a de dicho conjunto existe un ele- 
mento b del mismo conjunto tal, que a*b = b*a = e. 

Por cuanto las más aplicadas son dos operaciones, las de adición 
y multiplicación, entonces, a la par con esta definición general 
aduzcamos, además, dos casos particulares: definición de grupo res- 
pecto a la adición y de grupo respecto a la multiplicación. 

Un conjunto de elementos se denomina grupo respecto de la adi- 
ción, si está definida en él la operación llamada adición, que posee 
las siguientes propiedades: 

a) asociatividad de la adición: (a + b) + c = a + (b + e); 

b) en este conjunto existe un elemento, llamado cero y designa- 
do con el símbolo 0, tal, que para cualguier elemento a de este con- 
unto 0 +a = a + 0 = a; 

c) para cualquier elemento a de dicho conjunto existe un ele- 
mento b del mismo conjunto tal, que b + a =a +b =Q 

= k a b se denomina opuesto del elemento a y se denota 
con (—a). 

El conjunto de elementos recibe el nombre de grupo respecto de la 
multiplicación, si está definida en él la operación llamada multipli- 
cación, que posee las siguientes propiedades: 

a) asociatividad de la multiplicación: (ab) c = a (be); 

b) en este conjunto existe un elemento, llamado unidad del 
grupo y designado con el símbolo e, tal, que para cualquier elemen- 
to a de este conjunto ae = ea = a; 

c) para cualquier elemento a de dicho conjunto existe un ele- 
mento c del mismo conjunto tal, que ac = ca = e. 

El elemento c se denomina inverso del elemento a y se denota 
con a™. 
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Si la operación, definida en un grupo, es conmutativa, el grupo 
se llama conmutativo. 

Demos a conocer los ejempjos de grupos. 

1. Observemos que cada anillo es un grupo conmutativo respecto 
de la adición, cada campo es un grupo conmutativo respecto de la 
adición. 

Todo anillo o todo campo no es un grupo respecto do la multipli- 
cación, no obstante, si se considera cualquier campo, excluyendo de 
éste el elemento nulo, el conjunto nuevo ya será un grupo conmuta- 
tivo respecto de la multiplicación. 

2. Veamos un conjunto compuesto por el número cero y todos 
los polinomios, enteros con relación a la letra z de potencia no su- 
perior a n, con coeficientes pertenecientes al campo de números 
dado. 

En este conjunto está definida sólo una operación, la de adición 
de polinomios (la operación de multiplicación de polinomios Heva el 
producto fuera de los límites de este conjunto). Es fácil ver que en 
este conjunto la operación de adición de polinomios es conmutativa 
y asociativa, el elemento nulo del conjunto es un polinomio cuyos 
coeficientes son todos iguales a cero, y cualquier polinomio cuenta 
con elemento opuesto. 

Quiere decir, el conjunto en consideración forma un grupo conmu- 
tativo respecto de la adición. 

3. Veamos un conjunto de matrices que tienen n filas y m colum- 
nas, con la particularidad de que n + m. Es fácil ver que en dicho 
conjunto está definida una sola operación, la de adición de matrices 
(la operación de multiplicación no está definida para las matrices 
de esta índole). Vemos con facilidad que en este conjunto: a) la ope- 
ración de adición es conmutativa y asociativa; b) existe el elemento 
nulo: una matriz cuyos elementos son todos iguales a cero; c) cual- 
quier matriz cuenta con un elemento opuesto, que es la matriz, to- 
dos los elementos de la cual se han obtenido a partir de los elemen- 
tos de la matriz dada, multiplicándolos por el número (—1). 

Quiere decir, el conjunto de tales matrices forma un grupo con- 
mutativo respecto a la adición. 

4. Veamos un conjunto compuesto por todos los números del 
tipo 2%, donde k es un número entero cualquiera. Es obvio que la 
operación de multiplicación de estos números no lleva el producto 
fuera de los márgenes de dicho conjunto, con otras palabras, en el 
conjunto citado está definida la operación de multiplicación de los 
elementos (operación habitual de multiplicación de los números). 
Está claro también que esta operación es conmutativa y asociativa. 
El elemento unidad es el número 1, perteneciente a este conjunto, 
puesto que 1 = 2%; todo elemento 2* cuenta con elemento inverso 
2-*, Por lo tanto, este conjunto forma un grupo conmutativo res- 
pecto de la multiplicación. 

5. Veamos el conjunto de todos los números racionales positivos. 
En este conjunto está definida la operación de multiplicación. 
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Además, dicha operación es conmutativa y asociativa. El número 
unidad es el elemento noutro de este conjunto; todo elemento Z de 


este conjunto cuenta con elemento inverso S Quiere decir, el con- 


junto de todos los números racionales positivos forma un grupo con- 
mutativo respecto a la multiplicación. 

6. Veamos el conjunto de todos los números racionales positivos 
y aclaremos si dicho conjunto forma un grupo respecto de la opera- 
ción*, donde* es la división de los números racionales. Aunque la 
operación* no sale de los márgenes de este conjunto y en él hay un 


elemento neutro (el número 1, pues todo elemento E cuenta con el 


elemento T tal, megi = 1), dicho conjunto no forma un grupo 


respecto de la operación introducida*, puesto que se comprueba fá- 
cilmente que la operación” no será asociativa. 

7. Veamos el conjunto de todas las soluciones de la ecuación 
x” = 1, o, dicho de otra forma, estudiemos el conjunto de todas las 
raíces complejas de grado n del número unidad. Según lo expuesto 
anteriormente en este mismo capítulo, el producto de cualesquiera 
dos raíces de grado n del número unidad será también una raíz de 
grado n del número unidad y, además, esta operación es conmutativa 
y asociativa. El elemento unidad es œo = 1; el elemento inverso del 
elemento œ, es el elemento a-,. Quiere decir, este conjunto forma 
un grupo conmutativo respecto de la operación de multiplicación. 

£ Veamos el conjunto de rotaciones de un triángulo equilátero 
alrededor de su centro, que hacen coincidir el triángulo con sí mis- 
mo, Si por multiplicación de dos rotaciones se toma su realización 
consecutiva, dicho conjunto formará un grupo conmutativo respecto 
de la operación mencionada. Se puede comprobar que en este caso 
se han cumplido todas las propiedades que definen un grupo con- 
mutativo. 

9. Veamos el conjunto de rotaciones de una esfera alrededor de su 
centro. A título de producto de rotaciones será natural tomar la 
realización consecutiva de dos rotaciones. Se puede mostrar que di- 
cho conjunto forma un grupo conmutativo respecto de la operación 
introducida. 


Ejerctotos 


Realícense las operaciones indicadas (1... 4): 


AED BAD 
t EE 

5. Constrúyanse en un plano los puntos que representan los siguientes nú- 
meros complejos: 3 + 2i; 3; 2 + 4h; $i; —1 + 2i; —4; —2 — 3i; —4i. 
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6. Los extremos de un segmento vienen dados por cierlos números comple- 
jos z; y zy. Hállense los números complejos; correspondientes: a) al centro del 
segmento; b) al punto que divide el segmento en la razón 1: 3, a contar del 
punto zy. d fi 
7. Los vértices do un triángulo se representan por ciertos números comple- 
jos 21, 39, zg, Mállense todos los números complejos z que completan dicho 
triángulo hasta que se obtenga un paralelogramo. 
8. Calcúlense los módulos de los números complejos i; 1 +4 —4 
Vi 1+2 ey 
9. Determínense los argumentos de los números complejos 1 + i; V3 — i; 
54; =p d; 
10. Está dado un punto z= a + bi. ¿Dónde se dispone el punto z — 


—t; 


Hi 
11. Sea |z| = 1. ¿Dónde se disponen los puntos que representan los nú- 
meros complejos 1 -+ 22? 

12. Sea | 2 |= 5. ¿Dónde se disponen los puntos que representan los nú~ 
meros complejos 1 — 2t + 32? 

Indíquese dónde se sitúa ol punto que representa un número complejo z, 
para el cual se verifica la siguiente condición (13 ..... 18): 

18. ]t=21=4.44. 1:41-—2/]|=V7 

5n 


15. arg ==> 16, la 1] = e+ 2]. 


17. =a < arg z < a. 18. 1< |z 4+2 — 3t | <j2. 

Escríbase en la fórma trigonométrica el siguiente número (19... 21): 
Adv 3 ya 

19. s= (1H Y, 

20. z = ctg a + i, donde «€ (3, 2x). 

21. z= 1 -+ cos 40° += ¿ sen 40%, 

Hállense todos los z que satisfacen la igualdad siguiente (22 

22, (z + 1) + (z — i} = 1. 23. 2- 2, 

24. (EN a 


zi 


25. Hállese, entre los números complejos que satisfacen la condición 
|z-+ 31] <4, un número que tenga el argumento principal mínimo, 

26. Hállese la condición necesaria y suficiente para que la suma de dos 
números complejos a + bi y c-| di sea un número real, 
de Demuéstreso que cada wno de los conjuntos que siguen abajo es uu anillo 


27: Todos los números enteros multiplos del número natural dado n- 
28. Todos los números del tipo a + bi, donde a y b son números enteros. 
29. Todos los númerosenteros dol tipo a + bV 3, donde a y b son números 
enteros. 

30. Las matrices de orden n con elementos enteros (respecto de la adición 
y multiplicación de matrices). 

31. Los polinomios de una incógnita con coeficientes enteros, 

Demuéstrese que cada uno de los conjuntos que se dan a continuación forma 
un campo (32... 34): 


32. Los números del tipo a - bV 5, donde a y b son números racionales. 
33. Los númoros del tipo a + bi, donde a y È son números racionales. 


34. El conjunto de dos elementos. y B con las operaciones $ y ©, defini- 
das mediante las siguientes reglas: 


aDa=a 204=4, 
app=fpa=f,  cOB=B04=0, 
Bop=P, PpOB=B. 


E] 


35. ¿Formará un anillo o un campo el conjunto de pares (a, b) de números 
enteros a y bcon lasoperaciones Y y O, definidas mediante las reglas siguien- 
tos: 

(u, t) @ (e, d) = (e +c, b + d); 

fa, b) © (c, d) = (ac, bd)? 

Aclárese si forma un grupo cada uno de los siguientes conjuntos con la 
operación indicada sobre los elementos (36 .. . 44): 

36. Los números pares respecto de la adición. 

37. Los números enteros, múltiplos del número natural dado n, respecto a 
la adición, 

38. Los números enteros impares respecto do la adición. 

39. Los números enteros respecto de la sustracción. 

dé 40. Los números racionales, distintos de cero, respecto de la multiplica- 
ción. 

41. Las matrices rogulares de orden » con elementos reales respecto de la 
multiplicación. 

42. Las matrices de orden n con elementos enteros y un determinanto igual 
a la unidad, respecta de la multiplicación. 

43. Los números reales positivos, si la operación se define del modo si- 
guiente: a @ b = ab, 

i 44. Los polinomios reales de grado n de la incógnita z, respecto de la 
adición. 

45. ¿Formarán un grupo las rotaciones de un cuadrado en torno de su 
centro a 0% 90°, 180, 270% 
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